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1 Because of telescopic action, the end of 
the industrial robotic arm extends along the 
path of the limacon r = (1+0.5cosθ) m. At 
the instant θ = π/4, the arm has an angular 
rotation      = 0.6 rad/s, which is increasing 
at     = 0.25 rad/s2. Determine the radial and 
transverse components of the velocity and 
acceleration of the abject A held in its grip 
at this instant.

วิธีทํา เน่ืองจากตําแหนง ความเร็ว และความเรงของวตัถุ A ถูกบอกดวยพิกัด r-θ ซ่ึง
อางอิงกับจุด O ดังน้ันในทีน้ี่จะใชระบบพิกัด r-θ ในการแกปญหาโจทยขอน้ี

(1)

(2)

θ&
θ&&

θ r

r

θ

A

)sincos(5.0
sin5.0

2 θθ+θθ−=

θθ−=
&&&&&

&&

r
r

θθ+= ererV r ˆˆ &&
v

θθ +−=+−= eeeeV rr ˆ8122.0ˆ212.0ˆ)6.0)(3536.1(ˆ2121.0
v

θθθθ errerra r ˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&
v ++−=

θ×−×+×+×−−= eea r ˆ)6.0)2121.0(225.03536.1(ˆ)6.03536.12157.0( 2v

โจทยกําหนดเสนแนวทางการเคลื่อนที่
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ดังน้ันจะหาสัมพันธของ    และ     ไดดังน้ีr& r&&

ทีต่ําแหนงที่ตองการ θ = π/4,      =0.6 rad/s และ    =0.25 rad/s2
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จากความสัมพันธความเร็ว และความเรงในพิกัด r-θ จะได
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2 The 10 kg suitcase slides down the curved 
ramp for which the coefficient of kinetic 
friction is μk=0.2. If at the instant it reaches 
point A it has a speed of 1 m/s, determine 
the normal force on the suitcase and the 
rate of increase of its speed.

วิธีทํา เน่ืองจากตองการหาแรงกระทํา จึงเริ่มการพิจารณาจากการเขียน FBD
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โจทยกําหนดสมการเสนโคง รวมถึงตําแหนงที่ตองการมาดวย จึงสามารถหามุม θ 
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แทนมุมที่หาไดลงในสมการ (1) และ (2)

taN 102.06241.81 =− (3)

naN 104161.54 =− (4)

จะเห็นวาสมการ (3) และ (4) มีตัวแปรไมทราบคา 3 ตวั คือ N, at, an จึงไมสามารถแก
ได จําเปนตองหาสมาการความสัมพันธเพ่ิมเตมิ
เน่ืองจากในขอน้ีกําหนดเสนโคงแนวการเคลื่อนที่มาให ทําใหสามารถหาความสัมพันธ
ของความเร็ว และความเรงในระบบพิกัด x-y ได
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โจทยกําหนดให 122 =+= yxv &&
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แทนคาในสมการ (6) ซ่ึงแสดงความสัมพันธของความเรงในพิกัด x-y ได
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ความเรงของกลองอาจจะแสดงไดโดยใชพิกัด n-t (สอดคลองกับ FBD ที่วาดไว) หรือ
แสดงโดยพิกัด x-y (สอดคลองกับสมการ (7)) ก็ได อยางไรกต็ามเนื่องจากเปน
ความเรงเดียวกัน จึงอาจเขียนแสดงความสัมพันธของความเรงทั้งสองพิกัดไดดังน้ี
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แกระบบสมการ (3), (4) และ (9) จะหาคา N, an, at ไดดังน้ี
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หมายเหต ุ ในขอน้ีสามารถหาคา an ไดอีกวิธีหน่ึง โดยใชการหารัศมีความโคงของ
เสนทางการเคลื่อนที่ดังน้ี
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จะพบวา an มีคาเทากับการหาจากวิธีแรก
นําคา an ไปแทนในสมการ (3) และ (4) จะหาคา at และ N ไดตามตองการ



3 Block B of the mechanism is confined to move 
within the slot member CD. If AB is rotating at a 
constant rate of ωAB=3 rad/s, determine the 
angular velocity and angular acceleration of 
member CD at the instant shown.

วิธีทํา ในขอน้ีตองการหาความเร็ว และความเรงเชิงมุมของ
ชิ้นสวน CD โดยกําหนดความเร็วและความเรงเชิงมุม
ของชิ้นสวน AB มา เน่ืองจากชิ้นสวน AB และ CD 
ไมไดตอกันดวยวตัถุแขง็เกร็ง แตเชื่อมตอกันดวย slot 
ดังน้ันการพิจารณาจึงตองใชวิธีการของ rotating axis 

relCDCB vrvv rvvvv +×ω+= (1)

x

y

ตัง้แกนพิกัด ดังแสดงในรูป ในกรณีน้ีผูสังเกตอยูที่จุด 
C และสังเกตจุด B บนชิ้นสวน AB ซ่ึงกําลังเคลื่อนที่
ตามแนว slot 
แกนพิกัดที่ตั้งจะหมุนดวยความเร็วและความเรง
เชิงมุม ωCD และ αCD ตามลําดับ
จากขอมูลขางตนจะเขียนสมการความเร็วสัมพัทธ ได
ดังน้ี

0=Cvvเน่ืองจากจุด C ที่ผูสังเกตอยู เปนจุดหมุน และไมมีการเคลื่อนที่ ดังน้ัน
เวคเตอร จะชี้จากผูสังเกตไปที่จุดที่ตองการสังเกต ในที่น้ีคือชี้จาก C ไป B

คือความเร็วที่ผูสังเกตมองเห็นวัตถุที่ตองการสังเกตเคลื่อนที่ ในที่น้ีผูสังเกตจะ
เห็นวัตถุเคลื่อนทีต่ามแนว slot หรือเคลื่อนที่ตามแนวแกน x น่ันเอง
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ความเร็วอ่ืนที่รูคาไดแก
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สรุปตัวที่รูคาและไมรูคาไดดังตาราง
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เน่ืองจากมีตัวไมทราบคา 2 ตัว จึง
สามารถหาคําตอบได โดยเขียน
แผนภาพเวคเตอร



°=ω=×ω 30sin3.0)2.0(CDCD rvv

เขียนรูปเวคเตอรไดดังน้ี
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จากรูป
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m/s 2598.030cos3.0 =°=relvv

จากตารางจะพบวามีตัวไมทราบคา 2 ตวัจึงสามารถหาคาได
คํานวณคาตางๆ ที่ทราบไดดังน้ี

พิจารณาสมการความเรงสัมพัทธสําหรับแกนหมุน
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rela−−=°− 1125.030sin9.0

รวมเวคเตอรในแนว x ไดดังน้ี

Ans

2m/s 3375.0=rela

รวมเวคเตอรในแนว y ไดดังน้ี

3897.030cos9.0 −×ω−=°− rv&v

3897.0)2.0( −=α=×ω CDrv&v

CCW rad/s 9486.1 2=αCD

หมายเหต ุขอน้ีสามารถทําไดโดยวิธี absolute motion ดังน้ี
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การกําหนดมุม θ และ β จะตองวัดจากตําแหนงที่ไมมีการเคลื่อนที่เทานั้น ในตวัอยาง
น้ี มุมทั้งสองวัดจากเสนแนวด่ิง โดยมีทิศทางดังแสดงในรูป ดังน้ันคา  หรือ     
จึงมีคาเปนลบ เน่ืองจากมีทิศทางตรงขามกับที่กําหนดในรูป
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แทนคาที่โจทยกําหนดให ลงในสมการ (1) และ (2) จะได

22 m/s  34.0  mm/s  5.337
m/s  260  mm/s  8076.259
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แทนคาที่โจทยกําหนดให และคา    และ    ลงในสมการ (3) และ (4) จะได

CCW  rad/s  9486.1rad/s  94861

CW   rad/s  75.0
2 =α⇒−=β

=β

BC.&&

&
Ans

คาที่ติดลบหมายถึงเม่ือเวลาเพิ่มขึ้นระยะ c มีคาลดลง หรือกลาวไดวาความเร็ว และ
ความเรงของจุด B มีทิศทางชี้เขาหาจุด C

c& c&&



4 In an automobile transmission the planet 
pinions A and B rotate on shafts that are 
mounted on the planet pinion carrier CD. As 
shown. CD is attached to a shaft at E which 
aligned with the center of the fixed sun gear S. 
The shaft is not attached to the sun gear. If CD 
is rotating at ωCD = 8 rad/s, determine the 
angular velocity of the ring gear R.

วิธีทํา ระบบเฟองนี้ประกอบดวยวตัถุแข็งเกร็ง 5 ชิ้นสวน ดังรูปที่แสดงดานลาง

m/s 1)125.0(8)( ==ω= CEv CDC

พิจารณาที่แขนขับ CD ความเร็วที่จุด C หาไดจาก

ตวัขับยึดแนน

S

A

B

E

C

DR

ตวัขับ

E

C

D

ACv

Cv

ARv ARv

พิจารณาที่เฟองดาวเคราะห A
เน่ืองจากจุดศูนยกลางของเฟองเชื่อมตอกับจุด C จึงมีความเร็ว vC

ที่จุดสัมผัสระหวางเฟอง A กับเฟอง S มีความเร็วเปน 0 เน่ืองจากเฟอง S ยึดแนน
ไมเคลื่อนที่ จุดนี้จุดเปนจุด ICZV
ความเร็วที่จุดสัมผัสของเฟอง A กับเฟอง R หาไดจาก

CW rad/s 20
05.0
1

===ω
A

C
A r

v

m/s 2)1.0(20)2( ==ω= AAAR rv



เฟอง A จะขับใหเฟอง R หมุนรอบจุดศูนยกลาง E โดยความเร็วที่จุดสัมผัสของ
เฟอง A และเฟอง R จะเทากับ vAR

พิจารณาเฟอง R
ความเร็วรอบหมุนของเฟอง R จะหาไดจาก

CW  rad/s 4286.11
175.0
2

===ω
R

AR
R r

v Ans



5 The ends of the bar AB are confined to 
move along the path shown. At a given 
instant, A has a velocity of 8 m/s and an 
acceleration of 3 m/s2. Determine the 
angular velocity and angular acceleration 
of AB at this instant.

วิธีทํา ในขอน้ีทราบความเร็ว และความเรงของจุด A และตองการหาความเร็วเชิงมุม
และความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน AB เน่ืองจากชิ้นสวน AB เปนวตัถุแข็งเกร็ง 
และทราบความเร็วที่จุด A บนวตัถุแข็งเกร็ง จึงใชวิธีการความเร็วสัมพัทธหา
ความเร็วหรือความเรงเชิงมุมได (สําหรับขอน้ี Slot ไมใชจุดเชื่อมระหวางชิ้นที่รู
ความเร็ว และช้ินทีไ่มรูความเร็ว จึงไมใชวิธีการของ rotating axis ในขอน้ีแนว
ของ Slot ใหมาเพ่ือบอกทิศทางการเคลื่อนที่ของจุด B)

CW rad/s 2
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v AB
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ABAB vvv /
vvv +=

°30 °30

เน่ืองจากมีตัวไมทราบคา 2 ตัว จึง
สามารถหาคําตอบได โดยเขียนแผนภาพ
เวคเตอรดังน้ี

หาความเร็วเชิงมุมของชิ้นสวน AB โดยใชวิธีการความเร็วสัมพัทธ

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AB⊥//Slot

8

°30

°30
°60

°60
°60

Avv

Bvv

ABv /
v

จากรูปพบวาเวคเตอรทั้ง 3 ตอกันเปนรูปสามเหลี่ยม
ดานเทา ดังน้ัน

m/s 8/ === AABB vvv

ความเร็วเชิงมุมของชิน้สวน AB หาจาก

Ans

หาความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน AB โดยเขียนตารางแสดงขนาด และทิศทาง
ความเรงไดดังน้ี



oooo 30cos)(30sin)(30cos)(30sin)( // tABnABtBnB aaaa +=+

หาขนาดความเรงที่ทราบคาไดดังน้ี

พิจารณาในแนวระดับ

พิจารณาในแนวดิ่ง

tABnABAB aaaa )()( //
vvvv ++=
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X
BA⊥

3

o30

BA//

2
22

m/s 16
4
8)( ==

ρ
= B

nB
va

o30

X
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o30 o30

222
/ m/s 16)4(2)()( ==ω= ABa ABnAB

เขียนแผนภาพเวคเตอรความเรงได
ดังแสดงในรูป °30

°30

°30
°30Aav

nBa )( v

tBa )( v

nABa )( /
v

tABa )( /
v

oooo 30cos)(30sin1630cos)(30sin16 / tABtB aa +=+

tABtB aa )()( /=

oooo 30sin)(30cos)(30sin)(30cos)( // tABnABAtBnB aaaaa +−−=−

oooo 30sin)(30cos16330sin)(30cos16 / tABtB aa +−−=−

oooo 30sin)(30cos16330sin)(30cos16 // tABtAB aa +−−=−

2
/ m/s 7128.30)( =tABa

ความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน AB ไดจาก

CW  rad/s 7.6782
4
7128.30)( 2/ ===α

AB
a tAB

AB
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หมายเหต ุขอน้ีสามารถทําไดโดยวิธี absolute motion ดังน้ี

พิจารณาสามเหลี่ยม OAB สามารถสรางความสัมพันธของระยะและมุมไดดังน้ี

โจทยกําหนด

ตองการหาคา

2m/s 3

m/s 8
m 4

==

==
==

ca

cv
ABBO

A

A

&&

&

θθ &&& ,

เม่ือ o30=θ

การกําหนดมุม θ จะตองวัดจากตําแหนงที่ไมมีการเคลื่อนที่เทานั้น ในตัวอยางนี ้มุม
วัดจากเสนแนวด่ิง โดยมีทิศทางดังแสดงในรูป

θ

A

B

O

θ

θ
c

cABcABBO =θ=θ⇒=θ+θ cos8cos)(2coscos

c

c
&&&&&

&&

=θθ+θθ−

=θθ−

)cossin(8

sin8
2

(1)
(2)

แทนคาที่โจทยกําหนดลงในสมการที่ (1) และ (2) จะได

CW  rad/s 6782.7rad/s 6782.7

CW  rad/s 2   rad/s 2
22 =α⇒−=θ

=ω⇒−=θ
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