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พลศาสตร (Dynamics) 
 

บทที่ 2 การเคลื่อนที่ของอนุภาค (สวนที่ 3) 
 

2/5 ระบบพิกัดแบบ n-t  
พิกัดแบบ n-t (Normal and Tangential coordinate) หรือพิกัดแบบตั้งฉากแนวการ

เคลื่อนที่และสมัผัสแนวการเคลื่อนที่ สามารถตั้งไดตามตัวอยางแสดงในรูปที่ 1 โดยมีหลักการ
การตั้งแกนดังน้ี 

1. แกน t เปนแกนสัมผัสแนวการเคลื่อนที่ และมีทิศทางบวกชี้ไปตามแนวการเคลื่อนที่  
2. แกน n เปนแกนตั้งฉากการเคลื่อนที ่ และมีทิศทางบวกชี้เขาไปหาจุดศูนยกลาง

ความโคงของเสนแนวการเคลื่อนที่  
3. แกนพิกัด n-t จะเปลี่ยนตําแหนงไปตามวตัถุทีเ่คลื่อนที ่ 
จากตัวอยางแสดงในรูปที่ 1 จะพบวาที่จุด A, B และ C จะมีแกนพิกัด n-t แตกตางกัน 

อยางไรก็ตามหลักเกณฑการตั้งแกนพิกัดจะเปนไปตามที่กลาวไวขางตน 
 

 
รูปที่ 1 การตัง้พิกัดแบบ n-t 

  
การเคลื่อนทีบ่างกรณีไมสะดวกที่จะบอกพิกัดโดยคิดเทียบกบัจุดอางอิงแบบพิกัด x-y 

แตจะเหมาะสมกวาถาใชพิกัดแบบ n-t เชน การเคลือ่นที่ของรถยนตบนถนนโคง ในกรณีเชนน้ี 
ถาบอกความเร็วเปนพิกัด x-y จะมีความยุงยาก เน่ืองจากความเร็วในแนว x และ y จะเปน
ความเร็วเพียงสวนหนึ่งของรถยนตเทานัน้ ไมใชขนาดความเร็วจริงของรถยนตตามแนวทางการ
เคลื่อนที่ จําเปนที่จะตองคาํนวณรวมความเร็วในแนว x และ y กอน จึงจะไดความเร็วและทศิ
ทางการเคลื่อนที่ของรถยนต อยางไรก็ตามโดยทั่วไปอัตราเร็วของรถสามารถวัดไดจากเครื่องวัด
อัตราเร็วทีต่ิดตั้งในรถ สวนทิศทางของความเร็วเปนทิศทางการเคลื่อนที่ของรถยนตอยูแลว ใน
กรณีน้ีการบอกพิกัดแบบ n-t จะเหมาะสมกวา  
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ความเรว็และความเรงในระบบพิกัดแบบ n-t 

 
รูปที่ 2 ความเร็วในพิกัดแบบ n-t  

 
 พิจารณารูปที่ 2 ซ่ึงแสดงถึงการเคลื่อนทีแ่ละความเร็วของวัตถุ ในระบบพิกัด n-t   เม่ือ
วัตถุอยูที่จุด A จะตั้งแกนพิกัดไดดังแสดงดวยแกน n และแกน t ในรูปที่ 2 โดยจุด C แสดงจุด
ศูนยกลางความโคงของเสนแนวทางการเคลื่อนที่ในขณะน้ัน เวคเตอร nê  และ tê  เปนเวคเตอร
หน่ึงหนวยในทิศทาง n และ t ตามลําดบั เม่ือวัตถุเคลื่อนที่ไปเลก็นอยจนถึงจุด A’ แกนพิกัดจะ
เปลี่ยนไปเล็กนอยดังแสดงในรูป เน่ืองจากพิจารณาระยะการเคลื่อนที่นอยๆ จุดศนูยกลางความ
โคงสามารถพิจารณาวาไมเปลี่ยนตําแหนงได และรัศมีความโคงของเสนแนวทางการเคลื่อนทีมี่
คา ρ เทาเดมิ มุมที่จุดศูนยกลางความโคงที่เปลี่ยนไปมีคาเทากับ βd  ดังน้ันระยะทางที่วตัถุ

เคลื่อนที่ไดไดแก βρ= dds  อัตราเร็วในการเคลื่อนที่หาไดจาก 
dt
d

dt
ds β

ρ=  เน่ืองจากความเร็ว

เปนปริมาณเวคเตอร ดังน้ันจึงตองแสดงทิศทางของความเร็วดวย โดยความเร็วจะมีทิศทางตาม
แนวเสนสัมผสั ไดแก แนวเวคเตอร tê  น่ันเอง ดังน้ัน ความเร็ว v  จะเขยีนไดดังน้ี 
 

tt eevv ˆˆ βρ==      (1) 
 
 ความเรงในระบบพิกัดแบบ n-t สามารถหาไดโดยการหาอนุพันธของความเร็วในสมการ 
(1) เทียบกบัเวลา ดังน้ี 

tt
t evev

dt
evd

a ˆˆ)ˆ(
+==      (2) 

จากสมการ (2) จะเห็นวาตองทราบคาอนุพันธของเวคเตอร tê  เทียบกบัเวลากอน จึง
จะหาความเรงได พิจารณาการหาอนุพันธของเวคเตอร tê  ดังแสดงในรูปที่ 3 ไดดังน้ี 
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รูปที่ 3 การหาอนุพันธของเวคเตอร tê   

 
 รูปที่ 3 ดานซายมือวาดโดยดึงเวคเตอร tê  และ te′ˆ  ในรูปที่ 2 มาเขียนตอกัน จะพบวา
การเปลี่ยนแปลงของเวคเตอร tê  แสดงโดยเวคเตอร ted ˆ  และมีทิศทางเปนทิศเดียวกับ nê  
ขนาดของเวคเตอร ted ˆ  หาไดจากรูปที่ 3 ทางดานซายมือเชนกัน โดย β=β= ddeed tt ˆˆ  จาก
ความสัมพันธน้ีจะสามารถเขียนความสัมพันธไดดังน้ี 

nt eded ˆ)(ˆ β=  
และหาอนุพันธเทียบกับเวลาไดดังน้ี 

nt ee ˆβ=      (3) 
แทนความสัมพันธในสมการ (3) ลงในสมการ (2) จะได 

tn eveva ˆˆ
2

+
ρ

=     (4) 

โดย  β=βρ=
ρ

= vvan
2

2

 

 svat ==  

 22
tn aaa +=  

 
 รูปที่ 3 ทางดานขวามือแสดงการเปลี่ยนแปลงของความเร็วจากความเร็ว v  มาเปน v ′  
ซ่ึงมีทิศทางตางกันโดยทํามุมกัน βd  ทิศทางของความเรง a  จะมีทิศทางเดียวกับทศิของ การ
เปลี่ยนแปลงความเร็ว vd  ดังแสดงในรูป การเปลี่ยนแปลงความเรว็ vd  น้ีสามารถแตก
ออกเปน tvd  ซ่ึงเปนสวนประกอบในทิศทางการเคลื่อนที ่ (แนว t) และ nvd  ซ่ึงเปน
สวนประกอบในทิศตั้งฉากการเคลื่อนที่ (แนว n) เม่ือพิจารณาชวงเวลาเล็กๆ มุม βd  จะมีขนาด
เล็กมาก การเปลี่ยนแปลง tvd  จึงเปนการเปลี่ยนแปลงขนาดของเวคเตอรความเรว็ และการ
เปลี่ยนแปลง nvd  จึงเปนการเปลี่ยนแปลงเน่ืองจากทิศทางของความเร็วที่เปลี่ยนแปลงไป 
ดังน้ันจึงสามารถสรุปไดวาความเรงในแนวสัมผัส ta  จึงเปนผลเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงขนาด
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ของความเร็ว สวนความเรงในแนวตั้งฉาก na  จึงเปนผลเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของทิศทาง
ของความเร็ว  

เม่ือพิจารณาถึงกรณีการเคลื่อนที่ในแนวเสนตรงซึ่งไมมีการเปลี่ยนแปลงทิศทางการ
เคลื่อนที่ จึงมีเฉพาะความเรงในแนว t เทานั้น และมีคาเทากบั v  เราอาจจะพิจารณาหา
ความเรงจากสมการที่ (4) ไดเชนกัน เน่ืองจากการเคลื่อนที่ในแนวเสนตรงมีรัศมีความโคงการ

เคลื่อนที่เปนอนันต (∞ ) ดังน้ันพจน 
ρ

2v  ในสมการที่ (4) จึงมีคาเปน 0 น่ันคือไมมีสวนประกอบ

ในแนว n น่ันเอง 

 
รูปที่ 4 ทิศทางความความเรง 

 
 การใชพิกัดแบบ n-t จะทําใหทราบทิศทางของความเรงอยางหยาบๆ ไดโดยงาย 
พิจารณาการเคลื่อนที่ในรูปที่ 4(a) ซ่ึงแสดงการเคลื่อนที่โดยมีความเร็วเพ่ิมขึ้น การเพิ่ม
ความเร็วแสดงใหเห็นวา ทิศทางของความเรงในแนว t ตองมีทิศทางตามทศิทางการเคลื่อนที่ 
สวนความเรงในแนว n จะชี้เขาสูจุดศูนยกลางของเสนโคงการเคลือ่นที่เสมอ  ดังแสดงในรูป เม่ือ
วัตถุเคลื่อนทีแ่ละมีความเรว็ลดลง กส็ามารถพิจารณาไดทํานองเดยีวกัน โดยทิศทางของ
ความเรงแสดงดังรูปที่ 4(b)  
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รูปที่ 5 การเคลื่อนที่แบบวงกลม 

 
การเคลื่อนทีแ่บบวงกลม 
การเคลื่อนที่แบบวงกลม สามารถพิจารณาโดยใชพิกัดแบบ n-t ไดดังน้ี 

1. รัศมีความโคงมีคาคงที่ r=ρ  
2. มุมรอบจุดศูนยกลางความโคง θ=β  

จากเงื่อนไขทั้ง 2 ขอ สามารถหาความเรว็ ความเรงไดดังสมการ 
θ= rv       (5) 

θ=θ== vr
r

van
2

2

    (6) 

θ== rvat      (7) 
 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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2/113 Magnetic tape is being transferred from reel A to reel B and passes 
around idler pulleys C and D. At a certain instant, point P1 on the tape is in 
contact with pulley C and point P2 is in contact with pulley D. If the normal 
component of acceleration of P1 is 40 m/s2 and the tangential component of 
acceleration of P2 is 30 m/s2 at this instant, compute the corresponding speed 
v of the tape, the magnitude of the total acceleration of P1, and the magnitude 
of the total acceleration of P2.

วิธีทํา จากโจทยจะทราบคาตางๆ ดังนี้

2m/s 30=ta

จุด P1
2m/s 40=na

จุด P2

ตองการหา v, a1, a2

พิจารณาที่จุด P1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ρ

=
2van

1.0
40

2v
= m/s 2=v Ans

เทปทั้งเสนจะตองมี v และ at เทากัน ถาไมเทากันจะทําใหเทปขาด หรือเทปยน 
ทํางานไมได ดวยเหตุผลนี้จะได 

m/s 2=v

จุด P1
2m/s 30=ta

จุด P2

เพราะฉะนั้น 22222
1 m/s 503040 =+=+= tn aaa Ans

พิจารณาที่จุด P2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ρ

=
2van

2
2

m/s 80
05.0

2
==na

22222
2 m/s 44.853080 =+=+= tn aaa Ans
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วิธีทํา จากโจทยตองการหาคา ρ ที่เวลา t = 2 s

Ans

2/119 A particle moving in the x-y plane has a position vector given by 

, where       is in meters and t is in seconds. Calculate the 

radius of curvature ρ of the part for the position of the particle when t = 2 s. 
Sketch the velocity v and the curvature of the path for this particular instant.     

jtitr ˆ
3
2ˆ

2
3 32 += r

2/119 A particle moving in the x-y plane has a position vector given by 

, where       is in meters and t is in seconds. Calculate the 

radius of curvature ρ of the part for the position of the particle when t = 2 s. 
Sketch the velocity v and the curvature of the path for this particular instant.     

jtitr ˆ
3
2ˆ

2
3 32 += r

เนื่องจากตองการหาคา ρ แต ρ เก่ียวของกับ an จึงตองหาคา an ใหไดกอน 

jtitrv ˆ2ˆ3 2+==

jtiva ˆ4ˆ3 +==

ที่เวลา t = 2 s jiv ˆ8ˆ6 +=

jia ˆ8ˆ3 +=

m/s 1086 22 =+=v
222 m/s 7383 =+=a

ความเรงที่ไดนี้เปนความเรงรวม เม่ือตองการจะหาสวนประกอบในแนว n หรือ ใน
แนว t จะตองแตกความเรงเขาแกน n-t กอน อยางไรก็ตามในขอน้ีจะไมทราบทิศทาง
ของแกน n-t โดยตรง แตจะสามารถหาไดโดยใชหลักที่วา ความเร็วมีทิศทางเดียวกับ
ทิศทางการเคลื่อนที่ 

เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางการเคลื่อนที่ (ทิศทางความเร็ว) หาไดจาก v
vet =ˆ

( ) ( ) 2m/s 2.8
10

)8)(8()6)(3(
10

ˆ8ˆ6ˆ8ˆ3ˆ =
+

=
+

⋅+=⋅=⋅=
jiji

v
vaeaa tt

ขนาดความเรงในแนว t หาไดจาก

ขนาดความเรงในแนว n หาไดจาก 2222 m/s 4.22.873 =−=+= tn aaa

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ρ

=
2van  104.2

2

ρ
=  m 41.67=ρ

jtitr ˆ
3
2ˆ

2
3 32 +=

x

y

x x

y

y t

n
v

x

y

x x

y

y t

n
v

 


