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พลศาสตร (Dynamics) 
 

บทที่ 5 การเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็ง (สวนที่ 2) 
 

5/4 ความเร็วสัมพัทธ  
ตามที่ไดกลาวมาในหัวขอที่ 5/1 แลววาการเคลื่อนที่แบบทั่วไปบนระนาบ (General 

plane motion) เปนการเคลือ่นที่ที่ผสมกันระหวางการเลื่อนที่และการหมุน ในหัวขอน้ีจะกลาวถึง
การใชวธิีการการเคลื่อนที่สมัพัทธเพ่ือหาความเร็วของตําแหนงใดๆ ในวัตถุแข็งเกร็งที่เคลื่อนที่
แบบทัว่ไปบนระนาบ พ้ืนฐานของการพิจารณาโดยใชการเคลื่อนที่สมัพัทธ จะเปนการแยกการ
เคลื่อนที่ออกเปนสองสวน คือการเคลื่อนที่สวนของผูสังเกตซึ่งเปนการเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่ และ
การเคลื่อนที่ของจุดที่ถูกสงัเกตซึ่งจะเปนการเคลื่อนที่แบบหมุนรอบผูสังเกต เน้ือหาในหัวขอน้ี
เปนพ้ืนฐานสาํคัญในการพจิารณาหาความเรงที่ตําแหนงตางๆ ในวัตถุแข็งเกร็งซ่ึงจะกลาวถึงใน
หัวขอตอๆ ไป 

พิจารณาการเคลื่อนที่ของวตัถุในรูปที่ 1(a) ผูสังเกตซึ่งอยูบนแกนหยุดนิ่ง (X-Y) จะ
มองเห็นวัตถุเคลื่อนที่แบบทั่วไปบนระนาบ หากพิจารณาการเคลือ่นที่ของเสน BA  ซ่ึงเปน
เสนตรงเสนหนึ่งบนวัตถุแขง็เกร็ง จะพบวาการเคลื่อนที่แบงไดเปนสองขั้นตอน ขั้นตอนแรกจะ
เปนการเคลื่อนที่จากจุด BA  ไปยังจุด AB ′′′  โดยการเคลื่อนที่ในสวนนี้จะเปนการเลื่อนที่ 
ขั้นตอนที่ 2 จะเปนการเคลือ่นที่จากจุด AB ′′′  ไปยังจุด AB ′′  ซ่ึงเปนการหมุนรอบจุด B′  

หากผูสังเกตอยูที่จุด B ในชวงการเคลื่อนที่จากจุด BA  ไปยังจุด AB ′′′  ผูสังเกตที่ B 
จะไมพบวาจุด A เคลื่อนทีส่ัมพัทธเทียบกับจุด B หรือกลาวอีกอยางหนึ่งวา ผูสังเกตที่ B จะเห็น
จุด A หยุดนิ่งน่ันเอง แตในชวงการเคลือ่นที่จากจุด AB ′′′  ไปยังจุด AB ′′  ผูสังเกตที่จุด B จะ
เห็นจุด A หมุนรอบจุด B 
 

r
θ

r
θ

 
 

รูปที่ 1 การเคลื่อนที่แบบทั่วไปบนระนาบ 
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 การพิจารณาการเคลื่อนที่ของจุด A โดยผูสังเกตที่จุด B อาจจะพิจารณาไดโดยใชระบบ
พิกัดแบบ r-θ โดยตั้งแกนพิกัดดังแสดงในรูปที่ 1(a) เน่ืองจากเสน AB เปนเสนตรงบนวตัถุแข็ง
เกร็ง ดังน้ันความยาว r ระหวางจุด A ไปยังจุด B จะมีคาคงที่เสมอ ความเรว็ในทิศทาง r หรือ 
r&  จึงมีคาเปนศูนย ดังน้ันความเร็วของจุด A ที่ปรากฏกับผูสังเกตที่จุด B จะมีความเร็วใน
ทิศทาง θ เพียงอยางเดียว หรืออาจไมมีความเร็วเลย น่ันคือผูสังเกตที่ B จะเห็นจุด A ไม
เคลื่อนที่ ( 0;0 == θvvr ) หรือเคลื่อนที่เปนวงกลมรอบจุด B ( 0;0 ≠= θvvr ) เพียงสองกรณี
เทานั้น การเคลื่อนที่ในรูป 1(a) หากผูสังเกตอยูที่จุด B จะเห็นจุด A เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบตัว
มันดังแสดงในรูปที่ 1(b)  
 ในทางกลับกนัถาใหผูสังเกตอยูที่จุด A และสังเกตการณเคลื่อนที่ของจุด B ดังแสดงใน
รูปที่ 1(c) ผูสังเกตจะพบวาจุด B จะเคลื่อนทีเ่ปนวงกลมรอบจดุ A เชนกนั แตจะเห็น B 
หมุนรอบ A ในทิศทางตรงขามกับที่ผูสังเกตที่ B มองเห็นจุด A หมุนรอบจุด B 
 
เม่ือพิจารณาถึงเวคเตอรแสดงการเคลื่อนที่ จากรูปที่ 1(a) จะไดความสัมพันธดังน้ี 

BABA rrr /
vvv Δ+Δ=Δ      (1) 

โดย  BAr /
vΔ  หมายถึงการเคลื่อนที่ของจุด A เม่ือเทียบกับผูสังเกตที่จุด B 

จากรูปจะพบอีกวา   θΔ=Δ rr BA /
v       (2) 

หาอนุพันธของสมการ (1) เทียบกับเวลาจะไดความสัมพันธของความเร็วดังน้ี 
    BABA vvv /

vvv +=      (3) 
โดย BAv /

v  คือความเร็วสมัพัทธของจุด A เม่ือเทียบกับผูสังเกตทีจุ่ด B 
จากสมการ (2) จะไดวา   ω= rv BA /

v      (4) 
หรือเขียนในรปูเวคเตอรไดดังน้ี  rv BA

vvv ×ω=/      (5) 
 

 
รูปที่ 2 การแยกการเคลื่อนที่แบบทั่วไปในระนาบเปนการเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่และการหมุน 
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 รูปที่ 2 แสดงการแบงการเคลื่อนที่แบบทั่วไปในระนาบออกเปนการเคลื่อนที่แบบเลื่อนที ่
และการเคลื่อนที่แบบหมุน เน่ืองจากผูสังเกตที่ B จะมองเห็นจุด A เคลื่อนทีเ่ปนวงกลมรอบจดุ 
B ดังน้ันทิศทางของความเร็วสัมพัทธ BAv /

v  จะตั้งฉากกับเสนตรง BA  ซ่ึงลากจากจุด B ไปจุด 
A เสมอ  
 
แนวทางการแกปญหาโจทย 
แนวทางการแกปญหาโจทยสามารถสรุปเปนหลักการและขั้นตอนการแกปญหาไดดังน้ี 
หลักการ 
1. จุดที่ผูสังเกตอยู และจุดที่ตองการสังเกตอยูบนวัตถุแขง็เกร็งชิ้นเดียวกัน 
2. ผูสังเกตที่ B จะเห็นจุด A เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบผูสังเกต 
3. ω= rv BA /

v  และมีทิศทางตั้งฉากกับเสนตรง BA  เสมอ 
ขั้นตอนการแกปญหา 
1. เขียนสมการ BABA vvv /

vvv +=  เพ่ือหาความเร็วที่จุดที่ตองการ  เน่ืองจากสมการนี้เปน
สมการเวคเตอร ในปญหาการเคลื่อนที่ในระนาบ (2 มิติ) สมการนี้ประกอบดวยสมการยอย 
2 สมการ ซ่ึงแสดงการเคลือ่นที่ในแนว x และ y ดังน้ันจะแกสมการนี้ไดจะตองมีตัวแปรไม
ทราบคาไมเกนิ 2 ตัว  

2. ตรวจสอบวาตัวแปรอะไรบางที่ทราบคาและตวัแปรอะไรบางที่ไมทราบคา โดยเขยีนตาราง
แยกเปนขนาด (Magnitude) และทิศทาง (Direction) ของตัวแปรแตละตวั ดังแสดงดานลาง 
ปญหาโดยสวนใหญจะแบงออกไดเปน 2 กรณี ดังน้ี 

       กรณีที่ 1           กรณีที่ 2 

BABA vvv /
vvv +=

Mag.

Dir.

×
×

ωr

AB⊥
   

Mag.

Dir.

× ×
AB⊥

BABA vvv /
vvv +=

 
 
กรณีที่ 1 ทราบขอมูล Bv

v  และ BAv /
v  ทั้งหมด แตไมทราบขนาดและทิศทางของ Av

v  
กรณีที่ 2 ไมทราบขนาดของ BAv /

v  เน่ืองจากไมทราบคา ω  แตทราบทิศทางของ Av
v  

3. คํานวณคาของความเร็วที่ทราบคา และหาคามุม และทศิทางตางๆ 
4. เขียนแผนภาพเวคเตอรตามสมการ BABA vvv /

vvv +=  ดังรูปตัวอยางดานลาง โดยเริ่มเขียน
จากเวคเตอรที่รูขนาดและทิศทางเสยีกอน เวคเตอรของความเร็วที่ไมทราบคาจะเขียนได
ภายหลังเพ่ือใหแผนภาพเวคเตอรปดได 

Bv
v

Av
v

BAv /
v ( )AB⊥Bv

v

Av
v

BAv /
v ( )AB⊥BAv /
v ( )AB⊥
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5. คํานวณหาคาตัวแปรไมทราบคา โดยพิจารณาแผนภาพเวคเตอรที่สรางขึ้น โดยใชกฎของ 
sine และ cosine ประกอบ หรืออาจทําโดยรวมสวนประกอบของเวคเตอรในแนวด่ิงและใน
แนวระดับใหเทากับเวคเตอรลัพธ Av

v  ก็ได 
 
 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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วิธีทํา ในขอนี้รูขอมูลความเร็วจุด B ทั้งขนาดและทิศทาง (ชี้ลง) และรูทิศทางความเร็ว
จุด A วาตองอยูในแนวระดับ (ไปทางขวา) สวนจุด C ที่โจทยถามนั้นไมรูทั้ง
ขนาดและทิศทาง ดังนั้นจะพิจารณาสวน AB กอน

5/78 The elements of a switching device are 

shown. If the vertical control rod has a 

downward velocity v of 0.9 m/s when θ = 

60º and if roller A is in continuous contact 

with the horizontal surface, determine the 

magnitude of the velocity of C for this 

instant.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, 

Meriam & Kraige, prob.5/78]

BABA vvv /
vvv +=

Av

Bv
Av

Bv

เขียนสมการความเร็วสัมพัทธระหวางจุด A และ B 

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AB⊥

9.0

o60=θ o60=θ

จากสมการจะพบวามีตัวแปรไมทราบคา 2 ตัวเทานั้น ดังนั้นจึงหาคําตอบได
นําเวคเตอรในตารางมาเขียนตอเปนรูปปดไดดังนี้

BAv /
v

Av
v

Bv
v

o60

จะเห็นวาทิศทางของ         จะตองเฉียงขึ้น 60 เทานั้นจึง
จะทําใหสมการ                        เปนจริงได     BABA vvv /

vvv +=
BAv /

vจะเห็นวาทิศทางของ         จะตองเฉียงขึ้น 60 เทานั้นจึง
จะทําใหสมการ                        เปนจริงได     BABA vvv /

vvv +=
BAv /

v

จากรูป 

9.060sin/ == BBA vv o

m/s 0392.1/ =BAv

[ ]ABv ABBA ω=/ 075.00392.1 ⋅ω= AB

rad/s 856.13=ωAB CCW
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เนื่องจากชิ้นสวน ABC เปนวัตถุแข็งเกร็ง ดังนั้น         จึงมีคาเทากันตลอดทั้ง
ชิ้นสวน        

BCv /
v

ABω

พิจารณาสวน BC เพื่อหาความเร็วที่จุด C ในขณะนั้น

BCBC vvv /
vvv +=

ขนาด 

ทิศทาง 

X

X AB⊥

9.0

o60=θ o60=θ

CBABω

จากสมการจะพบวามีตัวแปรไมทราบคา 2 ตัวเทานั้น ดังนั้นจึงหาคําตอบได
นําเวคเตอรในตารางมาเขียนตอเปนรูปปดไดดังนี้

จากตาราง พบวาในตอนน้ีจะรูขนาดและทิศทาง
ของ แนนอนแลว เนื่องจากรูทิศทาง
ของ  

BCv /
v

ABω

จากตาราง พบวาในตอนน้ีจะรูขนาดและทิศทาง
ของ แนนอนแลว เนื่องจากรูทิศทาง
ของ  

BCv /
v

ABω

m/s 0392.1075.0856.13/ =⋅=ω= CBv ABBC

Bv
v

Cv
v

o150

β
กฎของ cosine

o150cos2 /
2

/
22

BCBBCBC vvvvv −+=

o150cos)0392.1)(9.0(20392.19.0 222 −+=Cv

m/s 8735.1=Cv Ans

หมายเหตุ ทิศทางของ      หาไดดังนี้Cv
v

กฎของ sine
o150sinsin

/ CBC vv
=

β

o150sin
8735.1

sin
0392.1

=
β

o1016.16=β
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วิธีทํา โจทยกําหนด ωOB ทําใหรูอัตราเร็วจุด B และทิศทางซึ่งต้ังฉากกับเสนตรง BO 
โดยชี้ไปทางดานขวา และรูทิศทางความเร็วจุด A เนื่องจากจุด A ตองหมุนเปน
วงกลมรอบจุด C ทิศทางความเร็วของแตละจุดแสดงในรูปดานลาง

5/81 The elements of the mechanism 

for deployment of a spacecraft 

magnetometer boom are shown. 

Determine the angular velocity of the 

boom when the driving link OB

crosses the y-axis with an angular 

velocity ωOB = 0.5 rad/s if tanθ = 4/3 at 

this instant.  [Engineering Mechanics Dynamics 

5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/81]

BABA vvv /
vvv +=

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AB⊥

3/4tan =θ

[ ]OBv OBB ω=

Av
v

Bv
vφ

Av
v

Bv
vφ

เขียนสมการความเร็วสัมพัทธ
ระหวางจุด A และ B 

AC⊥

θ
φ

จากสมการจะพบวามีตัวแปรไมทราบคา 2 ตัวเทานั้น ดังนั้นจึงหาคําตอบได

หาอัตราเร็ว และมุมตางๆ 

m/s 06.0)12.0(5.0 ==Bv

o1301.53=θ

12.01301.53cos2.0
12.01301.53sin2.0

12.0cos2.0
12.0sin2.0tan

+
−

=
+θ
−θ

=φ
o

o

o4623.9=φ
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นําเวคเตอรในตารางมาเขียนแผนภาพไดดังน้ี        

Ans

m/s 06.0=Bv

θ
φ

Av BAv /

θ−90
φ+90

φ−θ กฎของ sine

)sin()90sin( φ−θ
=

φ+
BA vv

)4623.913.53sin(
06.0

)4623.990sin( oooo −
=

+
Av

m/s 0857.0=Av

พิจารณาชิ้นสวน CA

[ ]CAvACA /=ω rad/s 429.02.0/0857.0 ==ωCA CW
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วิธีทํา การหาคา ωAB จําเปนตองทราบความเร็ว 2 จุดบนช้ินสวน AB จุด A เปนจุดที่รู
ความเร็ว เนื่องจากรูความเร็วรอบหมุนของ flywheel และรูทิศทางของความเร็ว
ซ่ึงตั้งฉากกับเสน OA อยางไรก็ตามยังไมมีจุดอ่ืนบนชิ้นสวน AB ที่รูความเร็ว

5/77 The flywheel turns clockwise with a constant speed of 600 rev/min, and 

the connecting rod AB slides through the pivoted collar at C. For the position 

θ = 45º, determine the angular velocity ωAB of AB by using the relative-

velocity relation.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/77]

ADAD vvv /
vvv +=

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AD⊥

φ

สมมุติใหจุด D เปนจุดบนชิ้นสวน AB ซึ่งในขณะนั้นอยูตําแหนงเดียวกับจุด C
พิจารณาสมการความเร็วสัมพัทธ

X OA⊥
o45=θ φ

β
o135

γ
Av

ADv /

o45

จะพบวามีตัวไมทราบคา 3 ตัว ดังนั้นยังไมสามารถจะหาคาอะไรได

พิจารณาจุด C และ D 
CDCD vvv /

vvv +=

A

O D

เน่ืองจากจุด C เปนจุดยึดแนนไมเคลื่อนที่ 0=Cv
v

CDD vv /
vv =

ในขอนี้จุด C และจุด D เปนจุดซึ่งอยูคนละช้ินสวน จึงไมสามารถคิดเหมือนกรณีที่จุด 
C และจุด D อยูบนวัตถุแข็งเกร็งช้ินเดียวกันได (ไมสามารถคิดวา C มองเห็น D 
เคลื่อนท่ีเปนวงกลมรอบตัวมันได)
เน่ืองจากจุด C เปนจุดบน Slot และจุด D เปนจุดบนช้ินสวน AB ซึ่งเคลื่อนที่ผาน Slot 
ดังนั้นจุด C จะเห็นจุด D เคลื่อนท่ีไปมาตามแนว Slot เขาหาตัวมัน หรือออกจากตัว
มันเทาน้ัน
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ADAD vvv /
vvv +=

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AD⊥

φ

OA⊥
o45=θ φ

β
o135

γ

Av

ADv /

o45

A

O D
Dv

AD//

φ

มีตัวไมทราบคาในสมการ 2 ตัว จึงหาคาได
นําเวคเตอรในตารางมาเขียนแผนภาพไดดังน้ี        

Av

ADv /

Dv

γ

หาคามุม และอัตราเร็วที่รูคา
o135cos)400)(200(2400200 222 −+=AD

mm 5865.559=AD

หามุม β จากกฎของ sine ไดดังนี้

β
=

sin135sin
ODAD

o β
=

sin
400

135sin
5865.559

o

o3612.30=β
oooo 6388.593612.309090 =−=β−=γ

หาอัตราเร็ว vA

m/s 42.0
60
2600 π=⋅

π
⋅=⋅ω= OAvA

จากแผนภาพเวคเตอร
o6388.59sin4sin/ π=γ= AAD vv m/s 843.10/ =ADv

ADv ADABAD /// =ω=ω

rad/s 38.19
5865.559

1000843.10
=

×
=ωAB AnsCW

CDD vv /
vv = จึงมีทิศทางไปตามแนว Slot

นําขอมูลนี้ไปเพิ่มในตารางไดดังนี ้
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5/5 Instantaneous Center of Zero Velocity  
 ในหัวขอ 5/4 ไดกลาวถึงการหาความเร็วของจุดใดๆ บนวัตถุแข็งเกรง็โดยใชวิธีการของ
ความเร็วสัมพัทธ จากสมการที่ (3) และ (5) จะได 

rvv BA
vvvv ×ω+=      (6) 

จากสมการที่ (6) พบวาหากสามารถเลือกตําแหนงที่มีความเรว็เปนศูนย ใหเปนตําแหนงทีผู่
สังเกตทําการสังเกตไดแลว สมการที่ (6) จะสามารถลดรูปลงไดเปนสมการที่ (7)  

rvA
vvv ×ω=       (7) 

เขียนในรูปสเกลารไดดังน้ี 

AA rv ⋅ω=       (8) 
 สมการนี้แสดงใหเห็นวาความเร็วที่จุดใดๆ ในวัตถุแข็งเกร็ง สามารถหาไดโดยคิดเสมือน
วาจุดเหลานั้นกําลังหมุนรอบจุดศูนยกลางการหมุน (จุดที่ผูสังเกตอยู) ซ่ึงมีความเร็วเปนศูนยอยู 
จุดศูนยกลางการหมุนซ่ึงมีความเร็วเปนศูนยในขณะนัน้เรียกวา “จุดหมุนเฉพาะกาล หรือ 
Instantaneous Center of Zero Velocity: I.C.Z.V.”  หากทราบตําแหนงจุด I.C.Z.V แลวจะ
สามารถหาความเร็วจุดอ่ืนไดโดยงายโดยสมการ (8) 
 
การหาตําแหนงจุด I.C.Z.V 
 รูปที่ 3 แสดงการหาตําแหนงของจุด I.C.Z.V. ในกรณตีางๆ จากสมการที่ (7) จะพบวา
ทิศทางของความเร็ว vv  จะตองตั้งฉากกับเวคเตอร rv  ที่ลากจากจุด I.C.Z.V. ไปยังจุดที่ตองการ
หาความเร็วเสมอ ในกรณีที่ทิศทางความเร็วของจุด A และจุด B ไมเหมือนกัน ดังรูปที่ 3(a) 
ตําแหนงจุด I.C.Z.V. สามารถหาไดโดยลากเสนตั้งฉากกับทิศทางความเร็วทั้ง 2 จุด จุดตัดกัน
ของเสนตั้งฉากจะเปนตําแหนงจุด I.C.Z.V.  
 

 
รูปที่ 3 ตําแหนงจุด I.C.Z.V ในกรณีตางๆ  
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 ในกรณีที่ความเร็วของจุด A และจุด B มีทิศทางขนานกัน ดังรูปที่ 3(b) และ 3(c) 
ตําแหนงจุด I.C.Z.V. สามารถหาไดโดยใชความสัมพันธที่วาอัตราเร็วของจุด A และจุด B 
จะตองเปนสัดสวนกันตามสมการ (8) จากรูปที่ 3(b) และ 3(c) จะพบวาจุด I.C.Z.V. สามารถหา
ไดโดยใชความสัมพันธทางเรขาคณิต จากรูปเม่ือทิศทางความเรว็ไปทิศทางเดียวกัน ตําแหนง
จุด C จะอยูดานนอกของเสนตรง AB แตถาทศิทางความเร็วตรงกนัขามกัน ตําแหนงจุด C จะ
อยูบนเสนตรงระหวางจุด A และ B  
 
ตัวอยางการใชวิธีการหาจุด I.C.Z.V เพ่ือหาความเร็วตาํแหนงอ่ืนๆ ในวัตถุแข็งเกรง็ 
พิจารณาชิ้นสวน AB ในรูปที่ 4(a) เม่ือกําหนดใหชิ้นสวน OB หมุนรอบจุด O ดวยทิศทางตาม
เข็มนาฬิกาดังแสดงในรูป จะหาความเรว็ที่จุด D ไดดังน้ี 

1. การจะหาตําแหนงจุด I.C.Z.V. ไดจําเปนจะตองทราบทศิทางความเรว็ของจุด 2 จุด บน
วัตถุแข็งเกร็งน้ันเสียกอน 

2. จากรูปพบวาจุด B และจุด A เปนจุดที่รูทิศทางของความเร็ว เน่ืองจากจุดทั้งสองหมุน
เปนวงกลมรอบจุด O และจุด O’ ตามลําดับ ดังน้ีนทิศทางความเรว็จึงตั้งฉากกับเสน 
OB และ O’A ตามลําดับ 

3. หาตําแหนงจุด I.C.Z.V. โดยลากเสนตั้งฉากกับทิศทางความเร็วของจุด B และ A ดัง
แสดงในรูปที่ 4(b) เสนทั้งสองจะไปตัดกันที่จุด C จุด C เปนจุด I.C.Z.V ของชิ้นสวน 
AB ในขณะนัน้  

4. จากรูปจะพบวาจุด I.C.Z.V. อาจอยูนอกช้ินสวนที่พิจารณาได 

5. หาความเร็วเชิงมุมของชิ้นสวน AB จาก 
CB
vB

AB =ω  หรือ 
CA
vA

AB =ω  (ถารู Av ) 

6. ใชความเร็วเชงิมุม ABω  ที่หาได หาอัตราเร็วของจุด D จาก )(CDv ABD ⋅ω=  ทิศทาง
ของความเร็วที่จุด D จะตั้งฉากกับเสนตรง CD ดังแสดงในรูปที่ 4(b)  

 
 

  
(a) (b) 
รูปที่ 4 ตัวอยางการใชจุด I.C.Z.V. เพ่ือหาความเร็วในวัตถุแข็งเกร็ง 
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การเคลื่อนของตําแหนงจดุ I.C.Z.V เมื่อวัตถุเคลื่อนที่ 

เน่ืองจากความเร็วทีต่ําแหนงตางๆ ของวัตถุมีการเปลีย่นแปลงตลอดเวลาทีว่ตัถุเคลื่อน-
ที่ ดังน้ันตําแหนงของจุด I.C.Z.V. ก็จะเปลี่ยนไปดวย  

พิจารณารูปที่ 5 ซ่ึงแสดงการกลิ้งของวตัถุทรงกระบอก จากตัวอยางที่แสดงในหัวขอที่
แลวจะพบวาความเร็วที่จุดสัมผัสพื้นของทรงกระบอกมีคาเปนศูนย ดังน้ันจุดสัมผัสพื้นจึงเปนจุด 
I.C.Z.V. เม่ือทรงกระบอกนี้กลิ้งไป จุดที่สัมผัสพื้น (จุด I.C.Z.V.) ก็จะเปลี่ยนไปจากจุดสีแดงไป
เปนจุดสีเขียว เม่ือพิจารณาแนวการเคลื่อนที่ของจุด I.C.Z.V. ในวตัถ ุ(เปรียบเสมอืนผูสังเกตอยู
บนทรงกระบอก) จะพบวาแนวการเคลือ่นที่เปนไปตามแนวความโคงของทรงกระบอก (แสดง
ดวยจุดสามเหลี่ยมประ) เรียกแนวการเคลือ่นที่ของจุด I.C.Z.V. ในวัตถุวา Body centrode 

ในทางตรงขามหากพิจารณาการเคลื่อนทีข่องจุด I.C.Z.V. เทียบกับแกนเฉื่อย (ผูสงัเกต
อยูน่ิง) แลว จะพบวาแนวการเคลื่อนที่ของจุด i.C.Z.V. จะเปนไปตามแนวจุดสมัผัสพื้น (แสดง
ดวยจุดวงกลมประ) เรียกแนวการเคลื่อนที่ของจุด I.C.Z.V. เม่ือเทียบกับแกนเฉื่อยวา Space 
centrode 
 

t1 t2

I.C.Z.VI.C.Z.VI.C.Z.VI.C.Z.V

 
รูปที่ 5 การเคลื่อนของตําแหนงจุด I.C.Z.V. 

 
ขอสังเกต ถึงแมวาจุด I.C.Z.V. มีความเร็วเปนศูนยในขณะนั้น แตจุดนี้ไมไดมีความเรงเปนศูนย 
ดังน้ันจึงไมสามารถใชแนวคดิทํานองเดียวกับจุด I.C.Z.V. กับปญหาความเรงได 
 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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วิธีทํา การที่จะหาจุด I.C.Z.V. ได จะตองรูทิศทางความเร็ว 2 จุดบนวัตถุแข็งเกร็ง 
(ชิ้นสวน AB) เสียกอน จุดที่รูทิศทางความเร็วคือ

1. จุด A ซึ่งมีทิศทางของความเร็วตั้งฉากกับเสนตรง OA 
2. จุด D ซึ่งเปนจุดบนชิ้นสวน AB และอยูตําแหนงเดียวกับจุด C ที่จุดนี้

เนื่องจากถูกยึดดวยปลอก ทําใหไมสามารถเคลื่อนที่ในทิศทางตั้งฉากกับ
เสนตรง AB ได ที่จุดนี้จึงมีความเร็วในทิศทางขนานกับเสนตรง AB

5/109 The flywheel turns clockwise with a constant speed of 600 rev/min, and 

the connecting rod AB slides through the pivoted collar at C. For the position 

θ = 45º, determine the angular velocity ωAB of AB by using I.C.Z.V..  
[Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/109]

o45=θ φ

β
o135

γ

Av

Dv

CW  rad/s 377.19
105281.648

4
3 =

×
π

==ω −AC
vA

AB

A

O D

C

mm 5865.559=AD
o3612.30=β

จากตัวอยางกอนหนา (5/77) จะได

m/s 4π=Av

mm648.5281      
3612.30cos

5865.559
cos

=

=
β

=
o

ADAC

พิจารณาสามเหลี่ยม ACD

Ans
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วิธีทํา ระบบเฟองในขอนี้ประกอบดวยชิ้นสวนหลายๆ ชิ้นสวน ตองพิจารณาแตละ
ชิ้นสวนใหด ีเพราะวิธีการหาความเร็วที่กลาวมาในหัวขอน้ีจะใชไดเฉพาะในวัตถุ
แข็งเกร็งชิ้นเดียวกันเทานั้น

5/117 The shaft at O drives the arm OA at a 

clockwise speed of 90 rev/min about the fixed 

bearing at O. Use the method of the 

instantaneous center of zero velocity to 

determine the rotational speed of gear B (gear 

teeth not shown) if (a) ring gear D is fixed and 

(b) ring gear D rotates counterclockwise about 

O with a speed of 80 rev/min. [Engineering 

Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/117]

m/s 3))(
60
2(90)(A aaav OA π=

π
×=ω=

ระบบเฟองนี้ประกอบดวยชิ้นสวนยอยๆ 5 ชิ้นสวนดังนี้

B

D

A

O A

(a) ring gear D is fixed

O
O

พิจารณาชิ้นสวน OA : จุด O เปนจุดยึดแนนมีความเร็วเปนศูนย จึงเปนจุด I.C.Z.V.

O A

Av

พิจารณาเฟอง A

A
จุด A ของเฟอง ยึดกับจุด A ของชิ้นสวน OA จึงมีความเร็ว
เทากัน
จุดที่เฟอง A สัมผัสกับ เฟองวงแหวน D มีความเร็วเปนศูนย 
เนื่องจากเฟองแหวน D ถูกยึดแนน จุดนี้เปนจุด I.C.Z.V.Av

ABv
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(b) ωD = 80 rev/min CCW

rad/s 6
2

3
2

π===ω
a/
πa

a/
vA

A

m/s 6)( aav AAB π=ω=

พิจารณาเฟอง B จุดที่เฟอง B สัมผัสกับเฟอง A ตองมีความเร็วเทากัน และ
เทากับ vAB

จุด O เปนจุดยึดแนน มีความเร็วเปนศูนย จุดนี้เปนจุด 
I.C.Z.V.

B

O

ABv
rad/s 21

2/
6

2/
π=

π
==ω
a
a

a
vAB

B

Ansrev/min 360
2
6021 =
π

×π=ωB

m/s 3))(
60
2(90)(A aaav OA π=

π
×=ω=

พิจารณาชิ้นสวน OA : จุด O เปนจุดยึดแนนมีความเร็วเปนศูนย จึงเปนจุด I.C.Z.V.

O A

Av

พิจารณาเฟองแหวน D เฟองแหวนหมุนรอบจุดยึดแนน O จุด O จึงมีความเร็วเปน
ศูนย จุดนี้เปนจุด I.C.Z.V.

D

O
ADv

m/s 4)
2
3)(

60
2(80)

2
3( aaav DAD π=

π
×=ω=

พิจารณาเฟอง A

A

จุด A ของเฟอง ยึดกับจุด A ของชิ้นสวน OA จึงมีความเร็ว
เทากัน
จุดที่เฟอง A สัมผัสกับ เฟองวงแหวน D มีความเร็วเทากับ 
vAD

Av
ABv

ADv

C

rad/s 14
2/
43

2/
π=

π+π
=

+
=ω

a
aa

a
vv AAD

A
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พิจารณาเฟอง B จุดที่เฟอง B สัมผัสกับเฟอง A ตองมีความเร็วเทากัน และ
เทากับ vAB

จุด O เปนจุดยึดแนน มีความเร็วเปนศูนย จุดนี้เปนจุด 
I.C.Z.V.

B

O

ABv
rad/s 20

2/
01

2/
π=

π
==ω
a
a

a
vAB

B

Ansrev/min 006
2
6020 =
π

×π=ωB

A

หาตําแหนงจุด C จากสามเหลี่ยมคลาย

Av
ABv

ADv

C ACa
AC

a
a

v
v

AD

A

−
=

π
π

=
2/4

3

14
3aAC =

m/s 10)
14

10(14)
214

3( π=π=+ω= aaaav AAB

 


