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พลศาสตร (Dynamics) 
 

บทที่ 5 การเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็ง (สวนที่ 3) 
 

5/6 ความเรงสัมพัทธ  
ในหัวขอ 5/4 กลาวถึงการหาความเร็วทีต่ําแหนงใดๆ ในวตัถุแข็งเกร็งที่เคลื่อนที่แบบ

ทั่วไปบนระนาบ การพิจารณาใชหลักการการเคลื่อนที่สัมพัทธ โดยแยกการเคลื่อนที่ออกเปน
สองสวน คือการเคลื่อนที่สวนของผูสังเกตซึ่งเปนการเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่ และการเคลื่อนที่ของ
จุดที่ถูกสังเกตซึ่งจะเปนการเคลื่อนที่แบบหมุนเปนวงกลมรอบผูสังเกต ดังแสดงในรูปที่ 1 จาก
รูปจะทําใหทราบทิศทางของความเร็วสัมพัทธ BAv /

v  ซ่ึงจะตั้งฉากกับเสนตรง BA  ซ่ึงลากจาก
จุด B ไปจุด A เสมอ  

 
รูปที่ 1 ความเร็วในวัตถุแข็งเกร็งซ่ึงเคลื่อนที่แบบทั่วไปบนระนาบ 

 
 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงการหาความเรงของตําแหนงใดๆ ในวัตถุแข็งเกร็ง การพิจารณาใช
หลักการทํานองเดียวกับความเร็วสัมพัทธที่ไดกลาวมาขางตน รูปที ่ 2 แสดงความเรงบนวัตถุ
แข็งเกร็งที่จุด A และ B ซ่ึงแทนดวย Aav  และ Bav  ตามลําดบั จากรูปจะเห็นวาสามารถแยกการ
เคลื่อนที่เปน 2 สวนคือการเคลื่อนที่ของผูสังเกตที่จุด B และการเคลื่อนที่ของจุดที่ถูกสังเกต A 
ซ่ึงเคลื่อนที่เปนวงกลมรอบจุด B เชนเดียวกับการพิจารณาความเรว็ สมการแสดงความสัมพันธ
ของความเรงที่ตําแหนงตางๆ สามารถเขียนไดดังน้ี 

BABA aaa /
vvv +=      (1) 

เน่ืองจากผูสังเกต B จะเห็นจุด A เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบผูสังเกต ดังน้ันความเรง
สัมพัทธ BAa /

v  จะสามารถหาไดเชนเดียวกบัการพิจารณาการเคลื่อนที่แบบวงกลม หากใชระบบ
พิกัด n-t ในการพิจารณาดังรูป จะสามารถแยกความเรงสัมพัทธ BAa /

v  ออกเปนสวนประกอบ
ยอยๆ nBAa )( /

v  ในแนว n และ tBAa )( /
v  ในแนว t ดังน้ันสมการที่ (1) จะสามารถเขียนไดเปน 

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=      (2) 
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รูปที่ 2 ความเรงในวัตถุแข็งเกร็งซ่ึงเคลื่อนที่แบบทั่วไปบนระนาบ 

 
ขนาดของความเรงในแตละทิศทางหาไดจากความสัมพันธของการเคลื่อนที่แบบวงกลมดังน้ี 

2
/

2
// /)( BABAnBA rrva ω==     (3) 

ABBAtBA rva α== // )( &     (4) 
หรือเขียนในรปูเวคเตอรไดดังน้ี 

)()( / ra nBA
vvvv ×ω×ω=      (5) 

ra tBA
vvv ×α=)( /      (6) 

 
แนวทางการแกปญหาโจทย 
แนวทางการแกปญหาโจทยความเรง สามารถสรุปเปนหลักการและขั้นตอนการแกปญหาทํานอง
เดียวกับปญหาความเร็วไดดังน้ี 
หลักการ 
1. จุดที่ผูสังเกตอยู และจุดที่ตองการสังเกตอยูบนวัตถุแขง็เกร็งชิ้นเดียวกัน 
2. ผูสังเกตที่ B จะเห็นจุด A เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบผูสังเกต 
3. แยกความเรงสัมพัทธเปนทศิทาง n-t และหาคาจากความเรงของการเคลื่อนที่แบบวงกลม 
ขั้นตอนการแกปญหา 
1. หาความเร็วแตละจุด และความเรว็รอบหมุนของชิ้นสวนเสียกอน โดยอาจใชวิธีความเรว็

สัมพัทธ หรือใชการหาจุด I.C.Z.V. ก็ได 
2. เขียนสมการ tBAnBABA aaaa )()( //

vvvv ++=  เพ่ือหาความเรงที่จุดที่ตองการ  เน่ืองจาก
สมการนี้เปนสมการเวคเตอรในปญหาการเคลื่อนที่ในระนาบ (2 มิติ) สมการจึงน้ีประกอบ-
ดวยสมการยอย 2 สมการ ซ่ึงแสดงการเคลื่อนที่ในแนว x และ y ดังน้ันจะแกสมการนี้ได
จะตองมีตัวแปรไมทราบคาไมเกิน 2 ตัว  

3. ตรวจสอบวาตัวแปรอะไรบางที่ทราบคาและตวัแปรอะไรบางที่ไมทราบคา โดยเขยีนตาราง
แยกเปนขนาด (Magnitude) และทิศทาง (Direction) ของตัวแปรแตละตวั ดังแสดงดานลาง 
ปญหาโดยสวนใหญจะแบงออกไดเปน 2 กรณี ดังน้ี 
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      กรณีที่ 1           กรณีที่ 2 

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=

Mag.

Dir.

×
×

r2ω rα

AB AB⊥

×
×

r2ω rα

AB AB⊥
     

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=

Mag.

Dir.

×
×

r2ω rα

AB AB⊥

×
×

r2ω rα

AB AB⊥

××

 
 
กรณีที่ 1 ทราบขอมูล Bav , nBAa )( /

v  และ tBAa )( /
v ทั้งหมด แตไมทราบขนาดและทิศทาง

ของ Aav  
กรณีที่ 2 ไมทราบขนาดของ tBAa )( /

v  เน่ืองจากไมทราบคา α  แตทราบทิศทางของ Aav  
4. คํานวณคาของความเรงที่ทราบคา และหาคามุม และทศิทางตางๆ 
5. เขียนแผนภาพเวคเตอรตามสมการ tBAnBABA aaaa )()( //

vvvv ++=  โดยเริ่มเขียนจาก
เวคเตอรที่รูขนาดและทิศทางเสียกอน เวคเตอรของความเรงที่ไมทราบคาจะเขียนได
ภายหลังเพ่ือใหแผนภาพเวคเตอรปดได ดังตัวอยางดานลาง 

 
6. คํานวณหาคาตัวแปรไมทราบคา โดยพิจารณาแผนภาพเวคเตอรที่สรางขึ้น โดยรวม

สวนประกอบของเวคเตอรในแนวดิ่งและในแนวระดับใหเทากับเวคเตอรลัพธ  Aav  
 
ตัวอยางการแกปญหาความเรง 
พิจารณาขอตอดานลาง กําหนดความยาวขอตอ และความเร็วรอบหมุนของชิ้นสวน CB คงที่ ให
หาความเรงของจุด A และความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน AO ที่ตําแหนงขอตอดังแสดงในรูป 

O

A

B

C ω const.O

A

B

C ω const.

 
 
1. หาความเร็วของชิ้นสวนตางๆ โดยเขยีนสมการความเร็วสัมพัทธไดดังแสดงดานลาง 

    

Mag.

Dir.

× ×
AB⊥

BABA vvv /
vvv +=
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กรณีน่ีจะรูความเร็วจุด B ทั้งขนาดและทิศทาง และรูทิศทางความเร็ว Avv  เน่ืองจากจุด A 
เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบจุด O ดังน้ันความเร็วที่จุด A จึงตองตั้งฉากกับเสนตรง OA  จาก
สมการจะทราบวามีตวัไมรูคาเพียง 2 ตวั จึงหาคาตัวไมทราบคาได เขียนทศิทางความเร็วในขอ
ตอแตละชิ้นไดดังน้ี 

O

A

B

C ω const.O

A

B

C ω const.

ωΑΒ

ωΑ

vΑ vΒ
ωΑΒ

ωΑ

vΑ vΒ

 
 
2. เขียนสมการความเรง tBAnBABA aaaa )()( //

vvvv ++=  
จากสมการนี้จะพบวา  

Bav  จะรูทั้งขนาดและทศิทาง โดยมีทิศทางพุงเขาหาจุด C ตามแนวเสนตรง BC  และมี
ขนาด 22 / CBBB BCBCva ω⋅==  เน่ืองจาก B เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบจุด C ดวยความเรว็คงที่ 
ดังน้ันความเรงจะมีเฉพาะความเรงเขาสูศนูยกลางเทานัน้ โดยความเรงในทิศทางสมัผัสมีคาเปน
ศูนย 

nBAa )( /
v  จะรูขนาดและทิศทาง โดยมีทิศทางพุงเขาหาจุด B ตามแนวเสนตรง AB  (คิด

เสมือนวาจุด A หมุนเปนวงกลมรอบผูสังเกต B)  

tBAa )( /
v  จะรูแตทิศทาง (ตั้งฉากกับเสนตรง AB ) ไมรูขนาดเนื่องจากยังไมทราบคา

ความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน AB ( ABα ) 

Aav  ไมรูทั้งขนาดและทศิทาง 
จะพบวาพิจารณาสมการที่ยกมาขางตนจะมีตัวแปรถงึ 3 ตัว คือ ขนาดของ tBAa )( /

v  และขนาด
และทศิทางของ Aav  ทําใหยังไมสามารถหาคาได 
กรณีน้ีจะตองแยกคิด Aav  เปนทิศทาง n-t เชนกันดังน้ี โดยเขียนสมการไดดังน้ี 
     tBAnBABA aaaa )()( //

vvvv ++=  
    tBAnBABtAnA aaaaa )()()()( //

vvvvv ++=+  
จากสมการนี้เม่ือพิจารณา Aav  จะพบวา  

nAa )( v  จะรูทั้งขนาดและทศิทาง โดยมีทิศทางพุงเขาหาจุด O ตามแนวเสนตรง OA  
และมีขนาด 22 /)( OAAnA OAOAva ω⋅==  

tAa )( v  จะรูแตทิศทาง (ตั้งฉากกับเสนตรง OA ) ไมรูขนาดเนื่องจากยังไมทราบคา
ความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน OA ( OAα ) 
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จะเห็นวาเมื่อแยกคิด Aav  เปนทิศทาง n-t จะทําใหตวัไมทราบคาที่เกี่ยวของกับ Aav  เหลือเพียง
ขนาดของ tAa )( v  เทานั้น และจากสมการความเรงสัมพัทธ จะเหลือตวัไมทราบคาเพียงแค 2 ตัว 
จึงสามารถหาคาได 
คาตางๆ สามารถสรุปไดดังน้ี 

Mag.

Dir.

Mag.

Dir.

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=

tBAnBABtAnA aaaaa )()()()( //
vvvvv ++=+

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=

tBAnBABtAnA aaaaa )()()()( //
vvvvv ++=+

× 2
ABω
AB AB⊥

AB ×AAr2ω × 2
ABω
AB AB⊥

AB ×AAr2ω

 
 
และสามารถเขียนทิศทางความเรงในขอตอแตละชิ้นไดดังน้ี 

O

A

B

C ω const.O

A

B

C ω const.

(aA)n

(aA)t

(aA/B)n

(aA/B)t

aB

(aA)n

(aA)t

(aA/B)n

(aA/B)t

aB

 
 
3. เม่ือทราบคาตางๆ ในตารางแลว นํามาเขียนเวคเตอรความเรง จะหาคาที่ตองการได 
 
 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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วิธีทํา จากตัวอยางในหัวขอความเร็วสัมพัทธ จะไดขอมูลความเร็วดังนี้

5/147 If the velocity v of the control rod is 

0.9 m/s and is decreasing at the rate of 6 

m/s2 when θ = 60º, determine the magnitude 

of the acceleration of C.  [Engineering Mechanics 

Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/147]

tBAnBABA aaaa )()( //
vvvv ++=

เขียนสมการความเรงสัมพัทธระหวางจุด A และ B 

ขนาด 

ทิศทาง 

X X

AB⊥

6

o60=θ o60=θ

CCW    rad/s 856.13=ω=ω BCAB

เนื่องจากไมรูความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน ABC และไมรูขนาด และทิศทางความเรงที่จุด 
C จึงไมสามารถหาความเรงที่จุด C โดยตรงจากขอมูลความเรงที่จุด B ได ในขอนี้จึง
จําเปนตองหาความเรงท่ีจุด A ซึ่งรูทิศทางความเรงแนนอนกอน (ทิศทางขนานกับแนว
ระดับ)

AB//

ABAB ⋅ω2

o60=θ o60=θ
Aa

Ba
tBAa )( /

nBAa )( /

Aa

Ba
tBAa )( /

nBAa )( /

จากตารางพบวามีตัวไมรูคา 2 ตัว ดังนั้นจึงสามารถหาคาตัวแปรที่ไมทราบคาได 
หาคาขนาดความเรงท่ีทราบคากอน

22
/ m/s 3992.14)075.0)(856.13()( ==nBAa

เขียนแผนภาพเวคเตอรไดดังนี้
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oo 60cos)(60sin)( // tBAnBAA aaa +=

จากแผนภาพเวคเตอร สามารถเขียนสมการแสดง
ความสัมพันธของเวคเตอรตางๆ ไดดังนี้

o60=θ

o60=θ

Aav
Bav

nBAa )( /
v

tBAa )( /
v

o60=θ

o60=θ

Aav
Bav

nBAa )( /
v

tBAa )( /
v

พิจารณาในแนวระดับ

oo 60cos)2416.15(60sin)3992.14( +=Aa

060sin)(60cos)( // =−+ oo
tBAnBAB aaa

พิจารณาในแนวดิ่ง

060sin)(60cos)3992.14(6 / =−+ oo
tBAa

จาก

2
/ m/s 2416.15)( =tBAa

2m/s 0909.20=Aa

ABa ABtBA α=)( /

CW    rad/s 2213.203075.0/2416.15 2==α AB

tBCnBCBC aaaa )()( //
vvvv ++=

เขียนสมการความเรงสัมพัทธระหวางจุด B และ C 

ขนาด 

ทิศทาง 

X
BC⊥

6

o60=θ o60=θ

BC//

BCAB ⋅ω2

o60=θ o60=θ

X

BCAB ⋅α

CW    rad/s 2213.203 2=α=α ABBC เนื่องจากเปนวัตถุแข็ง
เกร็งชิ้นเดียวกัน

22
/ m/s 3992.14)075.0)(856.13()( ==nBCa

2
/ m/s 2416.15)075.0)(2213.203()( ==tBCa

เขียนแผนภาพความเร็วไดดังนี้

 



Dynamics/ Chapter 5 Kinematics of Rigid bodies  8/11

จากแผนภาพเวคเตอร สามารถเขียนสมการแสดง
ความสัมพันธของเวคเตอรตางๆ ไดดังนี้

φ=++− sin60sin)(60cos)( // CBtBAnBA aaaa oo

พิจารณาในแนวดิ่ง

φ=+⋅+⋅− sin660sin2416.1560cos3992.14 Caoo

12sin =φCa

o60=θ o60=θ

Cav

Bav

nBCa )( /
v

tBCa )( /
vφ

o60=θ o60=θ

Cav

Bav

nBCa )( /
v

tBCa )( /
vφ

(1)

φ=+ cos60cos)(60sin)( // CtBCnBC aaa oo

พิจารณาในแนวระดับ

φ=⋅+⋅ cos60cos2416.1560sin3992.14 Caoo

 0909.20cos =φCa (2)

22222 m/s 4.230909.2012)cos()sin( =+=φ+φ= CCC aaa

จาก (1) และ (2)

Ans
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C

β

θ

θ
C′

r
O

O′

C
R

C

β

θ

θ
C′

r
O

O′

C
R

วิธีทํา โจทยกําหนดความเร็วและความเรงเชิงมุมของการหมุนมา นําขอมูลนี้มาหา
ความเร็วและความเรงที่จุดศูนยกลางไดดังนี้

5/140 If the wheel in each case rolls on the circular surface without slipping, 

determine the acceleration of point C on the wheel momentarily in contact 

with the circular surface. The wheel has an angular velocity ω and an angular 

acceleration α.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/140]

พิจารณาการเคลื่อนที่ของลอกรณี (a)

เริ่มแรกลอมีจุดศูนยกลางอยูที่จุด O และ
สัมผัสพื้นที่จุด C เม่ือลอหมุนไปเปนมุม β 
กับแนวดิ่ง ลอจะมีจุดศูนยกลางอยูที่ O’ 
และสัมผัสพื้นที่จุด C’ ระยะทางตามโคงที่
ลอกลิ้งไป CC’ หาไดดังนี้

)( θ+β=θ=′ rRCC

β=θ− rrR )(

ω=β==θ− rrvrR O
&&  )(

( ) α=β==θ− rrarR xO
&&&&)(

จากสมการ (1) และ (2) เม่ือทราบความเร็ว และความเรงเชิงมุมของการหมุน จะหา
ขอมูลความเร็วและความเรงในแนว x ที่จุดศูนยกลางได (เนื่องจากจุดศูนยกลางลอ
เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบจุดศูนยกลางวงกลมใหญ ดังนั้นความเรงที่หาไดจากสมการ 
(2) จะไมใชความเรงทั้งหมดของจุด O)
ในทํานองเดียวกัน กรณี (b) ก็สามารถทําไดและไดผลเชนเดียวกัน

(1)

(2)
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กรณี (a) 

C

r
O

R

C

r
O

R R

r
O

C

A

R

r
O

C

A

เพื่อใหงายตอการพิจารณาจะทําการเพิ่มขอตอ OA เขาไปดังรูป การเพิ่ม
ขอตอนี้ไมทําใหการเคลื่อนที่ของลอเปลี่ยนแปลงไปจากเดิม

( ) ( ) tOCnOCyOxOC aaaaa )()( //
vvvvv +++=

เขียนสมการความเรงสัมพัทธระหวางจุด O และ C 

ขนาด 

ทิศทาง 

X r2ω

X

rα

เน่ืองจากจุด O หมุนเปนวงกลมรอบจุด A พิจารณาชิ้นสวน OA จะหาความเรงที่จุด 
O ไดดังนี้

O

A

O

A

( )xOa

( )yOa

ra xO α=)( v

rR
r

rR
va O

yO −
ω

=
−

=
22 )()( v

rα
rR

r
−

ω 2)(

จากตารางสามารถเขียนแผนภาพเวคเตอรไดดังนี้ 

Cav

( )xOav

( )yOav

nOCa )( /
v

tOCa )( /
v

จากแผนภาพเวคเตอรจะได

nOCyOC aaa )()( /+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
ω=ω+

−
ω

=
rR

Rrr
rR

raC
22

2)( Ans
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O

A

O

A

กรณี (b) สามารถทําไดทํานองเดียวกับกรณี (a) ดังนี้

( ) ( ) tOCnOCyOxOC aaaaa )()( //
vvvvv +++=

เขียนสมการความเรงสัมพัทธระหวางจุด O และ C 

ขนาด 

ทิศทาง 

X r2ω

X

rα

เน่ืองจากจุด O หมุนเปนวงกลมรอบจุด A พิจารณาชิ้นสวน OA จะหาความเรงที่จุด 
O ไดดังนี้

( )xOa

( )yOa

ra xO α=)( v

rR
r

rR
va O

yO +
ω

=
+

=
22 )()( v

rα
rR

r
+

ω 2)(

จากตารางสามารถเขียนแผนภาพเวคเตอรไดดังนี้ 

Cav

( )xOav

( )yOav

nOCa )( /
v

tOCa )( /
v จากแผนภาพเวคเตอรจะได

yOnOCC aaa )()( / −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
ω=

+
ω

−ω=
rR

Rr
rR

rraC
2

2
2 )( Ans

O

r

C

R

A

O

r

C

R

A

O

r

C

R

A

O

r

C

R

A

หมายเหตุ ขนาดของ             มากกวา          เสมอ ดังนั้น      จะมีทิศทางชี้ขึ้นเสมอnOCa )( /
v ( )yOav Cav

 


