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พลศาสตร (Dynamics) 
 

บทที่ 5 การเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็ง (สวนที่ 4) 
 

5/7 Motion Relative to Rotating Axes  
การเคลื่อนที่สมัพัทธที่เรียนมาในหัวขอกอนๆ เปนการเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็งซ่ึง

สังเกตโดยผูสงัเกตซึ่งใชระบบพิกัดฉากที่ไมมีการหมุน อยางไรก็ตามหลายๆ ครั้ง กลไกที่
ตองการวิเคราะหการเคลื่อนที่อาจจะไมไดเชื่อมตอกันดวยวตัถุแข็งเกร็ง แตเกิดการเคลื่อนที่
แบบเลื่อนไถลกัน การเคลื่อนที่แบบนี้ไมสามารถใชวิธีการในหัวขอที่แลวในการหาความเรงได 
ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงการวเิคราะหการเคลื่อนที่โดยผูสังเกตซึ่งใชแกนพิกัดหมุน ซ่ึงสามารถใช
แกปญหาเหลานี้ได รวมถึงสามารถประยกุตใชกบัปญหาในหัวขอกอนๆ ไดดวย 

เพ่ือใหเขาใจถึงความแตกตางของปญหาที่สามารถพิจารณาโดยใชแกนพิกัดซึ่งไมหมุน 
ดังที่เรียนในหวัขอกอน และปญหาซึ่งตองพิจารณาดวยแกนพิกัดหมุน พิจารณาตัวอยางตอไปนี้ 
 
ตัวอยางที่ 1  การเคลื่อนทีบ่นจานหมุน 
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รูปที่ 1 การเคลื่อนที่บนจานหมุน 

 
 รูปที่ 1 แสดงการเคลื่อนทีบ่นจานหมุน (วงกลมสีเทา) ซ่ึงมีรูตรงกลาง ดังน้ันในรูป a 
และ B จะยืนอยูน่ิงนอกจานหมุน สวน A, C และ D ยืนอยูบนจานหมุนและหมุนไปพรอมกับ
จานหมุน พิกัด X-Y เปนพิกัดที่อยูน่ิงเทียบกับโลก สวนพิกัด x-y จะเปนพิกัดซึ่งหมุนไปพรอม
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กับจานหมุน สมมุติใหจานมีขนาดใหญ ดังน้ัน a กับ A จะถือวายืนอยูตําแหนงเดียวกันที่จุด
กําเนิดของแกนพิกัด X-Y และ x-y  
กําหนดให a เปนผูสังเกตอยูบนแกนหยดุนิ่งสวน A เปนผูสังเกตซึง่อยูบนแกนหมุน ความเร็วที่
ผูสังเกตสังเกตการเคลื่อนทีข่องวัตถเุรียกวา relvv  (ในกรณีที่ผูสังเกตเคลือ่นที่แบบเลื่อนที่ เราได
ทราบจากหัวขอที่เรียนกอนแลววา ABrel vv /

vv = )  
1. ผูสังเกต a และ A สังเกตการเคลื่อนที่ของ B  

กรณีที่ผูสังเกต a สังเกตการเคลื่อนทีข่อง B น้ัน จากสมการความเร็วสมัพัทธ 

aBaB vvv /
vvv +=  เน่ืองจาก a และ B อยูน่ิง a จึงเห็น B อยูน่ิงดวย ดังน้ันความเร็วทุกตัวใน

สมการความเร็วสัมพัทธจะเปนศูนยหมดทําใหสมการเปนจริง คา  aBv /
v  ในกรณีน้ีจะเทากับ

ความเร็วที่ผูสงัเกต a สังเกตการเคลื่อนทีข่อง B ( 0/ == relaB vv vv ) 
ในกรณีผูสังเกต A สังเกตการเคลื่อนที่ของ B น้ัน จากสมการความเร็วสัมพัทธ 

ABAB vvv /
vvv +=  เน่ืองจากจุด A อยูที่จุดกําเนิดของแกนหมุน พิกัดจุด A จึงไมมีการ

เปลี่ยนแปลง 0=Avv  และจากรูป B ยืนอยูน่ิง 0=Bvv  ดังน้ันจะได 0/ =ABvv  อยางไรก็ตาม
เน่ืองจาก A เคลื่อนที่ไปพรอมกับจานหมุน ดังน้ัน A จะมองเห็น B เคลื่อนที่ ดังน้ัน relvv  จึงมีคา 
ในกรณีน้ี relAB vv vv ≠/   
2. ผูสังเกต a และ A สังเกตการเคลื่อนที่ของ C  

กรณีที่ผูสังเกต a สังเกตการเคลื่อนทีข่อง C น้ัน จากสมการความเร็วสมัพัทธ 

aCaC vvv /
vvv +=  เน่ืองจาก a อยูน่ิง สวน C จะหมุนไปพรอมกับจาน a จึงเห็น C หมุนไปพรอม

กับจาน โดยเคลื่อนที่เปนวงกลมรอบ a ในที่น้ี 0=avv  สวน relaCC vvv vvv == /   
อยางไรก็ตาม ในกรณีผูสังเกต A สังเกตการเคลื่อนที่ของ C น้ัน จากสมการความเร็ว

สัมพัทธ ACAC vvv /
vvv +=  เน่ืองจาก 0=Avv  ดังน้ัน ACC vv /

vv =  เทากับความเร็วการหมุนเปน
วงกลมรอบจดุศูนยกลาง แตในกรณีน้ี A หมุนไปพรอมกับจานและพรอมๆ กับ C ดังน้ัน A จะ
มองเห็นวา C หยุดนิ่ง 0=relvv  กรณีน้ี  relAC vv vv ≠/   
3. ผูสังเกต a และ A สังเกตการเคลื่อนที่ของ D  

สมการความเร็วสัมพัทธในกรณีน้ี คือ aDaD vvv /
vvv +=  โดย 0=avv  เน่ืองจาก D จะ

หมุนไปพรอมกับจาน พรอมๆ กับเดินเขามาหา a ที่จุดศูนยกลาง ดังน้ัน a จึงเห็น D หมุนไป
พรอมกับจานและเดินเขาหาพรอมๆ กัน  

อยางไรก็ตาม ในกรณีผูสังเกต A สังเกตการเคลื่อนที่ของ D น้ัน เน่ืองจาก A หมุนไป
พรอมกับจานและพรอมๆ กับ D ดังน้ัน A จะมองเห็นวา D เดินตรงเขามาหา A เพียงอยางเดียว 
จากสมการความเร็วสัมพัทธ ADADAD vvvv //

vvvv =+=  จะพบวา relAD vv vv ≠/  
จากตัวอยางขางตนจะพบวา ผูสังเกตทีห่ยุดนิ่ง a (รวมถึงผูสังเกตที่เคลื่อนที่แบบเลื่อน

ที่ดวย) จะสังเกตการเคลื่อนที่ไดถูกตอง ( relaxx vv vv =/ ) แตผูสังเกตที่กําลังเคลื่อนที่แบบหมุนจะ
ไมสามารถสังเกตการเคลื่อนที่ไดถูกตอง ( relAxx vv vv ≠/ ) เน่ืองจากผูสังเกตที่เคลื่อนที่แบบหมุน 
ไมสามารถสังเกตการหมุนของตัวเองและวัตถุที่สังเกตได (ดังแสดงในตัวอยางที่ 1.2)  
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ตัวอยางที่ 2 กลไกแบบเลื่อนไถล 

 
รูปที่ 2 กลไกแบบเลื่อนไถล 

 
 จากรูปที่ 2 กําหนดความเร็วเชิงมุมของชิน้สวน OD เทากับ 2 rad/s คงที่ ตองการหา
ความเร็วและความเรงเชิงมุมของชิ้นสวน CA ปญหานี้สามารถเขียนสมการความเร็วสัมพัทธ
ของความเร็วและความเรง ดังวิธีการที่ไดกลาวมาในหวัขอกอนหนาไดดังน้ี 
กําหนดใหจุด P เปนจุดบนชิ้นสวน OD ซ่ึงอยูทับกับจุด A บนชิ้นสวน CA ในขณะนั้น 
ความเร็วสัมพัทธ 

PAPA vvv /               vvv +=

AC⊥ OD⊥ OD//
)(OPωAmp.

Dir.
X X

 
 
จากสมการความเร็วสัมพัทธ พบวามีตัวไมทราบคา 2 ตัวจึงสามารถหาคา Avv  และ PAv /

v  ได 
ความเรงสัมพัทธ 

PAPA aaa /               vvv +=

OD⊥OD//

)(2 OPωAmp.

Dir.

X X

)(      )(      )(      )(      )( / PAtPnPtAnA aaaaa vvvvv ++=+

0)(2 ACACω

X  
 
จากสมการจะพบวาไมทราบคา PAa /

v  เน่ืองจากชิ้นสวน OD กับ AC ไมใชเปนวตัถุแขง็เกร็งชิ้น
เดียวกัน แตเปนชิ้นสวนคนละชิ้นที่เลือ่นไถลกัน ดังน้ันจะไมสามารถคิดแบบเดียวกับปญหา
ความเรงสัมพัทธในหัวขอกอนหนาได ในกรณีน้ีจําเปนตองใชวิธีการความเร็วสัมพัทธในกรณี
แกนหมุนแกปญหา 
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การสรางสมการความเรว็สัมพัทธสําหรับผูสังเกตอยูบนแกนหมุน 
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  (ก)     (ข) 

รูปที่ 3 การสังเกตการเคลือ่นที่ โดยผูสังเกตที่เคลื่อนที่และหมุนไปดวย 
 
 รูปที่ 3(ก) แสดงการเคลื่อนที่ของวัตถุ A ซ่ึงสังเกตโดยผูสังเกต B ซ่ึงเคลื่อนที่ตามแนว
เสนประสีนํ้าเงิน และหมุนไปพรอมๆ กันดวย รูปที่ 3(ก) สามารถเขียนในรูปเวคเตอรการ
เคลื่อนที่ไดดังแสดงในรูป 3(ข) เน่ืองจากผูสังเกตหมุนดวยความเรว็เชิงมุม ω ดังน้ันการสังเกต
โดยผูสังเกตจะใชระบบพิกดั x-y ซ่ึงแกนพิกัดจะหมุนไปดวยความเร็วเชิงมุม ω เชนกัน สวน
แกนพิกัด X-Y แสดงแกนพิกัดอางอิง ซ่ึงอยูน่ิง 
จากรูปที่ 3(ข) สามารถเขียนสมการแสดงตําแหนงการเคลื่อนที่ไดดังน้ี 

)ˆˆ( jyixrrrr BBA ++=+= vvvv     (1) 
โดย x, y เปนพิกัดซึ่งวัดไดจากระบบพกิัดหมุน x-y สวน î และ ĵ  แสดงเวคเตอรหน่ึงหนวยใน
ทิศทาง x และ y ตามลําดับ  
ความเร็วของ A สามารถหาไดโดยหาอนุพันธสมการ (1) เทียบกบัเวลาดังน้ี 

dt
jyixdrr BA
)ˆˆ( +

+= &v&v      (2) 

ในกรณีที่ผูสังเกตเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่เพียงอยางเดียว jyix
dt

jyixd ˆˆ)ˆˆ(
&& +=

+  ซ่ึงจะเหมือนกับ

สมการการเคลื่อนที่สัมพัทธที่ไดเรียนมาแลว อยางไรก็ตามเนื่องจากในกรณีน้ีแกนพิกัด x-y 
หมุน ดังน้ันทิศทางของเวคเตอร  î และ ĵ  จะเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา การหาอนุพันธจึงตองหา
อนุพันธของเวคเตอรหน่ึงหนวยดวย 
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(ก) (ข) 

รูปที่ 4 การหาคาอนุพันธของเวคเตอรหน่ึงหนวย î และ ĵ  
 
รูปที่ 4 แสดงการหาอนุพันธของเวคเตอรหน่ึงหนวย î และ ĵ  จากรูปจะไดวา  

jdid ˆˆ θ=   และ    idjd ˆˆ θ−=   

ดังน้ัน   ji ˆˆ ω=&   และ    ij ˆˆ ω−=&            (3) 
หรือเขียนในรปูผลการครอสเวคเตอรไดดังน้ี 

   ii ˆˆ ×ω= v&  และ    jj ˆˆ ×ω=&     (4) 
แทนความสัมพันธในสมการ (4) ลงในสมการ (2) จะสามารถหาความเร็วไดดังน้ี 

dt
jyixdrr BA
)ˆˆ( +

+= &v&v  

)ˆˆ()ˆˆ( jyixjyixrr BA &&&&&v&v ++++=     (5) 

เทอม rjyixjyixjyix vvvvv&& ×ω=+×ω=×ω+×ω=+ )ˆˆ(ˆˆˆˆ  
เทอม jyix ˆˆ && +  แสดงความเร็วเม่ือเทียบกับแกน x-y หรือก็คือความเร็วทีผู่สังเกต สังเกตการ
เคลื่อนที่ของวตัถุไดน่ันเอง เรียกเทอมนี้วาความเร็วสัมพัทธที่ผูสังเกตสังเกตได jyixvrel

ˆˆ &&
v +=  

ดังน้ันสมการ (5) จะเขียนไดดังน้ี 
    relBA vrvv vvvvv +×ω+=      (7) 
จะพบวา สมการนี้จะคลายคลึงกับสมการความเร็วสมัพัทธในหัวขอกอนๆ เพียงแตจะมีเทอม 

rvv ×ω  เพ่ิมเขามา เน่ืองจากผูสังเกตที่หมุนจะไมสามารถสังเกตการหมุนได 
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xyXY rr vv ,

t = 0
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XYrv
γ

xyXY rr ′′ vv ,

θ

γd

θω &=

t = t1

XYrvΔ

X

Y

X

Y

x

y

x

y

XYrv
γ

xyXY rr ′′ vv ,

θ

γd

θω &=

t = t1

XYrvΔ

X

Y

x

y
xyXY rr ′′ vv ,

θ

θω &=

xyrv

γ

θγγ −+ d

t = t1

xyrvΔ

X

Y

x

y

x

y
xyXY rr ′′ vv ,

θ

θω &=

xyrv

γ

θγγ −+ d

t = t1

xyrvΔ

X

Y

x

y

XYrv

xyXY rr ′′ vv ,

θω &=

xyrv

θ
θ

xyrvΔ XYrvΔ

rθ

t = t1

X

Y

x

y

XYrv

xyXY rr ′′ vv ,

θω &=

xyrv

θ
θ

xyrvΔ XYrvΔ

rθ

X

Y

X

Y

x

y

x

y

XYrv

xyXY rr ′′ vv ,

θω &=

xyrv

θ
θ

xyrvΔ XYrvΔ

rθ

t = t1

(ก) (ข)

(ค) (ง)
 

รูปที่ 5 ความแตกตางระหวางการสังเกตโดยอางอิงแกนหยุดนิ่ง และแกนหมุน 
  

รูปที่ 5 แสดงความแตกตางของการสังเกตโดยใชแกนหยุดนิ่ง และแกนหมุน รูปที่ 5(ก) 
แสดงจุดเวลา t=0 ที่จุดนี้แกนหยุดนิ่ง X-Y อยูซอนกับแกนหมุน x-y โดยตําแหนงของวัตถุที่
สังเกตแสดงโดยเวคเตอร XYrv  และ xyrv  เม่ือสังเกตจากแกนหยุดนิ่งและสังเกตจากแกนหมุน
ตามลําดับ เม่ือเวลาผานไปเปน t=t1 ดังแสดงในรูป 5(ข) แกนหมุนจะหมุนไปเปนมุม θ สวนวัตถุ
เคลื่อนที่ไปทีต่ําแหนง XYr ′v  และ xyr ′v  เม่ือเทียบกับแกนหยุดนิ่งและแกนหมุน เวคเตอรแสดงการ
เคลื่อนที่เม่ือสงัเกตจากผูสังเกตที่หยุดนิ่ง คือ XYrvΔ  
 รูปที่ 5(ค) แสดงการสังเกตการเคลือ่นที่โดยผูสังเกตบนแกนหมุน ผูสังเกตจะพบวา
ตําแหนงเดิมของวัตถุอยูที ่ xyrv  และเม่ือเวลา t=t1 วตัถุจะเคลื่อนที่ไปที่ xyr ′v  เวคเตอรแสดงการ
เคลื่อนที่เม่ือสงัเกตจากผูสังเกตบนแกนหมุน คือ xyrvΔ  ซ่ึงเห็นไดชัดวาแตกตางจากเวคเตอร 

XYrvΔ  ที่แสดงในรูปที่ 5(ข)  
 รูปที่ 5(ง) แสดงความแตกตางของเวคเตอร XYrvΔ  กับเวคเตอร xyrvΔ  โดย 

rrr xyXY θ+Δ=Δ vv  จากรูปน้ีแสดงใหเห็นวาผูสงัเกตที่อยูบนแกนหมุนจะไมสามารถสังเกตการ
หมุนของแกนได ผลการสังเกตจากผูสังเกตบนแกนหมุนจึงตองบวกเวคเตอร rθ  เขาไปดวยจึง
จะไดคาที่ถูกตอง (สําหรับความเร็ว คือการบวกเทอม rvv ×ω  เพ่ิมเขาไปนั้นเอง) 
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O

A

B

C ω

ωΑΒvΑ vΒ

x

y

O

A

B

C ω

ωΑΒvΑ vΒ

O

A

B

C ωO

A

B

C ω

ωΑΒvΑ vΒ

x

y

Using non-rotating axes

BABA vvv /
vvv += BABA vvv /
vvv +=

rAB
vv ×ω rAB
vv ×ω

An observer at B sees A
moving in a circle around him

Using rotating axes

O

A

B

C ω

ωΑΒ

vΑ
vΒ x

y

O

A

B

C ω

ωΑΒ

vΑ
vΒ

O

A

B

C ωO

A

B

C ω

ωΑΒ

vΑ
vΒ x

y

relBA vrvv vvvvv +×+= ω

rframerotating
vv ×ω −

rAB
vv ×ω

rframerotating
vv ×ω −

rAB
vv ×ω

= 0= 0

A fixed with rot. frame, therefore 
B sees A having no motion  

 
รูปที่ 6 การเปรียบเทียบปญหากลไกขอตอโดยใชแกนไมหมุนและแกนหมุน 

 
 รูปที่ 6 แสดงการเปรียบเทยีบการแกปญหากลไกขอตอ เน่ืองจากกลไกขอตอตอกันดวย
ชิ้นสวนแข็งเกร็ง AB ดังน้ันปญหานี้จึงสามารถแกไดทั้งโดยการวิเคราะหแบบความเร็วสัมพัทธ 
(ที่เรียนในหวัขอกอนหนา) ทางดานซายมือ กับการใชแกนหมุนทางดานขวามือ ในกรณีใช
ความเร็วสัมพัทธ และแกนพิกัดของผูสังเกต B ไมหมุน B จะมองเห็น A เคลื่อนที่เปนวงกลม
รอบจุด B ดังน้ัน rv ABBA

vvv ×ω=/  อยางไรก็ตามถาใชการพิจารณาแบบแกนหมุน โดยตั้งแกน
หมุนดังรูปทางดานขวามือ จะพบวาจุด A และจุด B จะเปนจุดที่ไมเคลื่อนที่เทยีบกับแกน x-y 
ที่ตั้งขึ้น ดังน้ันผูสังเกตที่ B จะมองเห็น A อยูน่ิง (พิกัดเดิมบนแกน x-y ตลอดเวลา) 0=relvv  
อยางไรก็ตามสมการจากการพิจารณาโดยใชแกนหมุนจะเหมือนกับการพิจารณาแบบความเร็ว
สัมพัทธที่เรยีนมาแลว เน่ืองจากมีพจน rr ABframerotating

vvvv ×ω=×ω −  เพ่ิมเขามา 
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การสรางสมการความเรงสัมพัทธสําหรับผูสังเกตบนแกนหมุน 
 สมการความเรงสัมพัทธสําหรับผูสังเกตบนแกนหมุนสามารถสรางไดโดยหาอนุพันธของ
สมการความเร็วสัมพัทธสําหรับผูสังเกตบนแกนหมุน (สมการ (7)) เทียบกับเวลา ดังน้ี 
จาก     relBA vrvv vvvvv +×ω+=  
ดังน้ัน    relBA vrraa &v&vvv&vvv +×ω+×ω+=     (8) 
พิจารณาเทอม r&vv ×ω  

)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ( jyixjyixjyix
dt
dr &&&&&v +++=+=  

 relvr +×ω= vv  
เพราะฉะนั้น  relrel vrvrr vvvvvvvv&vv

×ω+×ω×ω=+×ω×ω=×ω )()(   (9) 
พิจารณาเทอม relv&v  

)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ( jyixjyixjyix
dt
dvrel &&&&&&&&&&&v +++=+=  

       )ˆˆ()ˆˆ( jyixjyix &&&&&&
v +++×ω=  

       relrel av vvv +×ω=       (10) 
โดย relav  หมายถึงความเรงที่สงัเกตไดจากแกนหมุน 
แทนสมการ (9) และ (10) ลงในสมการ (8) จะไดสมการความเรงสัมพัทธสําหรับผูสังเกตบน
แกนหมุนดังน้ี 

relrelBA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω+= 2)(    (11) 
 

เพ่ือใหงายตอการจดจําสมการ (11) ใหพิจารณารูปที่ 7 ซ่ึงแสดงทิศทางของความเรง
ตางๆ ผูสังเกตอยูที่จุด B โดยแกนพิกัดที่ใช x-y หมุนดวยอัตราเรว็เชิงมุม ω ผูสังเกตสังเกตการ
เคลื่อนที่ของวตัถุ A ซ่ึงเคลือ่นที่ตามแนวเสนการเคลื่อนที่สีสม จุด P เปนจุดคงที่บนพิกัด x-y 
ซ่ึงในขณะนั้นอยูตําแหนงเดียวกับจุด A  
 

 
รูปที่ 7 ความเรงตางๆ ในระบบแกนพิกัดหมุน 
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 ผูสังเกต B เคลื่อนที่ดวยความเรง Bav  เม่ือผูสังเกตสังเกตจุด P ซ่ึงอยูทับกับจุด A จะ
พบวาจุด P เคลื่อนที่เปนวงกลมรอบผูสังเกต (เม่ือสังเกตโดยใชแกนพิกัดที่ไมหมุน) ความเรง
ของจุด P เทากับ rv&v ×ω  (ความเรงในแนวเสนรอบวง) และ )( rvvv ×ω×ω  (ความเรงเขาสู
ศูนยกลาง)  

อยางไรก็ตาม ตําแหนงที่ตองการสังเกตคือจุด A ความเรงที่จุด A เม่ือเทียบจากจุด P 
จะเทากับ relrel av vvv +×ω2   โดย relav  เปนความเรงที่มองเห็นโดยผูสังเกตที่อยูบนแกนหมุน 
สวน relvvv ×ω2  เปนความเรงที่แตกตางเม่ือสังเกตบนแกนไมหมุนและแกนหมุน ความเรง 

relvvv ×ω2  มีชื่อเรียกวา ความเรง Coriolis ทิศทางของความเรง Coriolis น้ีหาไดจากกฎมือขวา
ตามหลักการครอสเวคเตอร 

 
ข้ันตอนการแกปญหาโจทย 

1. พิจารณาวาเปนปญหาที่จําเปนจะตองใชแกนพิกัดหมุนแกปญหาหรือไม ตัวอยางปญหา
ที่ใชแกนพิกัดหมุนแก ไดแก (1) ปญหาความเร็วความเรงในกลไก ซ่ึงไมไดเชื่อมตอเปน
วัตถุแข็งเกร็งอันเดียวกัน แตเชื่อมตอกนัดวยกลไกแบบเลื่อนไถล หรือ (2) ปญหาการ
เคลื่อนที่สัมพัทธของอนุภาค ซ่ึงผูสังเกตกําลังเคลื่อนทีแ่บบหมุน หรืออยูในทางโคง 

2. เขียนสมการความเร็ว relBA vrvv vvvvv +×ω+=  และพิจารณาคาขนาด และทิศทางของ
แตละเวคเตอร ตามวิธีการเดียวกับการพิจารณาเรื่องความเร็วและความเรงสัมพัทธ ที่
ไดเรียนมากอนหนาแลวเพ่ือหาคาความเร็วทีต่องการ 

3. เขียนสมการความเรง relrelBA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω+= 2)(  และใชวิธีการ
เดียวกับการพิจารณาความเร็ว เพ่ือหาคาความเรงทีต่องการ 

 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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วิธีทํา ปญหาขอนี้เปนปญหาการเคลื่อนที่ของอนุภาคโดยผูสังเกตกําลังเคลื่อนที่ใน
ทิศทางโคง ดังนั้นในขอนี้จึงตองใชระบบแกนพิกัดหมุนในการพิจารณา โดยแกน
หมุนจะหมุนรอบจุดศูนยกลางความโคงของถนน

5/156 Car B is rounding the curve with a constant speed of 54 km/h, and car 

A is approaching car B in the intersection with a constant speed of 72 km/h. 

Determine the velocity which car A appears to have to an observer riding in 

and turning with car B. The x-y axes are attached to car B. Is this apparent 

velocity the negative of the velocity which B appears to have to a nonrotating

observer in car A? The distance separating the two cars at the instant depicted 

is 40 m.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/156]

m/s ̂20ˆ)
3600
1000(72 iivA ==v

m/s ˆ15ˆ)
3600
1000(54 jjvB ==v

rad/s 15.0
100
15

==
ρ

=ω Bv หรือ rad/s ˆ15.0 k=ωv

ความเร็ววัตถุที่ตองการสังเกต

ความเร็วผูสังเกต

ความเร็วเชิงมุมของแกนหมุน

ir ˆ40−=v

relBA vrvv vvvvv +×ω+=

ขนาด 

ทิศทาง 

X

X

20 15

jjikr ˆ6)ˆ)(40)(15.0()ˆ40(ˆ15.0 −=−=−×=×ω vv

6

จากตาราง เนื่องจากมีตัวไมทราบ
คา 2 ตัว จึงสามารถหาคา      ไดrelvv
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แทนคาความเร็วแตละตัวลงในสมการความเร็วสัมพัทธสําหรับแกนหมุน จะได

relBA vrvv vvvvv +×ω+=

relvjji v+−= ˆ6ˆ15ˆ20

m/s ˆ9ˆ20 jivrel −=v Ans

เปรียบเทียบกับกรณีที่ผูสังเกต A มองรถยนต B
ในกรณีนี้ผูสังเกต A เคล่ือนที่ในแนวเสนตรง จึงสามารถใชวิธีการความเร็วสัมพัทธ
ตามที่เรียนมาในบทที ่2 ได

ABAB vvv /
vvv +=

ABvij /
ˆ20ˆ15 v+=

jiv AB
ˆ15ˆ20/ +−=v

Ans

ขอสังเกต                      หรือกลาวอีกอยางหนึ่งวา ผูสังเกต A มองเห็น B ไม
เหมือนกับที่ผูสังเกตที่ B มองเห็น A โดยสวนตางของความเร็วทั้งสองเทากับ 

relAB vv vv −≠/

jr ˆ6=×ω vv
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วิธีทํา จากขอ 5/156 จะไดขอมูลดังนี้

5/157 For the cars of Prob.5/156 traveling with constant speed, determine the 

acceleration which car A appears to have to an observer riding in and turning 

with car B.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th edition, Meriam & Kraige, prob.5/157]

m/s ̂20ivA =
v m/s ˆ15 jvB =

v
rad/s ˆ15.0 k=ωv

ir ˆ40−=v

relrelBA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω+= 2)(

jr ˆ6−=×ω vv m/s ˆ9ˆ20 jivrel −=v

สมการความเรงสัมพัทธสําหรับแกนพิกัดหมุน

พิจารณาทีละพจนไดดังน้ี

0=Aav เนื่องจากรถวิ่งทางตรงดวยความเร็วคงที่

2
22

m/s ̂25.2ˆ
100
150)ˆ()()( iiivaaa B

tBnBB −=−=+−
ρ

=+= vvv

เนื่องจากรถ B วิ่งดวยอัตราเร็วคงที่0)( =tBav

0=×ω rv&v เนื่องจากแกนหมุนติดกับรถ B ซึ่งวิ่งทางโคงดวยความเร็ว
คงที่ 0=ω&v

2m/s ̂9.0)ˆ40ˆ15.0(ˆ15.0)( iikkr =−××=×ω×ω vvv

พจน                  สามารถหาไดงายโดยพิจารณาขนาดจาก              
สวนทิศทางจะมีทิศทางจากวัตถุที่ถูกสังเกตพุงเขาหาผูสังเกตเสมอ

)( rvvv ×ω×ω r2ω

ijjikvrel
ˆ7.2ˆ6))ˆ9ˆ20(ˆ15.0(22 +=−×=×ω vv

จากสมการความเรงสัมพัทธพบวามีเพียงพจน        ซึ่งไมรูคาเทานั้น ดังนั้นแทน
คาพจนตางๆ ที่หามาแลวลงในสมการความเรงสัมพัทธสําหรับแกนหมุนจะหาคา      
ได

relav

relav
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relrelBA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω+= 2)(

relaijii v+++++−= )ˆ7.2ˆ6(ˆ9.00ˆ25.20

2m/s ˆ6ˆ35.1 jiarel −−=v Ans
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วิธีทํา ปญหาขอนี้เปนปญหาการเคลื่อนที่ของชิ้นสวนกลไก 2 ชิ้น ที่ไมไดเชื่อมกันดวย
จุดยึดแนน หรือวัตถุแข็งเกร็ง แตเปนการเชื่อมกันดวยชิ้นสวนที่ไถลกัน ดังนั้น
ในขอนี้จึงจําเปนตองพิจารณาโดยใชแกนพิกัดแบบหมุน

5/168 For the instant represented, link CB

is rotating counterclockwise at a constant 

rate N = 4 rad/s, and its pin A causes a 

clockwise rotation of the slotted member 

ODE. Determine the angular velocity ω

and angular acceleration α of ODE for this 

instant.  [Engineering Mechanics Dynamics 5th

edition, Meriam & Kraige, prob.5/168]

ตั้งแกนพิกัดหมุน x-y ดังแสดงในรูป จะ
ไดวาผูสังเกตอยูที่จุด O และสังเกตการ
เคลื่อนที่ของจุด A 
เวคเตอร       จะชี้จากผูสังเกตไปยังจุด
ที่สังเกต จึงมีทิศชิ้ไปทางขวา

x

y

ODEω

x

y

ODEω

relODEOA vrvv vvvvv +×ω+=

ขนาด 

ทิศทาง 

X XCACBω 0

พิจารณาสมการความเร็วสัมพัทธสําหรับ
แกนหมุน

rv

− DE//

จากตารางจะพบวามีตัวไมทราบคา 2 ตัวจึงสามารถหาคาได
นําเวคเตอรมาเขียนแผนภาพเวคเตอร และจากแผนภาพจะคํานวณคาตางๆ ไดดังน้ี

Avv

rODE
vv ×ω

relvv

o45

Avv

rODE
vv ×ω

relvv

o45

m/s 48.0)12.0(4 ==⋅ω= CAv CBA

48.012.0 ==⋅ω=⋅ω=×ω AODEODEODE vrrvv

rad/s 4=ωODE Ans

m/s 248.02 == Arel vv
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จากตารางจะพบวามีตัวไมทราบคา 2 ตัวจึงสามารถหาคาได
คํานวณคาตางๆ ที่ทราบไดดังนี้

Ans

พิจารณาสมการความเรงสัมพัทธสําหรับแกนหมุน

relrelODEODEODEODEOA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω+= 2)(

ขนาด 

ทิศทาง 

XCACB
2ω 0

− DE//

0=

relrelODEODEODEODEtAnA avrraa vvvvvvv&vvv +×ω+×ω×ω+×ω=+ 2)()()(

rODE ⋅ω2
relODEvω2

o45

X

o45

222 m/s 92.1)12.0(4)( ==ω= CAa CBnA

222 m/s 92.1)12.0(4)( ==⋅ω=×ω×ω rr ODEODEODE
vvv

2m/s 284.3248.0)4(222 ==ω=×ω relODErelODE vvvv

นําคาที่ทราบมาเขียนแผนภาพเวคเตอรไดดังนี้

nAa )( v

)( rODEODE
vvv ×ω×ω

relODE vvv ×ω2

rODE
v&v ×ω

relav

nAa )( v

)( rODEODE
vvv ×ω×ω

relODE vvv ×ω2

rODE
v&v ×ω

relav
คิดผลรวมเวคเตอรในแนวระดับ

045cos                            

45cos22

=−

⋅⋅ω+⋅ω−
o

o

rel

relODEODE

a

vr

045cos                            
45cos284.392.1

=−

⋅+−
o

o

rela

2m/s 292.1=rela

คิดผลรวมเวคเตอรในแนวด่ิง

o

o &

45cos             

45cos2)(

rel

ODErelODEnA

a

rva

−

ω+ω−=

oo & 45cos292.1 45cos284.392.1 −ω+−= rODE

2m/s 7.68 =ω rODE&

2rad/s 64 
12.0

7.68
==ω=α ODEODE & CCW

 


