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สถิตยศาสตร (Statics) 
 

บทที่ 2 ระบบของแรง (ตอนที่ 4) 
 

2/8 โมเมนตและคับเปล 
 ในปญหาสองมิติ การหาโมเมนตมักจะทําโดยวิธีสเกลารโดยการหาผลคูณระหวางแรง 
และระยะตั้งฉากระหวางแรงกับจุดหมุน อยางไรก็ตามในกรณีของปญหาสามมิติ การหาระยะตัง้
ฉากทําไดยุงยากกวาในสองมิติมาก วิธีเวคเตอรจึงเปนอีกทางเลอืกหนึ่ง ซ่ึงมักถูกใชในการ
คํานวณหาโมเมนต 
โมเมนตในสามมิติ 

 
รูปที่ 1 โมเมนตในสามมิต ิ

 
 รูปที่ 1 แสดงถึงแรง F

v
 กระทําตอวัตถุ ทําใหเกิดโมเมนต OM

v
 รอบจุด O โมเมนตหา

ไดโดยวิธีการเวคเตอรดังแสดงในสมการ (1) 
FrM O

vvv
×=       (1) 

โดย   rv  คือเวคเตอรชีจ้ากจุดหมุน O ไปยังจุดใดๆ บนแนวแรง F
v

  

OM
v

 คือโมเมนตรอบจุด O  
ทิศทางของโมเมนต OM

v
 มีทิศทางตามกฎมือขวา (น้ิวมือทั้ง 4 ชี้ตามทิศเวคเตอร rv  

แลวกวาดมือตามทิศทางของแรง F
v

 ทิศการชี้ของนิ้วหัวแมมือคือทิศทางของโมเมนต) 
ในปญหาสองมิติ นิสิตอาจจะคุนเคยกับการหาโมเมนตรอบแกนใดๆ ซ่ึงแกนการหมุนจะ

มีทิศทางขนานกับแกน z สวนในสามมติิจะมีคําวาโมเมนตรอบจุดเพิ่มเขามา คําวาโมเมนตรอบ
จุดนี้จริงๆ แลวก็คือโมเมนตรอบแกนใดแกนหนึ่ง โดยที่แกนนั้นผานจุดนั่นเอง 
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ตัวอยางโมเมนตในสามมิติ 
ตัวอยางที่ 1 

  
รูปที่ 2 ตัวอยางโมเมนตในสามมิติ 

 
ตัวอยางนี้แสดงใหเห็นโมเมนตซ่ึงเกิดจากการออกแรง F

v
 หมุนทอ ในรูปที่ 2(a) แรง

กระทําในทศิทาง –x ทําใหเกิดโมเมนตทิศทางชีข้ึ้นตามแกน z ในกรณีน้ีโมเมนตรอบจุด O คือ
โมเมนตรอบแกน z น่ันเอง สวนในรูปที่ 2(b) เม่ือออกแรงกระทําในทิศทาง +z จะทําใหเกิด
โมเมนตในทิศทางหมุนรอบแกน x ในกรณีน้ีโมเมนตรอบจุด O คือโมเมนตรอบแกน x น่ันเอง 
 อยางไรก็ตามถาออกแรงในทิศทางซึ่งไมขนานกับแกนพิกัด x-y-z จะทําใหเกิดโมเมนต
รอบแกนใดๆ ซ่ึงไมใชแกน x-y-z เชนกนั ในกรณีน้ีโมเมนตรอบจุด O จะไมเทากับโมเมนตรอบ
แกน x, y หรือ z แตจะเทากับผลรวมของโมเมนตรอบแกน x, y และ z 
 
ตัวอยางที่ 2 

(a)(a) (b)(b)

 
รูปที่ 3 ตัวอยางโมเมนตในสามมิติ 

 
 ตัวอยางนี้แสดงถึงการใชประแจขันสลักเกลียว รูปที่ 3(a) แสดงการขันที่ออกแรงในแนว
ระดับ ที่ระดับเดียวกับจุดหมุน A ทําใหเกิดโมเมนตทิศทางตามแกน z ในกรณีน้ีโมเมนตรอบจุด 
A จะมีคาเทากับโมเมนตรอบแกน z สําหรับรูปที่ 3(b) แรงที่ออกจะอยูที่ระดับสูงกวาจุด A ทําให
เกิดโมเมนต MA ซ่ึงก็คือโมเมนตรอบจุด A น่ันเอง จะเห็นวากรณีน้ีโมเมนตรอบจุด A มีคาไม
เทากับโมเมนตรอบแกน z โมเมนตรอบแกน z เปนเพียงแคสวนประกอบหนึ่งของโมเมนตรอบ
จุด A เทานั้น 
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การหาโมเมนตโดยการครอสเวคเตอร 
จากสมการ (1) จะสามารถหาโมเมนตไดดังน้ี 

zyx

zyxo

FFF
rrr
kji

FrM

ˆˆˆ

=×=
rrr

     (2) 

kFrFrjFrFriFrFrM xyyxzxxzyzzyo
ˆ)(ˆ)(ˆ)( −+−+−=

r
   (3) 

  kMjMiMM zyxo
ˆˆˆ ++=

r
 

โดย  yzzyx FrFrM −=  
  zxxzy FrFrM −=  
  xyyxz FrFrM −=        (4) 
 

 
รูปที่ 4 การหาโมเมนตในสามมิติ 

 
 การหาโมเมนตรอบแกนตางๆ ตามสมการ (4) สามารถหาไดจากวิธีการสเกลารเชนกัน 
โดยคูณสวนประกอบของแรงในแตละแกน เขากับระยะตั้งฉากระหวางแนวแรงกับแกนหมุน  (ดู
รูปที่ 4) โดยตองระวังวาแรงในแนวเดยีวกับแกน จะไมทําใหเกิดโมเมนตรอบแกนนั้น น่ันคือ 
แรงในแนว x จะไมทําใหเกดิโมเมนตรอบแกน x และแรงที่ผานแนวแกน จะไมทําใหเกิดโมเมนต
รอบแกนนั้น เชน โมเมนตรอบแกน x, Mx เกิดจากแรงซึ่งชี้ไปทิศทาง y และทิศทาง z โมเมนต
รอบแกน x ซ่ึงเกิดจากแรง Fy คือ –rzFy เน่ืองจากโมเมนตของแรงนี้มีทิศชี้ไปทางลบจึงมีคาตดิ
ลบ สวนโมเมนตรอบแกน x ซ่ึงเกิดจากแรง Fz คือ ryFz เน่ืองจากทิศของโมเมนตชี้ไปทางบวก 
จึงมีคาบวก และจะไดโมเมนตรอบแกน x ทั้งหมดคือ yzzyx FrFrM −=  เชนกัน สําหรับ
โมเมนตรอบแกนอื่นๆ ก็พิจารณาไดเชนเดียวกัน 
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โมเมนตรอบแกนใดๆ 
 จากรูปที่ 3(b) จะพบวาโมเมนตรอบแกน z เปนสวนประกอบหนึ่งของโมเมนตรอบจุด A 
การหาโมเมนตรอบแกน z จึงทําไดโดยหาโมเมนตรอบจุดกอน แลวจึงแตกใหโมเมนตเขาไปอยู
ตามแกน z การหาโมเมนตรอบแกนใดๆ ก็สามารถทําไดโดยใชหลักการเดียวกนั ดังตัวอยาง
ตอไปน้ี 

 
รูปที่ 5 การหาโมเมนตรอบแกนใดๆ 

 
พิจารณารูปที่ 5 ตองการหาโมเมนตรอบแกน λ, Mλ  
ขั้นตอนที่ 1 หาโมเมนตรอบจุดใดๆ บนแกน λ ในที่น้ีจะทํารอบจุด O 
    FrM O

vvv
×=  

ขั้นตอนที่ 2 หาขนาดสวนประกอบของโมเมนต OM
v

บนแกน λ โดยการดอทเวคเตอรของ
โมเมนต เขากับเวคเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง λ, n̂  โดยผลลัพธจากการดอทจะเปนปริมาณ 
สเกลาร 

nFrM ˆ)( ⋅×=
vvv

λ      (5) 

ขั้นตอนที่ 3 โมเมนตรอบแกน λ คือผลคณูของขนาดของโมเมนตที่หาไดจากสมการ (5) กับ
เวคเตอรแสดงทิศทางของโมเมนต ซ่ึงก็คือเวคเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง λ น่ันเอง 

nnFrM ˆ]ˆ)[( ⋅×=
vvv

λ      (6) 
 
ทฤษฎีบทของ Varignon สําหรับสามมิติ (Varignon’s Theorem in Three Dimensions) 
 ทฤษฎีบทของ Varignon กลาวไววา “ผลรวมของโมเมนตยอยๆ ซ่ึงเกิดจากแรงหลายๆ 
แรงรอบจุดหมุนที่กําหนด มีคาเทากับโมเมนตซ่ึงเกิดจากผลรวมของแรงยอยๆ รอบจุดหมุนน้ัน”  
(ดูรูปที่ 6 ประกอบ) ทฤษฎีบทของ Varignon สามารถนํามาเขียนเปนสมการคณิตศาสตรไดดัง
แสดงในสมการ (7) 

)( 321321 K
vvvv

K
vvvvvvv

+++×=+×+×+×= FFFrFrFrFrM O  
RrFrFrM O

vvvvvvv
×=×=×= ∑∑ )(     (7) 
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    รูปที่ 6 การหาโมเมนตของแรงยอยๆ              รูปที่ 7 คับเปลในสามมิติ 
             ดวยทฤษฎีบทของ Varignon 
 
คับเปลในสามมิติ 
 คับเปลหมายถึง โมเมนตซ่ึงเกิดจากแรงสองแรงที่มีขนาดเทากัน แตมีทิศทางตรงกัน
ขามกัน  
รูปที่ 7 แสดงการหาคับเปลในสามมิติ สมมุติใหจุด O เปนจุดหมุน 

FrrFrFrM BABA

rrrrrrrr
×−=−×+×= )()(     (8) 

   FrM
rvr

×=        (9) 
จากสมการ (9) จะพบวาคับเปลไมขึ้นกับจุดหมุน O เลย ขึ้นอยูเพียงแรง F

v
 และ

เวคเตอรที่ชี้ระหวางแนวแรงทั้งคู rv  โดยเวคเตอร rv  จะชี้จากจุดไหนบนแนวแรง F
v

−  ไปยังจุด
ไหนบนแนวแรง F

v
 ก็ได และเนื่องจากคับเปลมีคาเทากนัไมวาจุดหมุนจะอยูที่ใด คับเปลจึงถือ

วาเปน Free Vector ซ่ึงจะตางกับโมเมนต ซ่ึงขนาดจะขึ้นอยูกับตําแหนงจุดหมุน โมเมนตจึงถือ
วาเปน Sliding Vector สําหรับทิศทางของคับเปลก็สามารถหาไดโดยกฎของมือขวาเชนเดียวกนั 
 

 
รูปที่ 8 การรวมคับเปล 

 
 รูปที่ 8 แสดงถึงการรวมคับเปลยอยจากแรง 1F

v
 และ 2F

v
 เขาดวยกัน เน่ืองจากคับเปล

เปน Free vector การรวมจึงสามารถรวมคับเปลยอยๆ เขาโดยตรงแบบเวคเตอร หรืออาจจะ
รวมแรง 1F

v
 และ 2F

v
 เขาเปนแรง F

v
 กอน จึงหาคับเปลจากแรง F

v
 ก็ได 
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ระบบของแรงและคับเปลในสามมิติ 
 ในหัวขอ 2/5 ไดกลาวถึงการยายแรงไปทีต่ําแหนงอ่ืน และเขยีนแทนแรงเดิมดวยแรง
และคับเปล ในกรณี 2 มิติ มาแลว ในหัวขอน้ีก็เชนเดียวกัน เพียงแตแรงและคับเปลจะอยูใน 3 
มิติเทานั้น ขั้นตอนการยายแรงแสดงดังรูปที่ 9 

1. แรง F
v

 กระทําที่จุด A 
2. เพ่ิมแรง F

v
 และ F

v
−  ที่จุด B เน่ืองจากแรงลัพธที่เพ่ิมเขาไปในระบบมีคาเปนศูนย 

การเพิ่มแรงเขาไปจึงไมสงผลกระทบใดๆ ตอระบบ 
3. จากรูปกลาง จะพบวาแรง F

v
 เดิม และแรง F

v
−  ที่เพ่ิมเขาไปสามารถจับคูกันเปน

คับเปลได 
4. เขียนแทนแรง F

v
 และ F

v
−  ดวยคบัเปล  FrM

rvr
×=  โดยทิศทางของคับเปลจะ

ตั้งฉากกับแรง F
v
ดังแสดงในรูปขวามือ 

 
 

 
รูปที่ 9 ระบบของแรงและคบัเปลในสามมิต ิ

 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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2/129 Tension in cable AB is 143.4 N. Determine the moment about the x-axis 
of this tension force acting on point A . Compare your result to the moment of 
the weight W of the 15-kg uniform plate about the x-axis. What is the moment 
of the tension force acting at A about line OB

วิธีทํา เนื่องจากตองการหาโมเมนตเนื่องจากแรงตึงในเคเบิล AB ดังนั้น
จึงตองเขียนแรงตึง TAB ใหอยูในรูปเวคเตอรเสียกอน

พิกัดจุด A : (0.7, 0.45cos20º, -0.45sin20º) หรือคือ (0.7, 0.4229, -0.1539)
พิกัดจุด B : (0.35, 0, 0.4)

เวคเตอร AB :  kjiAB ˆ5539.0ˆ4229.0ˆ35.0 +−−=

เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง AB :  

kjikjinAB
ˆ7103.0ˆ5423.0ˆ4488.0

5539.04429.035.0

ˆ5539.0ˆ4229.0ˆ35.0ˆ
222

+−−=
++

+−−
=

เวคเตอรของแรง  ABT
v

)ˆ7103.0ˆ5423.0ˆ4488.0(4.143ˆ kjinTT ABABAB +−−==
v

kjiTAB
ˆ857.101ˆ7658.77ˆ3579.64 +−−=

v

ตองการหาโมเมนตรอบแกน x ขั้นแรกตองหาโมเมนตที่จุดใดๆ บนแกน x กอน 
ในที่นี้จะเลือกจุดหาโมเมนตรอบจุด O

 



Statics/ Chapter 2 Force systems (section 4) 8/8

ABO TrM
vvv

×=จาก

ตองหาเวคเตอร r ซึ่งเปนเวคเตอรชี้จากจุดหมุน O ไปยังจุดใดๆ บนแนวแรง TAB 
กอน ในที่นี้จะเลือกให r ชี้ไปที่จุด B (นิสิตสามารถเลือกให r เปนเวคเตอรที่ชี้จาก O 
ไปยังจุด A ก็ได)

kirr OB
ˆ4.0ˆ35.0 +== vv

857.1017658.773579.64
4.0035.0

ˆˆˆ

−−
=×=

kji
TrM ABOBO

vvv

kjiM O
ˆ2180.27ˆ3931.61ˆ1063.31 −−=

v

ตองการหาโมเมนตรอบแกน x ทําไดโดยนําโมเมนตรอบจุดที่ได ดอทกับเวคเตอรหน่ึง
หนวยตามแนวแกน x หรือ เวคเตอร i

ikjiiMM Ox
ˆ)ˆ2180.27ˆ3931.61ˆ1063.31(ˆ ⋅−−=⋅=

vv

1.31=xM
v

Nm Ans

หาโมเมนตจากน้ําหนักประตูรอบแกน x

20º

0.45 m y

z

W = 15(9.81) N

20º

0.45 m y

z

W = 15(9.81) N

)20cos
2
45.0)(81.9)(15( o

v
=xM

1.31=xM
v Ans

หาโมเมนตของแรงตึง TAB รอบแกน OB

เน่ืองจากแรงตึง TAB ผานแกน OB
ดังนั้นจึงไมเกิดโมเมนตขึ้น นั่นคือ MOB = 0 Nm

Nm

Ans

ลองทําดู คํานวณ MOB จาก OBOOB nMM ˆ⋅=
vv

 


