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สถิตยศาสตร (Statics) 
 

บทที่ 3 สภาพสมดุล (ตอนที่ 2) 
 

Section B สภาพสมดลุในสามมิติ 
3/4 สภาพสมดุล 
 ในหัวขอน้ีจะขยายความสภาพสมดุลใหครอบคลุมถึงปญหาในสามมิติ โดยหลักการแลว
สภาพสมดุลในสามมิติ กับในสองมิติจะเหมือนกัน และสมการสมดุลที่ใชยังคงเหมือนเดิมดัง
แสดงในสมการที่ (1) 

0== ∑FR
rv

 และ 0== ∑MM
vv

   (1) 
 ในสามมิติแรงและโมเมนตจะตองคํานึงถึงทิศทางดานลกึที่เพ่ิมเขามาดวย ดังน้ันสมการ
ที่ (1) จะสามารถขยายใหครอบคลุมปญหาในสามมิติไดดังน้ี 

0=∑F
r

 หรือ 0=∑ xF , 0=∑ yF , และ 0=∑ zF   (2) 
0=∑M

v
 หรือ 0=∑ xM , 0=∑ yM , และ 0=∑ zM   (3) 

 การแกปญหาสมดุลในสามมิติ อาจจะใชวิธีการแบบสเกลาร โดยใชสมการดังแสดงใน
สมการที่ (2) และ (3) หรือจะใชวธิีการแบบเวคเตอรกไ็ด  สําหรับการเขียน Free-body diagram 
น้ันก็อาจจะใชวิธีเขียนรูปแบบสามมิติ (pictorial view drawing) หรือการเขยีนภาพฉายทลีะ
ระนาบ และพิจารณาเปนปญหา 2 มิติก็ได (ดูตัวอยางที่ 3/6 ในหนังสือ “Engineering 
Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam และ L. G. Kraige) 
 จากสมการที่ (2) และ (3) จะพบวาเนื่องจากมีสมการสมดุลทั้งหมด 6 สมการ ดังน้ันตัว
ไมทราบคาในการคํานวณสภาพสมดุล 3 มิติ จึงมีไดมากที่สุด 6 ตัว จึงจะสามารถหาคาโดยวิธี
ทางสถิตยศาสตรได 
 
แรงทีเ่กิดจากการยึดแบบตางๆ 
 แรงจากการจัดยึดแบบตางๆ ในสามมิติ แสดงดังรูปที่ 1  
 ตัวอยางที่ 1 แสดงถึงวัตถแุตะกับพ้ืนเรยีบโดยไมมีการยึดแนนใดๆ หรืออาจจะพิจารณา
เปนการรองรับแบบลูกกลิ้งก็ได แรงที่กระทําในกรณน้ีีจะมีเพียงแรงที่พ้ืนดันวัตถ ุ ในแนวดิ่ง N 
เพียงแรงเดียว 
 ตัวอยางที่ 2 แสดงถึงวัตถแุตะกับพ้ืนขรขุระ ในตวัอยางนี้จะตางกับตัวอยางแรกตรงที่มี
แรงเสียดทาน F เพ่ิมเขามาดวย โดยทิศของแรงเสยีดทานเกิดในทิศทีต่านทานแนวโนมที่จะ
เคลื่อนที่ของวตัถ ุ
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รูปที่ 1 แรงจากการจับยึดในสามมิติ 
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ตัวอยางที่ 3 แสดงถึงลอวิ่งบนรางลื่น จะเห็นวาลอไมสามารถเคลื่อนที่ในทศิทาง y และ 
z ได ดังน้ันในทิศทาง y และ z จึงตองมีแรงตานทานกระทํา สวนในทิศทาง x น้ัน ลอกลิ้งได
อยางอิสระ ดังน้ันจึงไมมีแรงตานทานมากระทําในทศิทางนี้ 

ตัวอยางที่ 4 การยึดแบบ Ball-and-socket joint การยึดแบบนี้วตัถจุะหมุนไดอยางอิสระ
ทุกทิศทาง แตไมสามารถเคลื่อนที่ออกจากเบาซึ่งรองรับลูกบอลได ดังน้ันการรองรับแบบนี้จึง
ตองมีแรงตานทานการเคลื่อนที่กระทําในทิศทาง x, y และ z 
 ตัวอยางที่ 5 การรองรับแบบยึดแนน (การเชื่อมติด) การยึดแบบนี้วัตถุจะไมสามารถ
เคลื่อนที่ และไมสามารถหมุนไดดวย ดังน้ันจึงตองมีแรงตานทาน และโมเมนตตานทานทั้ง
ทิศทาง x, y และ z  
 ตัวอยางที่ 6 การยึดดวยรองลื่นที่รับแรงในแนวแกนไดดวย (Thrust-bearing support) 
รองลื่นเปนอุปกรณทางกลชนิดหนึ่ง ใชรองรับการหมุนของเพลา และบังคบัไมใหเพลาเคลื่อนที่
ไดในทิศทางตั้งฉากกับแกนเพลา ความตานทานการหมุนของเพลาที่รองรับดวยรองลื่นจะมีคา
นอยมาก จนถือวาไมมีความตานทานการหมุนได รองลื่นที่รับแรงในแนวแกนไดหมายถึง รอง
ลื่นซึ่งมีลักษณะพิเศษชวยปองกันไมใหเพลาเคลื่อนทีใ่นแนวแกนไดดวย 
 เม่ือพิจารณาการทํางานของรองลื่นแลว จะพบวาแรงตานทานทีก่ระทํากับรองลื่นที่รับ
แรงในแนวแกนได จะมีทั้ง 3 ทิศทางในแกน x, y, และ z สําหรับโมเมนตที่ตานทานการเคลื่อนที่
น้ัน จะมีในทิศทางของการหมุนรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับแกนเพลา ทําใหเพลาไมสามารถหมุนรอบ
แกนซึ่งตั้งฉากกับแกนเพลาได อยางไรก็ตามการที่รองลื่นทําขึ้นเพ่ือไมใหมีความตานทานการ
หมุน ดังน้ันจึงไมมีโมเมนตตานทาน ในทศิทางการหมุนของเพลา  
 
 ในตวัอยางที่ 5 และ 6 จะพบวาแรงและโมเมนตที่เกิดที่ตวัจับยึด ซ่ึงมักเปนตัวไมทราบ
คาจะมีจํานวนมาก (6 และ 5 ตวัตามลาํดับ) ในการพิจารณาปญหาสมดุลสามมิติในกรณีเชนนี้ 
หลายๆ ครั้ง อาจจะจําเปนตองตั้งสมมุติฐานใหไมมีโมเมนตตานทานจึงจะแกปญหาโดยวิธีทาง
สถิตยศาสตรได การตั้งสมมุติฐานเชนนีส้ามารถเปนไปได หมายความวาโมเมนตที่เกิดจากแรง
ทุกๆ แรงในระบบ รอบจุดจับยึดจะหักลางกันหมดพอดี ทําใหไมมีโมเมนตเกิดทีต่วัจับยึด 
 
ประเภทของสมดุลในสามมิติ 
สมดุลในสามมิติแบงเปนประเภทตางๆ ดังแสดงในรูปที่ 2 ดังน้ี 

1. แรงทุกแรงผานจุดๆ เดียว (Concurrent at a point) ในกรณีน้ีสมการสมดุลของแรง 3 
สมการ ในทศิทาง x, y และ z ก็เพียงพอที่จะแสดงสภาพสมดุลได เน่ืองจากผลรวม
โมเมนตรอบจุดที่แรงตัดกันมีคาเทากับศนูยแนนอนอยูแลว 

2. แรงทุกแรงผานแนวเสนตรงเดียวกัน (Concurrent with a line) กรณีน้ีแสดงดังตัวอยาง
ที่ 2 ในรูปที่ 2 จากรูปจะพบวา จําเปนตองใชสมการสมดุล 5 สมการในการแสดงสภาพ
สมดุล สมการสมดุลของโมเมนตรอบแกน x (ทับกับแกนของเสนตรงที่แนวแรงทุกแรง
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ผาน) ไมจําเปนตองใชเน่ืองจากเมื่อแรงผานแกนใด จะไมทําใหเกิดโมเมนตรอบแกนนั้น
อยูแลว ดังน้ันจากรูป เม่ือแรงทุกแรงผานแกน x จึงไมเกิดโมเมนตรอบแกน x  

3. แรงทุกแรงขนานกัน (Parallel) กรณีน้ีแสดงดังตัวอยางที่ 3 ในรูปที่ 2 เน่ืองจากแรงทุก
แรงขนานกัน จึงใชสมการสมดุลของแรงในทิศทางที่แรงขนานกันเพียงสมการเดียว ที่จะ
แสดงสภาพสมดุลของแรง สวนสภาพสมดุลของโมเมนตน้ัน ตองใช 2 สมการในการ
แสดง สําหรับโมเมนตรอบแกนที่มีทิศทางเดียวกับแรง ไมจําเปนตองใช เน่ืองจากไม
เกิดโมเมนตอยูแลว ( FrM

vvv
×=  น่ันคือทิศทางของโมเมนต หรือทิศทางของแกน 

จะตองตั้งฉากกับทิศทางของแรงเสมอ ดังน้ันถาแรงมีทิศทางเดียวกับแกน จะไมเกิด
โมเมนตรอบแกนนั้น)  

4. กรณีใดๆ (General) ในกรณีน้ีแรงแตละแรงไมผานจุดเดียวกัน ไมผานแนวเสนตรง
เดียวกัน และไมขนานกัน กรณีน้ีจําเปนตองใชสมการสมดุลทั้งหมดในการแสดงสภาพ
สมดุล ดังแสดงในตัวอยางที ่4 รูปที่ 2 

 

 
รูปที่ 2 สมดุลประเภทตางๆ ใน 3 มิติ 
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รูปที่ 3 การยึดวัตถใุนรูปแบบตางๆ (3 มิติ) 

 
Constraints and Statical Determinacy 
 รูปที่ 3 แสดงการยึดวัตถใุนรูปแบบตางๆ ใน 3 มิติ ขอตอแตละอันจะสามารถรับแรงใน
แนวแกนของมันไดเทานั้น ในรูปที่ 3(a) ขอตอที่วางตวัในทศิทางตางๆ กัน ทั้ง 3 ทิศทาง ทําให
ไมเกิดการเคลื่อนไหวในแนวแกน x, y และ z นอกจากนี้ ขอตอคู 1-6, 3-4 และ 3-5 ทั้ง 3 คูยัง
ทําหนาที่รับโมเมนตที่อาจจะเกิดขึ้นทั้ง 3 ทิศทาง ดังน้ันการยึดในรูปที่ 3(a) จึงเปนการยึดโดย
สมบูรณและมีตัวจับยึดที่พอเพียง (Adequate constraints) 
 การยึดวัตถใุนรูปที่ 3(b) ใชจํานวนขอตอทั้งหมด 6 อัน เชนเดียวกับรูปที่ 3(a) อยางไรก็
ตาม สังเกตไดวาแรงที่กระทําโดยขอตอทุกอัน ผานแนวเสนตรง AE การที่แรงทุกแรงผาน
เสนตรง AE ทําใหการจับยึดในรูปน้ีไมสามารถรับโมเมนตภายนอกที่จะใสเขาเพื่อทําใหเกิด
โมเมนตรอบแกน AE ได ดังน้ันการยึดแบบนี้จึงเปน การยึดเพียงบางสวนโดยมีตัวจับยึดไม
เพียงพอ (Partial constraints) 
 รูปที่ 3(c) แสดงการจับยึดโดยใชขอตอ 6 อันเชนกัน แตจะสังเกตไดวาขอตอทุกอัน
วางตวัในแนวแกน x และ z ไมมีขอตออันไหนที่วางตัวในแนวแกน y เลย ทาํใหระบบน้ีไม
สามารถรับแรงในแนวแกน y ที่จะใสเพ่ิมเขาไปได การยึดแบบนี้จึงเปน การยึดเพียงบางสวน
โดยมีตัวจับยดึไมเพียงพอเชนกัน 
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 รูปที่ 3(d) แสดงการจับยึดคลายกับรูปที ่3(a) เพียงแตรูปที่ 3(d) มีขอตอ 7 เพ่ิมเขามา 
โดยขอตออ่ืนๆ ยังวางตัวเหมือนเดิม เน่ืองจากจับยึดโดยขอตอ 6 อัน ดังแสดงในรูปที่ 3(a) เปน
การจับยึดที่พอเพียงอยูแลว การใสขอตอที่ 7 เขาไปจึงเปนการจับยึดที่มากเกนิความจําเปน 
หรือเรียกวา การจับยึดซึ่งมีขอตอมากเกินไป (Redundant constraints) และเนื่องจากสมการ
สมดุลใน 3 มิติ มีเพียง 6 สมการ แตการจับยึดโดยขอตอมากกวา 6 ขอ จะทําใหมีตัวไมทราบคา
มากกวาจํานวนสมการ กรณีน้ีจึงไมสามารถหาคําตอบไดโดยวิธทีางสถิตยศาสตร หรืออาจ
เรียกวา Statically indeterminate 
 
ข้ันตอนในการแกปญหาสภาพสมดุลสองมิต ิ

1. ตรวจสอบวาปริมาณใด หรือแรงใดทราบคา หรือไมทราบคาบาง 
2. เลือกวตัถุที่จะพิจารณา เขียน FBD และแกนพิกัด 
3. หาพิกัดจุดตางๆ ที่แรงกระทํา 
4. เขียนแรงแบบเวคเตอร โดย  

แรง(เวคเตอร) = (ขนาดของแรง)(เวคเตอรหน่ึงหนวยแสดงทิศทางของแรง) 
5. เลือกจุดที่มีแรงผานมากที่สุด และใชสมการสมดุลของโมเมนตรอบจุดนั้น โดย

คํานวณหาโมเมนตดังน้ี 0)( =×= ∑∑ FrM
vvv

 จากสมการโมเมนตน้ี จะทําให
สามารถหาคาแรงไมทราบคา ซ่ึงไมไดผานจุดหมุนได 

6. ใชสมการสมดุลของแรง เพ่ือหาแรงในทิศทางอื่นๆ 
 
เรียบเรียงจาก “Engineering Mechanics Statics fifth edition SI version” ของ J. L. Meriam 
และ L. G. Kraige เพ่ือใชประกอบการเรยีนการสอนวชิา 2103213 Engineering Mechanics I 
โดย อ.ดร. ชนัตต รัตนสุมาวงศ 
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3/90 A rectangular sign over a 
store has a mass of 100 kg, with 
the center of mass in the center of 
the rectangle. The support against 
the wall at point C may be treated 
as a ball-and-socket joint. At 
corner D support is provided in 
the y-direction only. Calculate the 
tension T1 and T2 in the supporting 
wires, the total force supported at 
C, and the lateral force D
supported at D.

วิธีทํา เขียน FBD ไดดังแสดงในรูป จากรูปจะเห็นไดวามีแรงที่ไมทราบคาทั้งหมด 
6 แรง ดังนั้นสามารถใชสมการสมดุล 3 มิติหาคาออกมาได

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ4(
9497.45.25.14

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ4(ˆ 1
222111 kjiTkjiTnTT EA +−−=

++

+−−
==

v

T1
T2

D

Cx

Cy

Cz

mg

E
F

T1
T2

D

CxCx

CyCy

CzCz

mg

E
F

พิกัดจุดตางๆ เปนดังน้ี
A(0,-1.5,2.5)
B(0,1.5,2.5)
C(0,0,-1)
D(0,0,0)
E(4,0,0)
F(2.5,0,0)

เขียนแรงที่ไมไดขนานกันแกน x, 
y, และ z ใหอยูในรูปเวคเตอร

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ5.2(
8406.35.25.15.2

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ5.2(ˆ 2
222222 kjiTkjiTnTT FB ++−=

++

++−
==

v
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Ans

เลือกจุดที่แรงผานมากที่สุดเปนจุดหมุนในการใชสมการสมดุลของโมเมนต ในที่นี้คือ
จุด C

[ ]0=∑ CM
v

0)ˆ)(1(ˆ)2(2211 =−++×+× iDjmgTrTr
vvvv

โดย คือเวคเตอรที่ชี้จากจุดหมุน C ไปยังแนวแรง T1 (จุด E)1r
v

คือเวคเตอรที่ชี้จากจุดหมุน C ไปยังแนวแรง T2 (จุด F)2r
v

(1)

)ˆ6ˆ14ˆ5.1(
9497.4

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ4(
9497.4

)ˆˆ4( 11
11 kjiTkjiTkiTr −−=+−−×+=×
vv

)ˆ75.3ˆ75.8ˆ5.1(
8406.3

)ˆ5.2ˆ5.1ˆ5.2(
8406.3

)ˆˆ5.2( 12
22 kjiTkjiTkiTr +−−=++−×+=×
vv

แทนลงในสมการ (1)

0ˆˆ)2)(81.9(100                                                               

)ˆ75.3ˆ75.8ˆ5.1(
8406.3

)ˆ6ˆ14ˆ5.1(
9497.4

21

=−+

+−−+−−

iDj

kjiTkjiT

สมการนี้จะเปนจริงไดเม่ือสวนประกอบเวคเตอรในทิศทาง I, j, k เปน 0 ทั้งหมด
จากสมการที่ (2) เม่ือคิดทีละทิศทางจะไดระบบสมการดังนี้

0)5.1(
8406.3

)5.1(
9497.4

21 =−−+ DTT

)2)(81.9(100)75.8(
8406.3

)14(
9497.4

21 −=−+−
TT

(2)

0)75.3(
8406.3

)6(
9497.4

21 =+−
TT

(3)

แกระบบสมการ (3) จะได

T1 = 346.83 N, T2 = 430.586 N, D = -63.064 N

จะเห็นวา การใชสมการสมดุลโมเมนตรอบจุด จะทําใหหาคาของแรงไมทราบคาได 3 
แรง เนื่องจากสมการเวคเตอรครอบคลุมถึงทิศทางตามแกน x, y, และ z 3 ทิศทาง
ขั้นตอไปจะหาแรงที่เหลือ โดยใชสมการสมดุลแรงในแนวแกน x, y, และ z 
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Ans

[ ]0=∑ xF 0286.280284.280 =−−xC

ดังนั้น

จากขนาดของแรง T1 และ T2 ที่ไดจะสามารถเขียนแรงทั้งสองในรูปเวคเตอรไดดังนี้ 

kjikjiT ˆ177.175ˆ106.105ˆ284.280)ˆ5.2ˆ5.1ˆ4(
9497.4

83.346
1 +−−=+−−=
v

kjikjiT ˆ286.280ˆ171.168ˆ286.280)ˆ5.2ˆ5.1ˆ5.2(
8406.3

586.430
2 ++−=++−=
v

57.560=xC N

[ ]0=∑ yF 0064.63171.168106.105 =−+−yC

0=yC N

[ ]0=∑ zF 0)81.9(100286.280177.175 =−++zC

537.525=zC N

39.768537.525057.560 22 =++=C N

 


