
บทท่ี 2 

หลกัการและความรู้พื้นฐาน 

 

1. หลกัการพื้นฐานของการสัน่สะเทือน 

 หลกัการพืน้ฐานของการสัน่สะเทอืนอาจจะอธบิายไดโ้ดยใชห้ลกัการของพลงังานดงัแสดงในรปูที ่ 2-

2 โดยระบบทีแ่สดงในรปูประกอบดว้ยสปรงิและมวลเพยีง 2 ชิน้ โดยเมือ่ดนัมวล m ขึน้ดา้นบนจะทาํให้

สปรงิหดตวั งานจากแรงภายนอกทีใ่ชด้นัมวลจะถูกสะสมในรปูของพลงังานศกัยส์ปรงิ เมือ่ปล่อยมอืออก 

สปรงิจะคลายตวัดนัใหม้วล m เคลื่อนทีล่งมาดา้นล่าง ในขัน้ตอนน้ีพลงังานศกัยส์ปรงิจะถูกเปลีย่นเป็น

พลงังานจลน์ในการเคลื่อนทีข่องมวล พลงังานจลน์จะเพิม่ขึน้เรือ่ยๆ จนทีต่ําแหน่งสมดุล (แสดงโดยเสน้ประ

ในรปู) ซึง่สปรงิไมม่กีารยดืหด ในตําแหน่งน้ีเน่ืองจากไมม่พีลงังานศกัยส์ปรงิแสดงใหเ้หน็ว่าพลงังานทัง้หมด

ถูกเปลีย่นเป็นพลงังานจลน์ ดงันัน้ในตําแหน่งน้ีมวลจงึมคีวามเรว็มากทีสุ่ด 

 

 

 

 

รปูที ่2-2 หลกัการพืน้ฐานของการสัน่สะเทอืน 

 

เมือ่มวล m เคลื่อนทีต่ํ่าลงมาจากตําแหน่งสมดุลในตอนแรก สปรงิจะยดืตวัออก ในช่วงน้ีพลงังาน

จลน์จะมคี่าลดลง และถูกเปลีย่นรปูเป็นพลงังานศกัยส์ปรงิอกีครัง้หน่ึง พลงังานศกัยส์ปรงิจะมคี่ามากทีสุ่ด

เมือ่สปรงิเคลื่อนทีล่งมาตํ่าทีสุ่ด ซึง่ในตําแหน่งน้ีพลงังานจลน์จะถูกเปลีย่นเป็นพลงังานศกัยส์ปรงิทัง้หมด 

เมือ่ไมม่พีลงังานจลน์ดงันัน้ในตําแหน่งน้ีความเรว็ในการเคลื่อนทีจ่งึเป็นศูนย ์ เมือ่มวลเริม่เคลื่อนทีข่ ึน้อกีครัง้

พลงังานศกัยท์ีส่ะสมอยูก่จ็ะเปลีย่นแปลงมาเป็นพลงังานจลน์ ทาํใหว้ตัถุมคีวามเรว็เพิม่ขึน้อกีครัง้ การ

เปลีย่นรปูพลงังานจากพลงังานจลน์เป็นพลงังานศกัยน้ี์จะเกดิขึน้ซํ้าไปซํ้ามา ทาํใหเ้กดิการสัน่สะเทอืนขึน้  

กราฟทางดา้นขวามอืของรปูที ่ 2-2 แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างระยะ x ซึง่วดัจากตําแน่งสมดุลที่

เวลาต่างๆ โดยกราฟดา้นบนจะแสดงการสัน่สะเทอืนเมือ่ระบบไม่มกีารสญูเสยีพลงังานเลย งานจากแรง

ภายนอกถูกเปลีย่นเป็นผลรวมของพลงังานศกัยแ์ละพลงังานจลน์ทัง้หมด เน่ืองจากไมม่กีารสญูเสยีพลงังาน

ดงันัน้ขนาดของการสัน่สะเทอืนจะไมล่ดลงแมว้่าเวลาจะผ่านไปเท่าใดกต็าม แต่ในความเป็นจรงิแลว้ทุกๆ 
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ระบบจะมกีารสญูเสยีพลงังาน ทาํใหห้ลงัจากการเปลีย่นรปูพลงังานจากพลงังานจลน์เป็นพลงังานศกัย ์ หรอื

จากพลงังานศกัยเ์ป็นพลงังานจลน์ มพีลงังานทีล่ดลงเสมอ ดงันัน้ขนาดของการสัน่สะเทอืน จงึค่อยๆ ลดลง

ดงัแสดงในกราฟดา้นล่าง 

 

2. ส่วนประกอบของระบบการสัน่สะเทือน 

จากทีก่ล่าวมาในหวัขอ้ทีแ่ลว้ จะพบว่าระบบการสัน่สะเทอืนประกอบดว้ยส่วนประกอบพืน้ฐานอยา่ง

น้อย 2 ส่วน ไดแ้ก่ 1. ส่วนประกอบทีใ่ชเ้กบ็และปล่อยพลงังานศกัย ์ ซึง่ไดแ้ก่สปรงิในตวัอยา่ง และ 2. 

ส่วนประกอบทีใ่ชเ้กบ็หรอืปล่อยพลงังานจลน์ ซึง่ไดแ้ก่มวล m ในตวัอยา่ง ในกรณทีีม่กีารสญูเสยีพลงังาน

ดว้ย ระบบการสัน่สะเทอืนจะมสี่วนประกอบทีแ่ทนการสูญเสยีพลงังานเพิม่ขึน้มาดว้ย ดง้จะไดอ้ธบิายต่อไป 

2.1 ชิน้ส่วนยดืหยุน่ (Elastic component) 

 ชิน้ส่วนยดืหยุ่นทาํหน้าทีเ่กบ็และปล่อยพลงังานศกัยร์ะหว่างการสัน่สะเทอืน ตวัอยา่งของชิน้ส่วน

ยดืหยุ่น ไดแ้ก่ สปรงิชนิดต่างๆ รวมถงึชิน้ส่วนอื่นๆ ทีท่าํหน้าทีค่ลา้ยสปรงิ รปูที ่ 2-3 แสดงถงึแรงภายใน

สปรงิ fk และความสมัพนัธร์ะหว่างระยะยดื x กบัแรงภายนอกทีก่ระทํา F จากรปูจะไดว้่าแรงในสปรงิมี

ความสมัพนัธก์บัแรงภายนอกและระยะยดืดงัสมการ 

kxFfk −=−=     (2-1) 

 

 
 

รปูที ่2-3 แรงภายในสปรงิ และความสมัพนัธร์ะหว่างสปรงิกบัระยะยดื 

 

โดย k คอืค่าคงทีส่ปรงิ (spring stiffness) ซึง่อาจทราบค่าไดจ้ากทดลอง ค่าคงทีส่ปรงิน้ีจะทําใหท้ราบว่า

สปรงิเสยีรปูไดง้่ายหรอืยากเพยีงใดเมือ่มแีรงหรอืแรงบดิกระทํา โดยหากค่า k น้อยแสดงว่าสปรงิเสยีรปูงา่ย

หรอือาจเรยีกว่าสปรงิอ่อน แต่ถา้ k มคี่ามากแสดงว่าสปรงิเสยีรปูไดย้าก หรอือาจเรยีกว่าสปรงิแขง็   ส่วน

เครือ่งหมายลบในสมการที ่ (2-1) แสดงถงึทศิทางทีแ่รงในสปรงิกระทํา จะมทีศิทางตรงกนัขา้มกบัทศิทาง

ของแรงภายนอกเสมอ 

ส่วนพลงังานศกัย ์V ทีส่ะสมอยูใ่นสปรงิสามารถหาไดจ้ากสมการ 

2

0 2
1)( kxdxkxV

x

== ∫     (2-2) 

F

Ffk

x F

x
k

1

k



นอกจากสปรงิขดทีพ่บเหน็กนัไดท้ัว่ไปแลว้ ชิน้ส่วนยดืหยุน่อื่นๆ ทีท่ําหน้าทีท่าํนองเดยีวกบัสปรงิ ก็

สามารถพจิารณาว่าเป็นสปรงิในระบบการสัน่สะเทอืนไดเ้ช่นกนั เพื่อความสะดวกในทีน้ี่จะเรยีกชิน้ส่วน

ยดืหยุ่นอื่นๆ เหล่าน้ีว่า “สปรงิ” ดว้ยเช่นกนั ตวัอยา่งของชิน้ส่วนเหล่าน้ีแสดงในรปูที ่2-4 

 

  
 

Thin rod Tosion bar Cantilever beam 
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รปูที ่2-4 ตวัอยา่งชิน้ส่วนอื่นๆ ทีป่ระพฤตติวัเช่นเดยีวกบัสปรงิ 

 

Thin rod  

Thin rod เมือ่ไดร้บัแรงในแนวแกนแลว้จะยดืออก เมือ่ไมม่แีรงกระทํา Thin rod จะหดลงมาเหลอืความยาว

เท่าเดมิ ค่าคงทีส่ปรงิในกรณขีอง Thin rod สามารถหาไดจ้ากความสมัพนัธข์องโมดุลสัยดืหยุ่น E ความเคน้ 

σ และความเครยีด ε ดงัสมการ  
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/
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δ
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ดงันัน้     δ=δ⋅





= k

l
EAF     (2-3) 

จากสมการ (2-3) จะไดว้่า   
l

EAFk =
δ

=      (2-4) 

Torsion bar 

เมือ่มแีรงบดิมากระทํากบั Torsion bar ซึง่ยาว l ดงัแสดงในรปูที ่ 2-4 Torsion bar จะถูกบดิไปเป็นมุม θ 

เมือ่ไมม่แีรงบดิกระทาํแลว้ Torsion bar จะบดิคนืตวักลบัมาทีร่ปูรา่งเดมิ ค่าคงทีส่ปรงิของ Torsion bar 

สามารถไดโ้ดยใชค้วามสมัพนัธร์ะหว่างแรงบดิ M กบัมุมบดิ θ ดงัสมการ 
bGJ

Ml
=θ  

ดงันัน้      θ=θ⋅
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= k

l
GJM b     (2-5) 

จากสมการ (2-5) จะไดว้่า  
l

GJMk b=
θ

=      (2-6) 

เน่ืองจากในกรณีน้ีเป็นค่าคงทีข่องสปรงิบดิ ดงันัน้หน่วยของค่าคงทีส่ปรงิจะเป็น N.m/rad ซึง่แตกต่างจาก

ค่าคงทีส่ปรงิในกรณเีชงิเสน้ ซึง่จะมหีน่วยเป็น N/m 
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Cantilever beam 

คานแบบ Cantilever หรอืคานแบบอื่นๆ กป็ระพฤตติวัเช่นเดยีวกบัสปรงิเช่นกนั โดยเมือ่ออกแรงกดใน

ทศิทางตัง้ฉากกนัแกนคาน จะทําใหค้านโก่งออก δ แต่เมือ่ไมม่แีรงกระทํา คานจะคนืตวัสู่สภาพเดมิ ค่าคง

ตวัสปรงิในกรณีน้ีสามารถหาได ้ จากสมการแสดงความสมัพนัธข์องระยะโก่งกบัแรงกระทํา ในกรณขีองคาน

แบบ Cantilever ดงัแสดงในรปูที ่2-4 จะไดค้วามสมัพนัธด์งัสมการ 
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3

3

=δ  

ดงันัน้     δ=δ⋅
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EIF 3

3     (2-7) 

จากสมการ (2-7) จะได ้  3

3
l
EIFk =

δ
=      (2-8) 

 

 รปูที ่ 2-5 แสดงชิน้ส่วนทีท่ําหน้าทีเ่ช่นเดยีวกบัสปรงิ โดยรปู (ก) แสดง torsion spring ซึง่ใชก้นั

ทัว่ไปในบานพบัต่างๆ ส่วนรปู (ข) แสดง Torsion bar ทีใ่ชใ้นระบบรองรบั (suspension system) ของ

รถยนต ์โดยส่วนของ Lower control arm จะตดิกบัลอ้รถยนต ์เมือ่รถยนตว์ิง่ชนเนินลกูระนาด หรอืตกหลุม 

ส่วน Lower control arm จะมกีารเคลื่อนทีข่ ึน้ลง และส่งผลให ้Torsion bar บดิ เพื่อรองรบัการเคลื่อนทีแ่ละ

ส่งผ่านการเคลื่อนทีท่ีม่ขีนาดน้อยไปยงัตวัรถยนตแ์ละหอ้งโดยสารต่อไป สาํหรบัรปู (ค) กแ็สดงถงึการใช้

แหนบสปรงิ ซึง่กค็อืคานทีท่ําหน้าทีเ่ป็นสปรงิในระบบรองรบัของรถยนตเ์ช่นกนั 

 

  

 

(ก) Torsion spring (ข) Torsion bar (ค) แหนบในรถยนต ์
 

รปูที ่2-5 ตวัอยา่งสปรงิและชิน้ส่วนทีท่าํหน้าทีเ่ช่นเดยีวกบัสปรงิ 

 

ระบบทีป่ระกอบดว้ยสปรงิหลายตวั 

 ในระบบการสัน่สะเทอืนนัน้อาจจะประกอบดว้ยชิน้ส่วนยดืหยุ่นต่างๆ ประกอบอยู่ดว้ยกนั ในการ

วเิคราะหจ์ะพจิารณาการประกอบกนัของชิน้ส่วนยดืหยุ่น เป็นเช่นเดยีวกบัการต่อกนัของสปรงิ ซึง่มรีปูแบบ

การต่อพืน้ฐานอยู ่2 แบบ ไดแ้ก่การต่อแบบขนาน และการต่อแบบอนุกรม 



 

  
 

 

 
 

 

 

 

(ก) การต่อแบบขนาน 
 

(ข) การต่อแบบอนุกรม 
 

รปูที ่2-6 การต่อสปรงิแบบขนานและแบบอนุกรม 

 

การต่อแบบขนาน 

การต่อสปรงิแบบขนานแสดงดงัรปูที ่ 2-6(ก) จะเหน็ว่าระยะยดืของสปรงิทุกๆ ตวัจะมคี่าเท่ากนั และเมือ่

พจิารณาแรงทีก่ระทําจะพบว่า ผลรวมของแรงทีก่ระทํากบัสปรงิแต่ละตวัจะมคี่าเท่ากบัแรงรวมทีก่ระทาํกบั

ระบบดงัแสดงดว้ยสมการ 

321 FFFF ++=     (2-9) 

แทนความสมัพนัธข์องแรงกบัค่าคงทีส่ปรงิและระยะยดืลงในสมการ (2-9) จะได ้

δ+δ+δ=δ 321 kkkkeq  

ดงันัน้     321 kkkkeq ++=     (2-10) 

โดย keq หมายถงึค่าคงทีส่ปรงิของระบบรวมทัง้หมด จะเหน็ว่าในการต่อแบบขนานนัน้ ค่าคงทีส่ปรงิจะ

เท่ากบัผลบวกของค่าคงทีส่ปรงิแต่ละตวั และสามารถเขยีนในรปูทัว่ไปไดด้งัสมการ 
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     (2-11) 

โดย n คอืจาํนวนสปรงิ 

การต่อแบบอนุกรม 

การต่อสปรงิแบบอนุกรมแสดงดงัรปูที ่ 2-6(ข) ในกรณีน้ีน้ีแรงทีก่ระทํากบัสปรงิแต่ละตวัจะมคี่าเท่ากนั แต่

ระยะยดืของสปรงิแต่ละตวัจะต่างกนัหากค่าคงทีข่องสปรงิไมเ่ท่ากนั โดยระยะยดืรวมจะเท่ากบัผลรวมระยะ

ยดืของสปรงิแต่ละตวั ดงันัน้ 

321 δ+δ+δ=δ     (2-12) 

แทนความสมัพนัธข์องแรงกบัค่าคงทีส่ปรงิและระยะยดื จะได ้
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ดงันัน้     
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1111
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++=     (2-13) 

หรอืเขยีนในรปูทัว่ไปไดด้งัสมการ 
1
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 การต่อกนัของชิน้ส่วนยดืหยุ่นในระบบการสัน่สะเทอืนมกัจะพจิารณาเป็นการต่อกนัแบบขนาน หรอื

แบบอนุกรม อยา่งไรกต็ามหากการต่อกนัไมส่อดคลอ้งกบัรปูแบบใดรปูแบบหน่ึง ค่าคงทีข่องสปรงิรวมก็

จะตอ้งหาไดโ้ดยการพจิารณาความสมัพนัธข์องแรง ระยะยดืหด โดยตรง 

 

2.2 ส่วนประกอบทีแ่ทนความเฉื่อย (Inertia component) 

 ส่วนประกอบทีแ่ทนความเฉื่อยไดแ้ก่ มวล m ในการเคลื่อนทีแ่บบเลื่อนที ่และโมเมนตค์วามเฉื่อย J

ในการเคลื่อนทีแ่บบหมนุ ส่วนประกอบเหล่าน้ีทําหน้าทีเ่กบ็และปล่อยพลงังานจลน์ในระบบการสัน่สะเทอืน 

โดยพลงังานจลน์ T ของมวลเมือ่เคลื่อนทีแ่บบเลื่อนทีห่าไดจ้าก 

2

2
1 xmT =      (2-15) 

โดย x  คอืความเรว็การเคลื่อนที ่

ส่วนพลงังานจลน์ในกรณกีารหมุนหาไดจ้าก 

2

2
1

θ= JT      (2-16) 

โดย θ  คอืความเรว็เชงิมุมของการหมนุ 

 

2.3 ส่วนประกอบทีแ่ทนการสญูเสยีพลงังานของระบบ 

 ตามทีไ่ดก้ล่าวมาแลว้ว่า สําหรบัการสัน่สะเทอืนทีไ่ม่มกีารสญูเสยีพลงังานจากระบบเลย การสัน่จะ

เกดิขึน้ตลอดไปโดยไมห่ยดุ หากไม่มพีลงังานภายนอกใส่เขา้มาเพื่อเปลีย่นแปลงระบบ อยา่งไรกต็ามใน

ความเป็นจรงิแลว้ระบบการสัน่สะเทอืนจะสญูเสยีพลงังานไปกบัสาเหตุต่างๆ เช่นการสญูเสยีพลงังานในการ

เสยีรปูของสปรงิ แรงเสยีดทาน หรอืแรงตา้นทานการเคลื่อนทีจ่ากอากาศ เป็นตน้ โดยพลงังานทีส่ญูเสยีจะ

เปลีย่นรปูเป็นรปูของความรอ้น หรอืเสยีง ดว้ยเหตุน้ีพลงังานในระบบการสัน่สะเทอืนจงึน้อยลงเรือ่ยๆ ทําให้

ขนาดการสัน่สะเทอืนน้อยลงจนกระทัง่หยดุสัน่  

ระบบการสัน่สะเทอืนโดยทัว่ไปมกัจะแทนการสญูเสยีพลงังานจากสาเหตุต่างๆ ว่าเป็นการสญูเสยี

จากตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน (Damper) โดยตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนทีใ่ชก้นัมากในการวเิคราะหป์ญัหาการ



สัน่สะเทอืนไดแ้ก่ viscous damper ซึง่เป็นตวัหน่วงซึง่เป็นผลจากความตา้นทานการเคลื่อนทีข่องวตัถุเมือ่

เคลื่อนทีใ่นตวักลางทีเ่ป็นของไหล เช่น อากาศ ก๊าซ หรอืของเหลว ตวัอยา่งของ viscous damper ในงาน

ทางวศิวกรรม เช่น (1) ฟิลม์ของสารหล่อลื่นบนพืน้ผวิทีม่กีารเคลื่อนทีส่มัพทัธก์นั ใน journal bearing หรอื 

น้ํามนัหล่อลื่นระหว่างกระบอกสบูและลกูสบู (2) การเคลื่อนทีข่องของไหลผ่านรขูนาดเลก็ (orifice)  

สาํหรบั viscous damper แรงตา้นทานการเคลื่อนที ่ fd จะมขีนาดแปรผนัตรงกบัความเรว็การ

เคลื่อนที ่ตามสมการ 

 xcFfd −=−=     (2-17) 

โดย c คอืสมัประสทิธิค์วามหน่วง (damping coefficient) เครือ่งหมายลบแสดงใหเ้หน็ว่าแรงทีเ่กดิ

เป็นแรงต้านทานการเคลื่อนทีแ่ละมทีศิตรงกนัขา้มกบัทศิของความเรว็ รปูที ่ 2-7 แสดงสญัลกัษณ์ของ 

viscous damper ซึง่เป็นรปูกระบอกสบูและลกูสบู (dashpot) 

 

 
รปูที ่2-7 สญัลกัษณ์ของตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนในระบบการสัน่สะเทอืน 

 

 สมการทีเ่กีย่วขอ้งกบัส่วนประกอบของระบบการสัน่สะเทอืนซึง่ไดแ้ก่ ชิน้ส่วนยดืหยุน่ ความเฉื่อย

หรอืมวล และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ทีแ่สดงขา้งตน้จะใชส้าํหรบัระบบทีม่กีารเคลื่อนทีแ่บบเลื่อนที ่ สาํหรบั

ระบบทีเ่ป็นการหมุน รปูแบบของสมการจะเปลีย่นแปลงเลก็น้อย โดย แรงจะถูกเปลีย่นเป็นแรงบดิ การ

เคลื่อนทีเ่ชงิเสน้จะถูกเปลีย่นเป็นการเคลื่อนทีเ่ชงิมุม ตารางที ่2-1 แสดงการเปรยีบเทยีบระหว่างสมการทีใ่ช้

ในระบบเชงิเสน้กบัระบบเชงิมมุ 

 

ตารางที ่2-1 สมการในระบบเชงิเสน้และเชงิมุม 
 

สมการ เชงิเสน้ เชงิมุม 

แรงจากสปรงิ kxFk =  θ= Tk kM  

แรงจากตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน xcFd =  θ= 
Td cM  

สมการการเคลื่อนที ่ xmF =  θ= JM  
 

c
F

Ffd



 
 

 

 

 

ตวัอย่างที่ 2-1 Determine the torsional spring

constant of the steel propeller shaft shown in

the figure. (Shear modulus G = 80 GPa)

เน่ืองจากเมื่อมีแรงบิดกระทํากับเพลา propeller แรงบิดที่กระทํากับเพลาทัง้สองส่วนจะมขีนาดเท่ากัน 

ส่วนมุมบิดทัง้หมดในระบบ จะเป็นผลรวมของมุมบิดของเพลาแต่ละเพลา ดงันั้นจงึไดว่้าการต่อกันของ

เพลา propeller สองส่วนเป็นการต่อกันของของสปรงิแบบอนุกรม (แรงที่กระทํากับสปรงิแต่ละตวัเท่ากัน 

ระยะยืดของสปรงิเท่ากับผลรวมระยะยืดของสปรงิแต่ละตวั) ดงัรูป 

k1 k2

เน่ืองจากเพลาแต่ละช่วงเป็น Torsion bar กลวง ค่า k จะหาไดจ้าก
l

GJk =

โดยค่า J หาไดจ้าก
32

)( 44 dDJ −π
=

ดงันัน้ k จะหาไดจ้าก
l

dDG
l
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ตวัอย่างที่ 2-2 A hoisting drum, carrying a steel

wire rope, is mounted at the end of a cantilever

beam as shown in the figure. Determine the

equivalent spring constant of the system when

the suspended length of the wire rope is l.
Assume that the net cross-sectional diameter of

the wire rope is d and the Young’s modulus of

the beam and the wire rope is E. 

b

l

φ d

W

A

A’

a
t

A-A’

ในข้อน้ีแรงเน่ืองจากน้ําหนัก W ทําให้ wire rope ยืดออก และแรงเดยีวกันน้ีทําให้คานโก่งลงดว้ย โดย

ระยะที่มวล W เคลื่อนที่ลงมาเท่ากับผลรวมของระยะยืดของ wire rope และระยะที่คานแอ่น ดงันั้นจงึอาจ

พจิารณาระบบน้ีเป็นการต่อกันของสปรงิแบบอนุกรม โดย kb แทนค่าคงที่สปรงิของคาน ส่วน kr แทน

ค่าคงที่สปรงิของ wire rope ดงัแสดงในรูป

kr

kb

ค่า kb ของคานหาไดจ้ากความสมัพนัธข์องระยะโก่งของคานและแรงกระทํา 

ดงัสมการ

3

3
3

33 412
133

b
Eatat

b
E

b
EIkb =






==

ค่า kr หาไดจ้ากความสมัพนัธร์ะหว่างแรงและระยะยืดของ wire rope ดงัสมการ

l
Ed

l
AEkr 4

2π
==

ค่า keq ของระบบหาไดจ้ากการรวมค่า kb และ kr แบบอนุกรมดงัน้ี
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3. การสร้างแบบจาํลองระบบการสัน่สะเทือน 

 ในปญัหาการสัน่สะเทอืนจรงินัน้มกัมคีวามซบัซอ้น มปีจัจยัทีส่่งผลต่อการสัน่สะเทอืนจาํนวนมาก 

การวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืนจงึตอ้งเริม่จากจาํลองระบบจรงิทีม่คีวามซบัซอ้น ใหเ้ป็นระบบทีง่่ายต่อ

การวเิคราะหเ์สยีก่อน จงึจะสามารถวเิคราะหโ์ดยใชห้ลกัการทางฟิสกิสแ์ละทางคณิตศาสตรต่์อไปได ้ 

รปูที ่ 2-8 แสดงถงึแผนผงัตวัอยา่งการวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืน จากระบบจรงิทีม่คีวาม

ซบัซอ้น ปญัหาจะถูกทําใหม้คีวามซบัซอ้นลดน้อยลงโดยการตัง้สมมตุฐิานต่างๆ และสรา้งเป็นแบบจาํลอง

กายภาพ (Physical model) ซึง่มกัประกอบดว้ยส่วนประกอบทีเ่ป็นมวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

จากแบบจาํลองกายภาพ ผูว้เิคราะหส์ามารถใชท้ฤษฎ ีกฎ ทางฟิสกิสต่์างๆ เช่น กฎการเคลื่อนทีข่องนิวตนั 

หรอืใชว้ธิกีารทางพลงังาน สรา้งแบบจาํลองทางคณิตศาสตร ์ (Mathematical model) และสมการ

คณติศาสตรอ์อกมาได ้ เมือ่แกส้มการทางคณติศาสตรน้ี์จะทาํใหท้ราบลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบการ

สัน่สะเทอืนได ้ ความถูกตอ้งของการสัน่สะเทอืนทีค่าํนวณไดน้ี้จะทราบไดโ้ดยการเปรยีบเทยีบผลการ

คาํนวณกบัผลการทดสอบการสัน่สะเทอืน และหากตอ้งการใหผ้ลทีไ่ดใ้กลเ้คยีงกบัผลการวดัการสัน่สะเทอืน

มากยิง่ขึน้ กอ็าจจาํเป็นทีจ่ะตอ้งพจิารณาเพิม่ปจัจยัต่างๆ ในขัน้ตอนการสรา้งแบบจาํลองทางกายภาพให้

ใกลเ้คยีงกบัปญัหาจรงิยิง่ขึน้ ซึง่กม็กัจะเพิม่ความซบัซอ้นในการคํานวณมากขึน้ตามไปดว้ย ดงันัน้การ

วเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืน ผูว้เิคราะหจ์งึตอ้งคาํนึงถงึความถูกตอ้งแมน่ยาํของผลลพัธท์ีไ่ดร้วมถงึความ

ซบัซอ้นยุง่ยากในการคํานวณประกอบกนัไปดว้ย 

 

 
 

รปูที ่2-8 แผนผงัตวัอยา่งการวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืน 

 

Actual system

Physical modeling
Make simple approximations 
based on engineering judgement

Physical model

Mathematical modeling
Apply physical laws to 
obtain equation of motion

Math model

Analysis
Solve EOM to predict dynamic 
characteristics and time response

Predicted 
response

Tests

Make design 
decision
Choose physical 
parameters, 
change or augment 
system if necessary

Actual 
response



3.1 องศาความอสิระ 

 องศาความเป็นอสิระ (Degree of freedom) คอืตวัเลขแสดงจาํนวนพกิดัทีเ่ป็นอสิระต่อกนัทีน้่อย

ทีสุ่ด ทีส่ามารถใชอ้ธบิายตําแหน่งของส่วนต่างๆ ของระบบได ้ ทีเ่วลาใดๆ รปูที ่ 2-9 ถงึรปูที ่ 2-12 แสดง

ระบบทีม่อีงศาความเป็นอสิระต่างๆ กนั  

 รปูที ่2-9 แสดงระบบทีม่ ี1 องศาอสิระ ตําแหน่งทีแ่น่นอนของระบบเหล่าน้ีสามารถบอกไดโ้ดยใชต้วั

แปรแสดงพกิดัเพยีงตวัแปรเดยีวเท่านัน้ เช่น ตําแหน่งของ Slider ในกลไก Slider-crank-spring ในรปู (a) 

สามารถบอกไดโ้ดยใชพ้กิดั x หรอื θ ตวัใดตวัหน่ึง (x และ θ ไมเ่ป็นอสิระต่อกนั) มวล m ในรปู (b) ก็

สามารถบอกพกิดัไดโ้ดยใชพ้กิดั x เพยีงตวัเดยีว เช่นเดยีวกบัตําแหน่งของจานหมุนในรปู (c) กแ็สดงไดโ้ดย

พกิดั θ เพยีงตวัเดยีวเช่นกนั 

 

   
 

รปูที ่2-9 ระบบทีม่ ี1 องศาอสิระ 

 

   
 

รปูที ่2-10 ระบบทีม่ ี2 องศาอสิระ 

 

รปูที ่ 2-10 แสดงระบบทีม่ ี 2 องศาอสิระ ในระบบเหล่าน้ีจาํเป็นจะตอ้งใชต้วัแปร 2 ตวัเพื่อบอก

ตําแหน่งทีแ่น่นอนของส่วนประกอบต่างๆ ของระบบ ในรปู (a) มวลทัง้ 2 กอ้นเชื่อมต่อกนัดว้ยสปรงิยดืหยุน่

ได ้ ดงันัน้การบอกตําแหน่งของมวลจงึตอ้งบอกทัง้ 2 กอ้น (x1 และ x2) จงึจะทราบตําแหน่งทีแ่น่นอน 

ทาํนองเดยีวกบัรปู (b) จานหมนุทัง้สองจานเชื่อมต่อกนัดว้ยเพลาทีย่ดืหยุน่ได ้ดงันัน้การหมุนของจานทัง้คู่ก็

อาจจะไมห่มุนไปพรอ้มกนัได ้ดงันัน้จงึตอ้งใชต้วัแปร θ1 และ θ2 เพื่อบอกมมุทีจ่านแต่ละตวัหมนุ ส่วนในรปู 

(c) จาํเป็นจะตอ้งใชพ้กิดั x บอกตําแหน่งของมวล m และใชมุ้ม θ เพื่อบอกพกิดัการแกว่งของลกูตุม้ รปูที ่2-



11 แสดงระบบทีม่ ี 3 องศาอสิระ ทาํนองเดยีวกบัระบบทีม่ ี 2 องศาอสิระ การบอกตําแหน่งของมวล ลกูตุม้ 

หรอื จาน ทัง้สามอนัในแต่ละรปู กต็อ้งใชต้วัแปรบอกตําแหน่ง 3 ตวัเช่นกนั 

 รปูที ่ 2-12 แสดงระบบทีม่จีาํนวนองศาอสิระไมจ่าํกดั (Infinite-number-of-degrees-of-freedom 

system) หรอื Continuous or distributed systems ตวัอยา่งทีแ่สดงในรปูคอืคานทีป่ลายดา้นหน่ึงยดึแน่น 

จะพบว่าตําแหน่งต่างๆ อาจมกีารเสยีรปูทีแ่ตกต่างกนัได ้ หากมแีรงกระทาํรปูแบบต่างกนัมากระทํา ดงันัน้

การแสดงลกัษณะการเสยีรปูของคานจงึตอ้งใชร้ะบบพกิดัแบบทีม่อีงศาอสิระไมจ่าํกดั 

 แทจ้รงิแลว้วตัถุทุกชนิดทีม่กีารเสยีรปูได ้ ควรจะถูกพจิารณาเป็นวตัถุทีม่จีาํนวนองศาอสิระไม่จาํกดั

ทัง้หมด อย่างไรกต็ามการพจิารณาแบบน้ีถงึแมว้่าจะใหค้วามแม่นยาํสงู แต่กม็กีารคาํนวณทีล่ะเอยีดสงูขึน้

ตามไปดว้ย ดงันัน้ในการสรา้งแบบจาํลองการสัน่สะเทอืนในหลายๆ ครัง้ จงึมกัตัง้สมมตุฐิานใหว้ตัถุที่

พจิารณาเป็นวตัถุแขง็เกรง็ ไมม่กีารเสยีรปู ทําใหร้ะบบสามารถพจิารณาเป็นระบบทีม่อีงศาอสิระน้อยๆ ซึง่มี

การคาํนวณซบัซอ้นน้อยกว่าได ้

 

 

  
 

รปูที ่2-11 ระบบทีม่ ี3 องศาอสิระ 

 

 
 

รปูที ่2-12 ระบบทีม่จีาํนวนองศาอสิระไม่จาํกดั 

 

  



3.2 แบบจาํลองกายภาพ 

 แบบจาํลองกายภาพเป็นการจาํลองระบบจรงิทีม่คีวามซบัซอ้น ใหเ้ป็นระบบอย่างงา่ย ทีส่ามารถ

นําไปวเิคราะหก์ารสัน่สะเทอืนต่อไปได ้โดยระบบทีจ่าํลองจะประกอบดว้ยความเฉื่อยหรอืมวล สปรงิ และตวั

หน่วงการสัน่สะเทอืน ตวัอยา่งของการสรา้งแบบจาํลองกายภาพแสดงดงัต่อไปน้ี 

การสัน่สะเทอืนของรถมอเตอรไ์ซค ์ 

รปูที ่ 2-13 แสดงการจาํลองการสัน่สะเทอืนของรถมอเตอรไ์ซค ์ ใหก้ลายเป็นแบบจาํลองกายภาพ

อยา่งงา่ย จะเหน็ว่าการสรา้งแบบจาํลองกายภาพอาจทําไดห้ลายแบบ ขึน้อยูก่บัวตัถุประสงคข์องการศกึษา 

ความแม่นยาํทีต่อ้งการ และความซบัซอ้นในการคาํนวณ 

 

 
 

รปูที ่2-13 ตวัอยา่งการจาํลองปญัหาจรงิใหเ้ป็นระบบกายภาพ 

 

 รปูที ่2-13 (b) แสดงระบบอยา่งง่ายทีสุ่ดโดยรวมมวลของคนขบั ตวัรถ และลอ้รถ เป็นมวล meq 

เพยีงตวัเดยีว ส่วนค่า keq กร็วมผลของความยดืหยุ่นของยาง strut รวมทัง้คนขบัเขา้ดว้ยกนั ทาํนอง

เดยีวกนัค่า ceq กเ็ป็นผลมาจากทัง้ strut และคนขบั ระบบน้ีมจีาํนวนองศาอสิระเพยีง 1 เท่านัน้ ซึง่พกิดัที่

บอกการเคลื่อนทีข่ ึน้ลงแสดงถงึภาพรวมของการสัน่สะเทอืนขึน้-ลงของคนและรถทัง้หมด ถงึแมแ้บบจาํลอง

น้ีจะมขีอ้ดทีีม่คีวามซบัซอ้นน้อย แต่กไ็มส่ามารถอธบิายไดว้่าดา้นหน้ารถและดา้นหลงัรถจะสัน่ขึน้ลงอยา่งไร 

และไมส่ามารถบอกไดว้่า strut ช่วยลดการส่งผ่านการสัน่สะเทอืนไดอ้ย่างไร ถา้ผูว้เิคราะหต์อ้งการพจิารณา

ถงึประเดน็เหล่าน้ี จะตอ้งปรบัปรงุแบบจาํลองกายภาพใหค้าํนึงถงึผลของการสัน่สะเทอืนของลอ้หน้าและ

หลงั และแยกผลของยางกบั strut ออกจากกนั ดงัแบบจาํลองในรปู (c) ซึง่แยกลอ้หน้าและหลงัออกจากกนั 

และแยกผลของมวลลอ้ mw ออกจากมวลรวมของคนและตวัรถ หากพจิารณาว่า strut มสีมัประสทิธิ ์

rider

rider

vehicle
strut

wheel
tire



ความหน่วง cs มากกว่ายางมากๆ กอ็าจจะละสมัประสทิธิค์วามหน่วงของยางได ้ ดงัแสดงในรปู ค่า ks และ 

kt แสดงค่าคงทีส่ปรงิของ strut และยางตามลาํดบั การพจิารณาประเดน็เหล่าน้ีเพิม่ขึน้มาทาํใหอ้งศาความ

อสิระของระบบน้ีเพิม่เป็น 4 ซึง่เพิม่ความซบัซอ้นในการคาํนวณขึน้อย่างมาก อยา่งไรกต็ามในแบบจาํลองใน

รปู (c) กย็งัไมส่ามารถอธบิายถงึการส่งผ่านการสัน่สะเทอืนระหว่างตวัรถกบัคนขบัได ้ หากตอ้งการอธบิาย

ส่วนน้ีจะตอ้งสรา้งแบบจาํลองใหค้นขบัแยกออกจากตวัรถ ดงัแสดงในรปู (d) โดย mr คอืมวลของคนขบั mv 

คอืมวลของตวัรถ kr และ cr คอืค่าคงทีส่ปรงิ และสมัประสทิธิค์วามหน่วงของคนขบัตามลาํดบั ส่งผลให้

ระบบน้ีจะมจีาํนวนองศาอสิระเพิม่ขึน้เป็น 5 แต่ถา้ไม่ตอ้งการทราบผลการสัน่สะเทอืนดา้นหน้าและหลงัของ

รถมอเตอรไ์ซค ์ แต่ตอ้งการทราบผลของ strut ต่อการส่งผ่านการสัน่สะเทอืนไปทีค่นกบัรถ กอ็าจจะสรา้ง

แบบจาํลองแบบในรปู (e) ซึง่มอีงศาความอสิระ 2 กไ็ด ้ โดยรวมมวลลอ้หน้าและหลงัเขา้ดว้ยกนั และรวม

ค่าคงทีส่ปรงิและค่าความหน่วงดา้นหน้าและหลงัเขา้ดว้ยกนั 

 จะเหน็ว่าแบบจาํลองต่างๆ ทีส่รา้งขึน้มจีาํนวนองศาอสิระต่างกนั จาํนวนองศาอสิระทีเ่พิม่มากขึน้

ส่งผลอยา่งมากต่อความซบัซอ้นในการคาํนวณ ดงันัน้ในการวเิคราะหโ์ดยทัว่ไปมกัจะเลอืกแบบจาํลองทีม่ ี

จาํนวนองศาอสิระน้อยทีสุ่ดทีย่งัสามารถตอบวตัถุประสงคข์องการวเิคราะหไ์ด ้

เครือ่งซกัผา้ 

 รปูที ่ 2-14 แสดงแบบจาํลองกายภาพของเครือ่งซกัผา้แบบฝาหน้า ทีแ่กนหมนุของถงัซกัผา้อยูใ่น

แนวนอนขนานกบัพืน้โลก จะเหน็ว่าถงัเครือ่งซกัผา้ถูกจาํลองดว้ยกล่องมวล m ส่วนของยางทีต่ดิตัง้กบัฐาน

ถูกจาํลองดว้ยสปรงิและตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ส่วนแรงทีเ่กดิจากการหมุนป ัน่ผา้ ถูกจาํลองดว้ยแรงไม่

สมดุลทีเ่กดิจากการเคลื่อนทีข่องมวล m0 โดย e และ ω จะสมัพนัธก์บัขนาดของถงัซกัผา้ และความเรว็รอบ

หมนุในการซกัตามลาํดบั อยา่งไรกต็ามแบบจาํลองน้ีจะพจิารณาการสัน่ขึน้ลงของถงัซกัผา้เพยีงอย่างเดยีว 

โดยไมไ่ดค้ํานึงถงึการสัน่สะเทอืนในทศิทางดา้นขา้ง 

 

 
 

รปูที ่2-14 แบบจาํลองกายภาพของเครือ่งซกัผา้แบบฝาหน้า 

 



 จากตวัอยา่งขา้งตน้จะเหน็ว่า การสรา้งแบบจาํลองของระบบการสัน่สะเทอืนไมไ่ดม้รีปูแบบทีถู่กตอ้ง

เพยีงรปูแบบเดยีวเท่านัน้ แต่สามารถสรา้งไดห้ลากหลายรปูแบบ ขึน้อยูก่บัวตัถุประสงคข์องการวเิคราะห ์

และสมมตุฐิานต่างๆ ทีใ่ช ้   แบบจาํลองทีซ่บัซอ้นอาจจะสามารถทาํนายพฤตกิรรมของการสัน่สะเทอืนได้

ถูกตอ้งแมน่ยาํกว่า แต่กต็อ้งใชก้ารคํานวณทีซ่บัซอ้นกว่าเช่นกนั ดงันัน้ในการสรา้งแบบจาํลองของระบบการ

สัน่สะเทอืนจะตอ้งพจิารณาประเดน็ต่างๆ ทัง้วตัถุประสงคท์ีต่อ้งการ สมมตุฐิานทีส่มเหตุสมผล ความ

ซบัซอ้นของแบบจาํลอง และวธิกีารคาํนวณทีจ่ะใชแ้กป้ญัหาประกอบกนัดว้ย 

 

4. สมการการเคล่ือนท่ี 

 ในหวัขอ้ที ่ 3 ไดก้ล่าวถงึขัน้ตอนการวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืน และไดก้ล่าวถงึการสรา้ง

แบบจาํลองกายภาพ ซึง่จาํลองระบบจรงิใหเ้ป็นระบบอยา่งง่ายทีป่ระกอบดว้ยมวล สปรงิ และตวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืน ในหวัขอ้น้ีจะแสดงถงึการสรา้งแบบจาํลองทางคณติศาสตร ์ ซึง่เป็นสมการหรอืระบบสมการที่

แสดงการเคลื่อนทีข่องระบบการสัน่สะเทอืนนัน้ๆ จากแบบจาํลองกายภาพ เน่ืองจากสมการทีส่รา้งขึน้จะใช้

อธบิายการเคลื่อนทีข่องวตัถุ จงึอาจเรยีกสมการทีส่รา้งขึน้ว่า สมการการเคลื่อนที ่ (Equation of Motion) 

โดยทัว่ไปสมการการเคลื่อนทีจ่ะสรา้งขึน้โดยอาศยักฎการเคลื่อนทีข่องนิวตนั หรอืโดยอาศยัหลกัการของ

พลงังาน 

 

4.1 การสรา้งสมการการเคลื่อนทีโ่ดยอาศยักฎการเคลื่อนทีข่องนิวตนั 

การสรา้งสมการการเคลื่อนทีโ่ดยวธิน้ีีมขี ัน้ตอนสรปุไดด้งัน้ี 

1. พจิารณาจาํนวนองศาความอสิระ และกําหนดพกิดัทีจ่ะใชแ้ละทศิทางบวกของพกิดันัน้ๆ โดยพกิดัที่

กําหนดจะตอ้งวดัเทยีบกบัแกนหยดุน่ิง ไมต่ดิไปกบัวตัถุทีเ่คลื่อนที ่

2. เขยีนความสมัพนัธข์องรปูร่าง และการเคลื่อนที ่

3. เขยีน Free body diagram (FBD) และสรา้งสมการโดยใชก้ฎขอ้ที ่2 ของนิวตนั ซึง่อาจเป็นสมการ

นิวตนัสาํหรบัปญัหาเชงิเสน้ ∑ = xmF   หรอืเชงิมมุ ∑ θ= JT  โดยจาํนวนสมการทีจ่าํเป็นตอ้ง

สรา้งจะเท่ากบัจาํนวนองศาอสิระของระบบ 

4. รวมสมการทัง้หมดเขา้ดว้ยกนั 

ตวัอยา่งต่อไปน้ีจะแสดงการสรา้งสมการการเคลื่อนที ่เพื่อใหเ้ขา้ใจถงึขัน้ตอนต่างๆ ชดัเจนยิง่ขึน้ 

 

 

 

 



 

 

ตวัอยา่งที ่2-3 ระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลและสปรงิ 
 

 
ระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลและสปรงิ 

 

1. ระบบในรปูเป็นระบบทีม่อีงศาความอสิระ 1 (1-dof) กําหนดพกิดั x โดยวดัจากตําแหน่งสมดุลของ

วตัถุ โดยมทีศิทางชีล้งดา้นล่างเป็นทศิทางบวก  

2. เมือ่กําหนดพกิดั x ตามขอ้ 1 จะไดค้วามเรว็และความเรง่ เป็น และ  ตามลาํดบั 

3. สมมตุใิหว้ตัถุเคลื่อนทีใ่นทศิทางทีก่ารเคลื่อนที ่x เป็นบวก และเขยีน FBD จะได ้FBD ดงัแสดงในรปู 

จาก FBD จะสามารถเขยีนสมการแสดงการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี  

 ทีส่มดุล จาก    ดงันัน้  

 ขณะเคลื่อนที ่จาก    

4. แทนความสมัพนัธใ์นสมการทีส่มดุลลงในสมการขณะการเคลื่อนทีจ่ะไดส้มการการเคลื่อนทีด่งัน้ี  

    ANS 

 

Note 

I. ในตวัอยา่งน้ี อาจจะสมมตุใิหพ้กิดั x ชีข้ ึน้ดา้นบนกไ็ด ้และเพื่อไมใ่หเ้กดิความสบัสนในการกําหนด

ทศิทาง จงึขอแนะนําใหส้มมตุวิตัถุเคลื่อนทีต่ามทศิทางบวกของ x สาํหรบัทศิทางของแรงจะตอ้ง

พจิารณาดว้ยว่าขณะนัน้สปรงิยดืหรอืหด โดย 

1. ในกรณทีี ่x หดมากกว่าระยะ ∆ ทีเ่ป็นระยะยดืจากสมดุล สปรงิจะหด ส่งผลใหเ้กดิแรงสปรงิดนัมวล

ลงดา้นล่าง 

2. ในกรณทีี ่x หดน้อยกว่าระยะ ∆ สปรงิจะยงัยดือยู ่ส่งผลใหเ้กดิแรงสปรงิดงึมวลขึน้ดา้นบน 
 

II. กรณทีีม่แีรงภายนอก F(t) มากระทาํกบัมวล m สมการขณะเคลื่อนทีจ่ะกลายเป็น 

 

และจะไดส้มการการเคลื่อนทีเ่ป็น   

จะเหน็ว่าทางดา้นซา้ยมอืของสมการจะเหมอืนกบักรณทีีไ่มม่แีรงมากระทาํ คอืจะแสดงลกัษณะของ

ระบบว่ามมีวล ความแขง็สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน (ถา้ม)ี เท่าไร ส่วนดา้นขวาของสมการจะ

แสดงถงึแรงภายนอกทีก่ระทาํกบัระบบ 



 
 

ตวัอย่างที่ 2-4 เขียนสมการการเคลื่อนที่ของ

ระบบที่แสดงในรูป โดยกําหนดให้รอกตวัเลก็มี

รศัม ี r ส่วนตวัใหญ่มรีศัม ี 4r รอกทัง้ระบบหมุน

ไปดว้ยกันและมโีมเมนตค์วามเฉ่ือย Jo 

FBD

ถงึแมว่้าระบบน้ีจะมมีวล 2 ก้อน อย่างไรก็ตาม

การเคลื่อนที่ของมวล m กับรอกมคีวามเกี่ยวเน่ือง

กัน ทําให้เมื่อบอกตําแหน่งของมวล m จะทราบ

การเคลื่อนที่ของรอกได ้ ดงันั้นระบบน้ีจงึเป็น

ระบบที่มอีงศาอสิระ 1 หรอื 1-dof 

เมื่อสมมุตใิห้มวลเคลื่อนที่ไปทางบวก x รอกจะ

หมุนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ในสภาวะน้ีจะ

เขียน FBD ไดด้งัรูป

sF

T

xO

yO

T

mg

m xx   ,

ที่สมดุล จาก [ ]∑ = 0OM 0)4(00 =− rFrT s

0)4)((0 =∆− rkrT

[ ]∑ = 0xF 00 =− mgT

(1)

(2)

จากสมการ (1) และ (2) จะได้ ∆= kmg 4 (3)

เมื่อมกีารเคลื่อนที่ ระยะยืดสปรงิจะเปลีย่นจาก ∆ เป็น ∆+4rθ 

จาก [ ]∑ = xmFx  xmTmg =− (4)

[ ]∑ θ= 
OO JM θ=θ+∆− 

OJrrkTr )4)(4( (5)

แทน T จากสมการ (4) และความสมัพันธใ์นสมการ (3) ลงสมการ (5) จะได้

θ=θ+∆−−  OJrrkrxmmg )4)(4()(

θ=θ−∆−−∆  OJkrrkrxmrk 21644

016 2 =θ++θ krxmrJO 

แต่ ดงันัน้ จาก (6) จะได้θ= rx

(6)

016)( 22 =++ kxrxmrJO  ANS



 

ตวัอย่างที่ 2-5 ระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลสองก้อนดงัแสดงในรูป

1. ระบบที่แสดงในรูปประกอบดว้ยมวล 2 ก้อน ที่การเคลื่อนที่ของแต่ละก้อนเป็นอสิระต่อกัน ดงันัน้

การบอกตําแหน่งของระบบ จงึตอ้งบอกตําแหน่งของมวลทัง้สองก้อน ระบบน้ีจงึเป็นระบบที่ม ี

องศาอสิระ 2 หรอื 2-dof และมสีมการการเคลื่อนที่ 2 สมการ

2. กําหนดการเคลื่อนที่ของมวล m1 และ m2 เป็น x1 และ x2 ตามลําดบั และมทีิศทางบวกชี้ไป

ทางขวามอืดงัแสดงในรูป

3. สมมุตใิห้มวลทัง้สองก้อนเคลื่อนที่ไปในทิศทางบวก และ x2 > x1 จะไดว่้าแรงในสปรงิที่กระทํา

ระหว่างมวล m1 และ m2 จะเป็นแรงดงึ ดงันัน้จะเขียน FBD และสมการการเคลื่อนที่ไดด้งั น้ี

มวล m1

ANS

k1 k2

c1 c2

m1 m2

x1 x2
l1

l2

f(t)

m1

m2 f(t)

FBD [ ]xx maF =∑
111111122122 )()( xmxcxkxxcxxk  =−−−+−
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0)()( 221212212111 =−++−++ xkxkkxcxccxm 

มวล m2

)(2212221222 tfxkxkxcxcxm =+−+− 

เขียนเป็นรูปเมตรกิซไ์ดเ้ป็น

)(tFKxxCxM =++ หรอื

M คอื “mass or inertia matrix”

C คอื “damping matrix”

K คอื “stiffness matrix”

x คอื position vector

F คอื input vector

โดย



4.2 การสรา้งสมการการเคลื่อนทีโ่ดยอาศยัหลกัการของพลงังาน 

สมการการเคลื่อนที่สามารถสร้างได้โดยอาศัยหลักการของพลงังาน ในที่น้ีจะกล่าวถึงการใช้

หลกัการพลงังานสําหรบัระบบทีไ่ม่มแีรงภายนอกมากระทําและไม่มกีารสูญเสยีพลงังาน (ไม่มตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืน) ซึง่เป็นกรณทีีง่า่ยทีสุ่ดเท่านัน้ 

สาํหรบัระบบทีไ่มม่แีรงภายนอกมากระทาํ และไม่มกีารสญูเสยีพลงังาน จะไดว้่าพลงังานทัง้หมด

ของระบบจะเป็นผลรวมของพลงังานศกัย ์ U และพลงังานจลน์ T และผลรวมน้ีจะมคี่าคงที ่ ความสมัพนัธน้ี์

สามารถเขยีนเป็นสมการไดเ้ป็น 

Constant =+UT      (2-18) 

หรอื      2211 UTUT +=+     (2-19) 

พจิารณาระบบทีป่ระกอบดว้ยสปรงิและมวล ดงัแสดงในรปูที ่2-15  

1. ทีต่ําแหน่ง 1 ซึง่เป็นตําแหน่งสงูสุด และตําแหน่ง 3 ซึง่เป็นตําแหน่งตํ่าสุด ทัง้สองตําแหน่งน้ีสปรงิยดื

เตม็ที ่ จงึมพีลงังานศกัยม์ากทีสุ่ด ( max31 UUU == ) ส่วนพลงังานจลน์นัน้ เน่ืองจากตําแหน่งที ่ 1 และ

ตําแหน่งที ่3 มวลไมม่กีารเคลื่อนทีด่งันัน้พลงังานจลน์จงึเป็นศูนย ์( 0=T ) 

2. ทีต่ําแหน่ง 2 ซึง่เป็นตําแหน่งทีส่มดุลและเป็นตําแหน่งอา้งองิ ทีต่ําแหน่งน้ีสปรงิไม่มกีารยดืหด ดงันัน้

พลงังานศกัยจ์งึมคี่าเป็น 0 ( 0=U ) พลงังานทัง้หมดของตําแหน่งน้ีจงึเป็นพลงังานจลน์ ( maxTT = ) 

เมือ่แทนความสมัพนัธข์องพลงังานในขอ้ 1 และ 2 ลงในสมการที ่(2-19) จะได ้

maxmax TU =       (2-20) 

 

 

 
 

รปูที ่2-15 ระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลและสปรงิ 
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ตวัอย่างที่ 2-6 ระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลและสปรงิ

เพื่อไม่ให้เกิดความสบัสน จะสมมุตใิห้มวลเคลื่อนที่ตามทิศทาง +x ซึง่ตํ่าลงกว่าจุดอา้งองิ และทําให้

สปรงิยืดออก ∆+x
พลงังานศักย์ของระบบน้ีแบ่งออกเป็นสองส่วนคือพลงังานศักย์โน้มถ่วงและพลงังานศักย์สปรงิ ดงัน้ี

ANS

2)(
2
1 xkUSpring +∆=

พลงังานจลน์หาไดจ้าก

m
Equilibrium

Unstretched
∆
x

Ref.

mgxUGrav −=

2

2
1 xmT =

[ ].constUT =+ .)(
2
1

2
1 22 constxkmgxxm =+∆+−

Differentiating 0)( =+∆+− xxkxmgxxm 

0)( =+∆+− xkxkmgxm 

เน่ืองจากที่สมดุล ∆= kmg และที่ตําแหน่งทัว่ไป 0≠x

ดงันัน้จะได ้EOM 0=+ kxxm 



 
 

ตวัอย่างที่ 2-7 Derive the EOM of an airplane’s steering-gear mechanism for the nose wheel

of its landing gear. The mechanism is modeled as the single-degree-of-freedom system

illustrated in the figure. [Inman/1.49]

พลงังานศักย์ของระบบแบ่งออกเป็นสองส่วนคอืพลงังานศักย์จากการบิดของเพลาที่มคี่า k = k1 และ

พลงังานศักย์สปรงิของสปรงิที่มคี่า k = k2
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22 constxkkxmJ =+θ++θ 

Differentiating 021 =+θθ++θθ xxkkxxmJ 
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พลงังานจลน์ของระบบน้ีแบ่งออกเป็นสองส่วนคือพลงังานจลน์จากการหมุนเฟืองที่มคี่าโมเมนตค์วาม

เฉ่ือย J และจากการเคลื่อนที่ของ rack มวล m ดงัน้ี
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5. การประมาณเชิงเส้น (Linearization) 

 สมการการเคลื่อนทีท่ีส่รา้งขึน้จากหวัขอ้ทีผ่่านมาจะอยูใ่นรปูของสมการอนุพนัธอ์นัดบั 2   เมือ่แก้

สมการ หรอืระบบสมการทีแ่สดงการเคลื่อนทีแ่ลว้ จะทําใหท้ราบว่าระบบทีต่อ้งการศกึษามลีกัษณะการ

สัน่สะเทอืนอย่างไร   อย่างไรกต็ามการแกส้มการอนุพนัธอ์นัดบั 2 นัน้ จะสามารถทาํไดง้า่ยหากสมการนัน้

เป็นสมการเชงิเสน้ (Linear equation) แต่ถา้สมการทีไ่ดไ้มเ่ป็นสมการเชงิเสน้ (Non-linear equation) การ

แกส้มการจะทาํไดย้าก หรอือาจทําไมไ่ดเ้ลย นอกจากน้ีหลกัการ Superposition ซึง่ใชไ้ดใ้นระบบเชงิเสน้ ยงั

ใชไ้มไ่ดใ้นสมการทีไ่มใ่ช่เชงิเสน้อกีดว้ย  

รปูแบบสมการทีเ่ป็นเชงิเสน้และไมเ่ป็นเชงิเสน้สรปุอยูใ่นรปูที ่ 2-16 สาํหรบัสมการอนุพนัธอ์นัดบั

สองดงัรปูแบบทีแ่สดงในรปูที ่2-16 นัน้ หากสมัประสทิธิข์องตวัแปรตาม เป็นค่าคงทีห่รอืเป็นฟงักช์ัน่ของตวั

แปรตน้ จะถอืว่าสมการนัน้เป็นสมการเชงิเสน้ แต่ถา้หากว่าสมัประสทิธิข์องตวัแปรตามเป็นฟงัก์ชัน่ของตวั

แปรตามแลว้ จะถอืว่าสมการนัน้ไมเ่ป็นสมการเชงิเสน้ และถา้หากว่าในสมการอนุพนัธม์พีจน์ทีเ่ป็นฟงักช์ัน่

อดศิยั (Transcendental function) อยู ่เช่นมฟีงักช์ัน่ exponential, logarithmic หรอืฟงักช์ัน่ตรโีกณมติอิยู ่ก็

ถอืว่าไมเ่ป็นสมการเชงิเสน้เช่นกนั 

 

 

 
 

รปูที ่2-16 สมการเชงิเสน้และสมการทีไ่มเ่ป็นเชงิเสน้ 
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• a, b, c, d = constant, or f(x) Linear equation

• a, b, c, d = f(y)
• There are transcendental 

functions in the equation
Non-linear equation

Function that cannot be defined directly by algebraic formulas
Ex. Exponential, logarithmic, trigonometric functions



พจิารณาระบบต่อไปน้ี 

 

 
 

รปูที ่2-17 การสัน่สะเทอืนของลกูตุม้ 

 

ระบบดงัรปูสามารถหาสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 

[ ]θ=∑ JM    θ=θ− 2sin mlmgl  

0sin =θ





+θ

l
g  

จะเหน็ว่าสมการทีไ่ดม้ฟีงัก์ชัน่ตรโีกณมติอิยู ่ สมการการเคลื่อนทีข่องลกูตุม้น้ีจงึไมใ่ช่สมการแบบเชงิเสน้ 

การแกส้มการเพื่อหาคาํตอบจงึทําไดย้าก และไมส่ามารถใชห้ลกัการ Superposition ได ้   เพือ่ใหก้าร

แกป้ญัหาของสมการทีไ่มเ่ป็นเชงิเสน้ เช่นทีพ่บในระบบการสัน่สะเทอืนของลกูตุม้น้ีทาํไดง้่ายขึน้ สมการทีไ่ม่

เป็นเชงิเสน้จะถูกประมาณใหเ้ป็นสมการเชงิเสน้ โดยใชห้ลกัการของอนุกรมเทยเ์ลอร ์(Taylor series) ดงัน้ี 

อนุกรมเทยเ์ลอร ์

 ฟงักช์ัน่ f(x) ใดๆ ซึง่มอีนุพนัธทุ์กอนัดบัทีจ่ดุ x0 จะสามารถเขยีนฟงักช์ัน่นัน้ใหอ้ยูใ่นรปูผลบวกของ

อนุกรมอนันต ์ซึง่เรยีกว่าอนุกรมเทยเ์ลอรไ์ดด้งัสมการ 
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 (2-21) 

ในกรณทีี ่x0 มคี่าแตกต่างจาก x มากๆ ค่าของ f(x) จะเท่ากบัผลบวกของอนุกรมทางดา้นขวามอืซึง่

มจีาํนวนพจน์เป็นอนนัต ์ หรอืถา้ตอ้งการค่าโดยประมาณกอ็าจจะตอ้งใชพ้จน์ทางดา้นขวามอืจาํนวนมากเพื่อ

จะทําใหค้่าทางดา้นขวามอืมคี่าใกลเ้คยีงกบั f(x)   แต่ถา้หากเลอืกจดุ x0 ใหม้คี่าใกล้ๆ  กบัจดุ x ทีต่อ้งการ

ประมาณค่า จะไดว้่าพจน์หลงัๆ ทางดา้นขวามอืของอนุกรมเทยเ์ลอรจ์ะมคี่าน้อย จนสามารถละทิง้ได ้ การ

ประมาณค่า f(x) จงึอาจจะใชพ้จน์ทางดา้นขวามอืของสมการที ่ (2-21) เพยีงแค่ 2 พจน์เท่านัน้ กส็ามารถ

ประมาณค่าอย่างแม่นยาํได ้ดงัสมการ  

)()()()( 000 xfxxxfxf ′−+≅      (2-22) 

 การประมาณค่าดงัแสดงในสมการที ่(2-22) จะเรยีกว่า First-order approximation รปูที ่2-18 แสดง

ถงึการประมาณค่าตามสมการที ่(2-22) โดยจดุ x0 (Operating point) เป็นจดุทีท่ราบค่า f(x0) หากตอ้งการ

ทราบค่าของ f(x) ทีจ่ดุ x ใกล้ๆ  จะทําไดโ้ดยนําค่า f(x0) หรอื y0 ในรปูมาบวกดว้ยผลคณูระหว่างค่าความ

ชนัของเสน้สมัผสัโคง้ ซึง่กค็อือนุพนัธอ์นัดบัหน่ึงของฟงักช์ัน่ กบัระยะห่างระหว่างจุด x กบั x0   เน่ืองจาก
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การประมาณค่าแบบน้ีเป็นการประมาณค่าโดยใชเ้สน้ตรงทีส่มัผสักบัจดุ x0 เป็นตวัประมาณ จงึเรยีกการ

ประมาณเช่นน้ีว่าการประมาณเชงิเสน้ (Linearization) การประมาณแบบน้ีจะทําไดแ้มน่ยาํ กต่็อเมือ่เป็นการ

ประมาณทีจุ่ด x0 ใกลก้บัจดุ x เท่านัน้ 

 
 

รปูที ่2-18 การประมาณแบบเชงิเสน้ 

 

เพื่อใหเ้ขา้ใจถงึการประมาณเชงิเสน้ พจิารณาตวัอยา่งต่อไปน้ี 

ฟงักช์ัน่  )sin(xy =  

จาก  )()()()( 000 xfxxxfxf ′−+≅  
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ถา้ให ้ 00 =x  จะได ้ xxx =−+≅ )0cos()0()0sin()sin(  
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ดงันัน้สําหรบัสมการการแกว่งของลกูตุม้  0sin =θ
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เมือ่ทาํการประมาณเชงิเสน้เมือ่มุม θ มคี่าน้อยๆ )0( →θ  จะได ้ 0=θ
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l
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ซึง่หมายถงึหากลกูตุม้แกว่งเบาๆ ทีมุ่มเลก็ๆ จะสามารถอธบิายการเคลื่อนทีข่องลกูตุม้ไดโ้ดยประมาณดว้ย

สมการ 0=θ

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
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l
g ซึง่เป็นสมการแบบเชงิเสน้ 

 

 

 



6. สรปุ 

 ในบทน้ีกล่าวถงึหลกัการพืน้ฐาน และส่วนประกอบทีส่าํคญัของระบบการสัน่สะเทอืน ซึง่

ประกอบดว้ย มวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน เมือ่ทราบถงึส่วนประกอบทีส่าํคญัแลว้ ในบทน้ีได้

กล่าวถงึวธิกีารในการแกป้ญัหาการสัน่สะเทอืนในภาพรวม ตัง้แต่การสรา้งแบบจาํลองทางกายภาพอยา่งง่าย

จากระบบการสัน่สะเทอืนจรงิๆ ทีม่คีวามซบัซอ้น ซึง่การสรา้งแบบจาํลองตอ้งคาํนึงถงึความแม่นยาํตาม

วตัถุประสงคท์ีต่อ้งการศกึษา รวมถงึความซบัซอ้นในการคาํนวณประกอบกนั โดยระบบทีม่อีงศาอสิระมาก

มกัจะมคีวามแมน่ยาํมาก แต่กจ็ะมคีวามยุ่งยากในการแกส้มการเพิม่มากขึน้   เมือ่ไดแ้บบจาํลองทาง

กายภาพแลว้ ขัน้ตอนต่อมาของการแกป้ญัหาคอื การสรา้งสมการการเคลื่อนที ่ ซึง่สามารถสรา้งไดโ้ดยใช้

สมการการเคลื่อนทีข่องนิวตนั หรอือาจใชว้ธิกีารพลงังานกไ็ด ้ สมการทีไ่ดจ้ะอยูใ่นรปูสมการอนุพนัธอ์นัดบั

สอง ถา้สมการการเคลื่อนทีเ่ป็นสมการเชงิเสน้จะสามารถแกส้มการไดง้่าย และสามารถใชห้ลกัการของ 

Superposition ในการคํานวณได ้ แต่ถา้หากสมการไมเ่ป็นสมการเชงิเสน้ กส็ามารถประมาณเป็นสมการเชงิ

เสน้ได ้โดยใชก้ารประมาณดว้ยอนุกรมเทยเ์ลอรอ์นัดบั 1 
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