
บทท่ี 3 

การสัน่สะเทือนแบบอิสระ 

 

1. บทนํา 

 การสัน่สะเทอืนแบบอสิระ (Free vibration) หมายถงึการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้เน่ืองจากมแีรง หรอื

แรงบดิมารบกวนสภาวะสมดุลในตอนแรกทาํใหเ้ริม่สัน่สะเทอืน แต่ขณะทีส่ ัน่สะเทอืนเป็นการสัน่อยา่งอสิระ

ไมม่แีรงหรอืแรงบดิภายนอกใดมากระทําต่อระบบเลย ตวัอยา่งของการสัน่สะเทอืนแบบอสิระ ไดแ้ก่ การสัน่

ของลกูตุม้นาฬกิา การแกว่งของชงิชา้ เป็นตน้ (ในตวัอยา่งเหล่าน้ีจะพจิารณาใหแ้รงตา้นทานอากาศ ซึง่

กระทําตลอดเวลาทีว่ตัถุสัน่สะเทอืนมคี่าน้อย และละไวจ้ากการวเิคราะห)์   สาํหรบัในบทน้ีจะกล่าวถงึการ

สัน่สะเทอืนแบบอสิระของระบบทีม่อีงศาความเป็นอสิระเท่ากบัหน่ึงเท่านัน้ สาํหรบัปญัหาการสัน่สะเทอืนทีม่ ี

องศาความเป็นอสิระมากกว่าหน่ึงนัน้จะกล่าวถงึในบทต่อๆ ไป โดยจะเริม่จากสมการการเคลื่อนทีข่องการ

สัน่สะเทอืนแบบอสิระ รปูแบบผลเฉลยของสมการอนุพนัธท์ีเ่กีย่วขอ้ง และจะไดก้ล่าวถงึลกัษณะการ

สัน่สะเทอืนแบบอสิระของระบบทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และไมม่กีารสัน่สะเทอืนต่อไป 

 

2. สมการการเคล่ือนท่ีของการสัน่แบบอิสระ 

 จากทีก่ล่าวมาในบทที ่2 (หวัขอ้ที ่4 และตวัอยา่งที ่2-3) จะไดว้่าสมการการเคลื่อนทีข่องระบบการ

สัน่สะเทอืนใดๆ สามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูอย่างง่ายไดด้งัสมการ 

)()()()( tFtkxtxctxm =++      (3-1) 

โดยทางดา้นซา้ยมอืของสมการจะเป็นส่วนทีแ่สดงถงึลกัษณะของระบบ ซึง่ประกอบดว้ยขอ้มลูของ 

มวล ตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และค่าคงทีข่องสปรงิ ส่วนทางดา้นขวามอืจะแสดงถงึแรง (หรอืแรงบดิ) 

ภายนอกทีก่ระทํากบัระบบ สาํหรบัการสัน่อย่างอสิระ เน่ืองจากไม่มแีรงภายนอกกระทําต่อระบบขณะสัน่ 

ทางดา้นขวามอืจงึมคี่าเป็นศูนย ์ดงันัน้สมการ (3-1) จะกลายเป็น 

0)()()( =++ tkxtxctxm      (3-2) 

 ลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบจะสามารถทราบไดโ้ดยการแกส้มการอนุพนัธ ์ (3-2) ในหวัขอ้

ต่อไปจะทบทวนถงึผลเฉลยของสมการอนุพนัธท์ีม่รีปูแบบเช่นเดยีวกบัสมการที ่(3-2) 

ทบทวนการแกส้มการอนุพนัธอ์นัดบัสอง 

พจิารณาสมการอนุพนัธอ์นัดบัสองทีม่รีปูแบบเช่นเดยีวกบัสมการ (3-2) ดงัแสดงในสมการ 
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dx
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การแกส้มการ (3-3) ในขัน้แรกจะตอ้งหาผลเฉลยของสมการช่วย (Auxiliary equation) เสยีก่อน โดยสมการ

ช่วยจะเป็นสมการพหุนามทีม่สีมัประสทิธิเ์หมอืนสมการที ่(3-3) และแทนอนุพนัธอ์นัดบัสอง (
2

2

dx
yd ) ดว้ยตวั



แปรกําลงัสอง ( 2r ) แทนอนุพนัธอ์นัดบัหน่ึง (
dx
dy ) ดว้ยตวัแปรกําลงัหน่ึง ( r ) และแทนตวัแปร y ในสมการ

ที ่(3-3) ดว้ยหน่ึง ดงัแสดงในสมการ 
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1 =++ arara      (3-4) 

ให ้r1 และ r2 เป็นคาํตอบของสมการช่วย (3-4) ค่าของ r1 และ r2 มโีอกาสเป็นไปได ้3 กรณคีอื 1) r1 และ 

r2 เป็นจาํนวนจรงิทีม่คี่าไมเ่ท่ากนั 2) r1 และ r2 เป็นจาํนวนจรงิทีม่คี่าเท่ากนั และ 3) r1 และ r2 เป็นจาํนวน

เชงิซอ้น สาํหรบัคาํตอบของสมการอนุพนัธ ์ (3-3) กจ็ะมรีปูแบบแตกต่างกนั 3 รปูแบบ ตามรปูแบบคําตอบ 

r1 และ r2 ของสมการช่วยดงัน้ี 

กรณทีี ่1: r1 และ r2 เป็นจาํนวนจรงิทีม่คี่าไมเ่ท่ากนั ( 21 rr ≠ ) 

ในกรณน้ีีจะไดค้าํตอบของสมการอนุพนัธ ์(3-3) เป็น 
xrxr eCeCy 21

21 +=      (3-5) 

โดย C1 และ C2 เป็นค่าคงที ่

กรณทีี ่2: r1 และ r2 เป็นจาํนวนจรงิทีม่คี่าเท่ากนั ( 21 rr = ) 

ในกรณน้ีีจะไดค้าํตอบของสมการอนุพนัธ ์(3-3) เป็น 
xrexCCy 1)( 21 +=      (3-6) 

โดย C1 และ C2 เป็นค่าคงที ่

กรณทีี ่3: r1 และ r2 เป็นจาํนวนเชงิซอ้น 

ให ้ biar +=1  เน่ืองจากคาํตอบเป็นจาํนวนเชงิซอ้น จะไดว้่าจะไดว้่าคอนจเูกตของ 1r  จะเป็นคาํตอบดว้ย 

ดงันัน้ biar −=2  ในกรณน้ีีจะไดค้าํตอบของสมการอนุพนัธ ์(3-3) เป็น 
xbiaxbia eCeCy )(

2
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โดย C1 และ C2 เป็นค่าคงที ่

จากสมการเอกลกัษณ์ของออยเลอร ์ θ+θ=θ sincos iei  

แทนในสมการ (3-7) และจดัรปูจะได ้

))sin()cos(( 21 bxAbxAey ax +=    (3-8) 

หรอื     )sin( φ+= bxAey ax      (3-9) 

โดย A1, A2 หรอื A, φ  เป็นค่าคงที ่

 รปูแบบของสมการผลลพัธต่์างๆ ขา้งตน้ จะแสดงรปูแบบต่างๆ ของการเคลื่อนทีข่องระบบการ

สัน่สะเทอืน ดงัจะกล่าวถงึการสัน่สะเทอืนแบบต่างๆ ในหวัขอ้ต่อๆ ไป 

 

3. การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีไม่มีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

 จากรปูแบบสมการของการสัน่อยา่งอสิระในสมการที ่ (3-2) หากไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน จะ

เขยีนไดเ้ป็น 



0)()( =+ tkxtxm       (3-10) 

ลกัษณะการสัน่สะเทอืนในกรณน้ีีหาไดจ้ากการแกส้มการอนุพนัธ ์(3-10) ในกรณีน้ีสมการช่วยคอื 

02 =+ kmr       (3-11) 

ซึง่จะไดค้าํตอบของสมการช่วยเป็น ( )mki±   

เน่ืองจากค่าความแขง็สปรงิ k และมวล m เป็นจาํนวนบวกเสมอ ดงันัน้คาํตอบของสมการ (3-11) จงึเป็น

จาํนวนจนิตภาพเสมอ   จากสมการที ่(3-8) และ (3-9) จะไดว้่าคําตอบของสมการอนุพนัธ ์ (3-10) ซึง่แสดง

ถงึการเคลื่อนทีข่องระบบการสัน่ทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน แสดงไดด้งัสมการ 

)sin()cos( 21 t
m
kAt

m
kAx +=    (3-12) 

หรอื     )sin( φ+= t
m
kAx      (3-13) 

โดย A1, A2 หรอื A, φ  เป็นค่าคงทีซ่ึง่ไดจ้ากเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ (initial condition) ของการสัน่สะเทอืน เช่น 

ตอนเริม่สัน่ ตําแหน่งของมวล x อยูท่ีใ่ด หรอืมวลเคลื่อนทีด่ว้ยความเรว็เท่าใด การหาค่าคงทีเ่หล่าน้ีจะ

กล่าวถงึในหวัขอ้ต่อๆ ไป สาํหรบัในสมการที ่ (3-13) ตวัแปร A แสดงถงึขนาดของการสัน่สะเทอืน ส่วน φ  

แสดงถงึเฟสของการสัน่สะเทอืน 

 รปูที ่ 3-1 แสดงกราฟการสัน่สะเทอืนของระบบทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ซึง่เขยีนตามรปูแบบ

สมการที ่ (3-13) เน่ืองจากรปูแบบของสมการเป็นฟงัก์ชัน่ไซน์ ดงันัน้การสัน่สะเทอืนจะเกดิขึน้ตลอด โดย

ขนาดการสัน่สะเทอืนจะมคี่าเท่ากบั A และจะไมล่ดลง ในทางกายภาพอาจอธบิายไดว้่า การไม่มตีวัหน่วง

การสัน่สะเทอืนทําใหไ้มม่กีารสญูเสยีพลงังานออกจากระบบ พลงังานการสัน่สะเทอืนในระบบจงึคงที ่ ขนาด

การสัน่จงึไมล่ดลง   ส่วนตําแหน่งบนกราฟไซน์ทีแ่สดงจดุเริม่ตน้ของการสัน่สะเทอืนสมัพนัธก์บัตวัแปร φ  

นอกจากน้ียงัจะเหน็ว่าคาบการสัน่สะเทอืน τ  จะมคีวามสมัพนัธก์บัค่าความแขง็สปรงิและมวลดงัสมการ 

 

 
 

รปูที ่3-1 กราฟการสัน่สะเทอืนแบบอสิระของระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 
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=
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     (3-14) 

แต่จากทีค่าบการสัน่สะเทอืน τ มคีวามสมัพนัธก์บัความถีก่ารสัน่สะเทอืน f (frequency) และ 

ความเรว็เชงิมมุของการสัน่ ω (angular velocity of the cyclic motion หรอื circular frequency) ดงัสมการ 

ω
π

==τ
21

f
 

ดงันัน้จะไดว้่า     mk=ω      (3-15) 

จะเหน็ว่าความเรว็เชงิมุมการสัน่ ความถีก่ารสัน่ หรอืคาบการสัน่สะเทอืนในกรณกีารสัน่อยา่งอสิระ

นัน้จะขึน้อยูก่บัค่าความแขง็ของสปรงิ k และมวล m ของระบบเท่านัน้ ไมข่ึน้กบัสภาวะเริม่ต้นของการ

สัน่สะเทอืนเลย   พจิารณาตวัอยา่งระบบทีม่มีวลและสปรงิเพยีงสองส่วนประกอบเท่านัน้ ระบบน้ีกจ็ะมี

ความถีก่ารสัน่สะเทอืนอยูค่่าหน่ึงซึง่สมัพนัธก์บัค่าความแขง็สปรงิและมวล ถงึแมว้่าจะยดืสปรงิหรอืกดสปรงิ

ในตอนเริม่ตน้เพื่อปล่อยใหส้ปรงิสัน่แตกต่างกนัอย่างไร ระบบน้ีกย็งัสัน่ทีค่วามถีเ่ท่าเดมิซึง่คํานวณไดต้าม

สมการที ่(3-15) เสมอไมส่ามารถเปลีย่นแปลงได ้  เน่ืองจากค่าความถี่น้ีเป็นสมบตัขิองระบบการสัน่สะเทอืน

จงึเรยีกความถี่น้ีว่า ความถี่ธรรมชาต ิ (natural frequency) และเขยีนโดยใชต้วัอกัษร n หอ้ยทา้ยตวัแปรไว ้

ดงันัน้สมการที ่(3-15) จงึอาจเขยีนไดว้่า 

      mkn =ω      (3-16) 

และ      mkfn π
=

2
1

    (3-17) 

จากทีก่ล่าวมาขา้งตน้ อาจสรปุการอธบิายความหมายของความถีธ่รรมชาตไิดว้่า ความถีธ่รรมชาติ

เป็นความถีก่ารสัน่ของระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ทีป่ล่อยใหเ้กดิการสัน่อยา่งอสิระ หรอือาจกล่าว

อกีอยา่งว่า ถา้ใหร้ะบบทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนสัน่อยา่งอสิระแลว้ ระบบนัน้จะสัน่ดว้ยความถีเ่ท่ากบั

ความถีธ่รรมชาต ิ

Note 

 ในวชิาการสัน่สะเทอืนนัน้ คาํว่าความถีก่ารสัน่สะเทอืนอาจหมายถงึ ความเรว็เชงิมมุของการสัน่ ω 

ซึง่มหีน่วยเป็น rad/s หรอือาจหมายถงึความถีก่ารสัน่สะเทอืน f ซึง่มหีน่วยเป็น Hz กไ็ด ้   บ่อยครัง้ทีเ่รยีก

ค่า mkn =ω  ว่าเป็นความถีธ่รรมชาต ิ ทัง้ทีป่รมิาณจรงิเป็นความเรว็เชงิมมุของการสัน่ ดงันัน้ในการ

กล่าวถงึค่าของความถีธ่รรมชาต ิจาํเป็นทีจ่ะตอ้งพจิารณาหน่วยของความถีธ่รรมชาตดิว้ย  

 

สภาวะเริม่ตน้สัน่สะเทอืนและลกัษณะการสัน่สะเทอืน 

สภาวะเริม่ตน้สัน่สะเทอืน (Initial condition) หมายถงึสภาวะของระบบตอนทีเ่ริม่พจิารณาการ

สัน่สะเทอืน (ทีเ่วลา t = 0) ซึง่ไดแ้ก่ ตําแหน่งของมวล และความเรว็ของมวลในขณะนัน้ เพื่อใหเ้ขา้ใจถงึ

ความสมัพนัธข์องสภาวะเริม่ตน้สัน่สะเทอืนต่อลกัษณะการสัน่สะเทอืน พจิารณาตวัอยา่งต่อไปน้ี 



ตวัอยา่งที ่3-1 

กําหนดสมการการเคลื่อนที ่ 0)()( =+ tkxtxm   

และกําหนดสภาวะเริม่ต้นสัน่สะเทอืนเป็น 

1. ทีเ่วลา t = 0 ใหม้วลของระบบอยูท่ีต่ําแหน่ง 0x  หรอื 0)0( xx =  

2. ทีเ่วลา t = 0 ใหม้วลของระบบมคีวามเรว็ 0v  หรอื 0)0( vx =  

 

จากสมการการเคลื่อนทีจ่ะได ้  0)()( =+ tx
m
ktx  

หรอืเขยีนไดใ้นรปู  0)()( 2 =ω+ txtx n  

สมการการเคลื่อนน้ีมคีําตอบของสมการเป็น )sin()( φ+ω= tAtx n     (1) 

หาอนุพนัธส์มการ (1) เทยีบเวลาจะไดค้วามเรว็ )cos()( φ+ωω= tAtx nn    (2) 

แทนเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ที ่ t = 0 ลงในสมการที ่(1) และ (2) จะได ้

 เงือ่นไข 0)0( xx =  จะได ้ )sin(0 φ= Ax       (3) 

และ เงือ่นไข 0)0( vx =  จะได ้ )cos(0 φω= nAv      (4) 

สมการที ่(3) และ (4) มตีวัแปรทีไ่มท่ราบค่า 2 ตวัคอื A และ φ เมือ่แกร้ะบบสมการ (3) และ (4) จะได ้

   
n

n vx
A

ω
+ω

=
2
0

2
0

2

 และ 
0

01tan
v

xnω
=φ −  

เมือ่แทนค่า A และ φ ลงในสมการแสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืน สมการ (1) จะได ้

)tansin()(
0

01
2
0

2
0

2

v
xt
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n
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n ω
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ω
+ω

= −     ANS 

 

Note 

จะเหน็ว่าสภาวะเริม่ตน้สัน่สะเทอืนจะส่งผลต่อขนาดของการสัน่สะเทอืน และเฟสของการสัน่สะเทอืน   ใน

กรณขีองระบบทีป่ระกอบดว้ยมวลและสปรงิ อาจยกตวัอยา่งสภาวะเริม่ตน้ใหเ้หน็ภาพชดัเจนขึน้ไดด้งัน้ี 

1. หากดงึมวลหรอืกดมวลใหส้ปรงิยดืหรอืหดมาก ( 0x  มาก) ขนาดการสัน่สะเทอืน A จะมาก หากดงึน้อย 

( 0x  น้อย) ขนาดการสัน่สะเทอืน A จะน้อย 

2. ค่า 0x  อาจจะมคี่าเท่ากบัศูนยไ์ด ้แต่ในขณะนัน้ 0v  ตอ้งไมเ่ท่ากบัศูนย ์ 

3. ถา้ทัง้ 0x  และ 0v  มคี่าเป็นศูนยท์ัง้คู่ จะไมเ่กดิการสัน่สะเทอืน นัน่คอืระบบมวลและสปรงิทีส่มดุลอยู ่

เมือ่ไมท่ําใหต้ําแหน่งของมวลออกจากสมดุล และไม่ทาํใหเ้กดิการเคลื่อนที ่ ระบบกย็งัสมดุลอยูเ่ช่นเดมิ 

จงึไมเ่กดิการสัน่สะเทอืน 

 

 



ตวัอยา่งที ่3-2 

A vehicle wheel, tire, and suspension assembly can be modeled crudely as a single-degree-of-

freedom spring-mass system. The mass of the assembly is measured to be about 300 kilograms 

(kg). Its frequency of oscillation is observed to be 10 rad/s. What is the approximate stiffness of the 

tire, wheel, and suspension assembly? [Inman ex1.1.2]  

 

ระบบของรถ ลอ้ ยาง และระบบรองรบัของรถยนต์ สามารถจาํลองอยา่งง่ายใหเ้ป็นระบบ 1-dof ที่

ประกอบดว้ยมวลและสปรงิ ดงันัน้เมือ่สัน่สะเทอืนระบบจะสัน่สะเทอืนทีค่วามถีเ่ท่ากบัความถีธ่รรมชาตขิอง

ระบบ ตามทีโ่จทยก์ําหนดจะได ้

 rad/s 10==
m
k

nω  

ดงันัน้                                      N/m 000,3010300 22 =×== nmk ω                              ANS 

 

 

 

ความสมัพนัธร์ะหว่างการขจดั ความเรว็ และความเรง่ ระหว่างการสัน่สะเทอืน 

การขจดัของการสัน่สะเทอืนในระบบทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนสามารถอธบิายไดด้ว้ยสมการ 

)sin()( φ+ω= tAtx n      (3-18) 

ความเรว็สามารถหาไดโ้ดยหาอนุพนัธข์องการขจดัเทยีบกบัเวลา ดงัแสดงในสมการ 

)cos()( φ+ωω= tAtx nn     (3-19) 

ทาํนองเดยีวกนั ความเรง่กส็ามารถหาไดโ้ดยหาอนุพนัธข์องความเรว็เทยีบกบัเวลา ดงัแสดงในสมการ 

)sin()( 2 φ+ωω−= tAtx nn     (3-20) 

รปูที ่3-2 แสดงกราฟเปรยีบเทยีบการขจดั ความเรว็ และความเร่งของการสัน่สะเทอืน ตามสมการที ่

(3-18) ถงึ (3-20) จากกราฟจะเหน็ว่าขนาดของการสัน่สะเทอืนจะแตกต่างกนั โดยมคี่าเท่ากบั A , Anω  

และ An
2ω สาํหรบั การขจดั ความเรว็ และความเร่งตามลําดบั   สาํหรบัเฟสของการสัน่สะเทอืนนัน้ เฟสของ

การขจดั ความเรว็ และความเรง่ จะต่างกนัอยูอ่ยา่งละ 90° และการขจดัจะมเีฟสตรงขา้มกบัความเร่ง 

 



 
 

รปูที ่3-2 การเปรยีบเทยีบการขจดั กบัความเรว็ และความเรง่ ของการสัน่สะเทอืน 

 

4. การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีมีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

 ในหวัขอ้ที ่ 3 ไดก้ล่าวถงึการสัน่แบบอสิระของระบบทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ซึง่จะพบว่าใน

ระบบเหล่านัน้ขนาดของการสัน่สะเทอืนจะมขีนาดคงทีไ่มล่ดลง เน่ืองจากไม่มกีารสญูเสยีพลงังานในระบบ

เลย อยา่งไรกต็ามในระบบจรงิแลว้ จะมกีารสญูเสยีพลงังานเน่ืองจากสาเหตุต่างๆ เช่น จากแรงเสยีดทาน 

แรงตา้นทานการเคลื่อนทีข่องของไหล การสญูเสยีพลงังานในการเสยีรปูของวสัดุ เป็นตน้ ดงันัน้การจาํลอง

ระบบการสัน่สะเทอืนจงึมกัจะตอ้งรวมตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนเขา้ไปดว้ย รปูที ่ 3-3 แสดงระบบการ

สัน่สะเทอืนอย่างง่าย ซึง่ประกอบดว้ยมวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน สมการการเคลื่อนทีข่องระบบ

การสัน่สะเทอืนน้ีคอื 

0)()()( =++ tkxtxctxm      (3-21) 

ในการแกส้มการอนุพนัธท์ี ่(3-21) เพื่อหาสมการแสดงการสัน่สะเทอืนนัน้ สามารถเขยีนสมการช่วยไดเ้ป็น 

02 =++ kcrmr       

คาํตอบของสมการช่วย (3-21) คอื  
m

mkccr
2

42

2,1
−±−

=     (3-22) 

คาํตอบของสมการน้ีเป็นไปไดส้ามกรณคีอื 



 
 

รปูที ่3-3 ระบบอยา่งงา่ยทีป่ระกอบดว้ยมวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

 

1. กรณ ี 042 <− mkc : กรณน้ีีคําตอบจะเป็นจาํนวนเชงิซอ้น ซึง่มสี่วนจรงิเป็นจาํนวนจรงิลบ 

ในกรณน้ีีคําตอบของสมการอนุพนัธจ์ะอยูใ่นรปูแบบเดยีวกบัสมการ (3-9) คอื 

)sin( φ+= bxAey ax      (3-9) 

2. กรณ ี 042 =− mkc : กรณน้ีีคาํตอบของสมการช่วย 1r  และ 2r  จะเป็นจาํนวนจรงิลบทีม่คี่าเท่ากนั 

โดย 
m
crrr

221 −===   

ดงันัน้คําตอบของสมการอนุพนัธใ์นกรณีน้ีจงึอยูใ่นรปูแบบเดยีวกบัสมการ (3-6) คอื 
xrexCCy 1)( 21 +=      (3-6) 

3. กรณ ี 042 >− mkc : กรณน้ีีคําตอบของสมการช่วย 1r  และ 2r  จะเป็นจาํนวนจรงิลบ 2 จาํนวนที่

แตกต่างกนั ทัง้น้ีเน่ืองจากค่า m, c และ k มคี่าเป็นบวกเสมอ จงึทาํให ้ mkcc 42 −>  เสมอ 

ดงันัน้คําตอบของสมการอนุพนัธใ์นกรณีน้ีจงึอยูใ่นรปูแบบเดยีวกบัสมการ (3-5) คอื 
xrxr eCeCy 21

21 +=      (3-5) 

เมือ่พจิารณารปูแบบสมการ (3-5), (3-6) และ (3-9) ซึง่แสดงถงึลกัษณะการเคลื่อนที ่y ของมวล m 

จะพบว่า สมการที ่(3-9) มวลจะมกีารสัน่สะเทอืน (มกีารเคลื่อนทีก่ลบัไปกลบัมา) เน่ืองจากในสมการมเีทอม

ของฟงักช์ัน่ไซน์ประกอบอยู่ ส่วนสมการที ่ (3-5) และ (3-6) จะไม่มกีารสัน่สะเทอืนเน่ืองจากในสมการมแีต่

เทอมของฟงักช์ัน่ exponential เท่านัน้   จะเหน็ว่ากรณีที ่2 จะเป็นกรณทีีเ่ปลีย่นผ่านจากระบบทีม่กีารสัน่ไป

เป็นไม่มกีารสัน่ พจิารณาสมการ 042 =− mkc  ซึง่เป็นเงือ่นไขของกรณทีีส่อง หรอือาจเขยีนไดว้่า 

ncr mmkcc ω22 ===     (3-23) 

ค่าสมัประสทิธิต์วัหน่วงการสัน่สะเทอืน c ในสมการ (3-23) น้ีเรยีกว่าเป็นค่าสมัประสทิธิต์วัหน่วง

การสัน่สะเทอืนวกิฤต (Critical damping coefficient, crc ) ซึง่เป็นค่าตวัหน่วงทีท่ําใหร้ะบบเปลีย่นจากระบบ

ทีม่กีารสัน่ไปเป็นระบบทีไ่ม่มกีารสัน่ หากสมัประสทิธิต์วัหน่วงการสัน่สะเทอืนมคี่าน้อยกว่าค่าในสมการที ่

(3-23) แลว้จะพบว่าระบบจะมกีารสัน่สะเทอืน แต่ถา้สมัประสทิธิต์วัหน่วงการสัน่สะเทอืนมคี่ามากกว่าค่าใน

สมการที ่(3-23) แลว้ ระบบจะไมม่กีารสัน่สะเทอืน 

อตัราส่วนระหว่างสมัประสทิธิต์วัหน่วงการสัน่สะเทอืนกบัค่าตวัหน่วงวกิฤต จะถูกเรยีกว่าอตัราส่วน

การหน่วง (Damping ratio, ζ ) ดงัแสดงในสมการ 

m

k

c



km
c

m
c

c
c

ncr 22
===

ω
ζ     (3-24) 

อตัราส่วนการหน่วงน้ีจะบอกใหท้ราบว่าระบบทีพ่จิารณาจะมกีารสัน่สะเทอืนหรอืไม่ ดงัจะอธบิายต่อไป 

พจิารณาสมการการเคลื่อนที ่(3-1) เมือ่แทนค่า c ตามสมการที ่(3-24) และค่าความสมัพนัธร์ะหว่าง

ความถีธ่รรมชาตกิบัมวล และค่าคงทีส่ปรงิ ในสมการที ่ (3-16) ลงไปจะไดส้มการการเคลื่อนทีใ่นอกีรปูแบบ

หน่ึงดงัสมการ 

02 2 =++ xxx nn ωζω       (3-25) 

ทาํนองเดยีวกนัคาํตอบของสมการช่วย (3-22) กส็ามารถเขยีนไดเ้ป็น 

     12
2,1 −±−= ζωζω nnr     (3-26) 

และคาํตอบทีเ่ป็นไปไดส้ามกรณทีีก่ล่าวขา้งตน้อาจเขยีนไดด้งัน้ี 

1. กรณ ี 042 <− mkc  หรอือาจเขยีนไดเ้ป็น 012 <−ζ  หรอื 10 << ζ  

กรณน้ีีค่าตวัหน่วงมคี่าน้อยจงึเกดิการสัน่สะเทอืน เรยีกกรณน้ีีว่า Under damped motion 

2. กรณ ี 042 =− mkc  หรอือาจเขยีนไดเ้ป็น 012 =−ζ  หรอื 1=ζ  

กรณน้ีีค่าตวัหน่วงมคี่าเท่ากบัค่าตวัหน่วงวกิฤต ซึง่เปลีย่นจากระบบทีส่ ัน่เป็นระบบทีไ่มส่ ัน่ เรยีกกรณี

น้ีว่า Critically damped motion 

3.  กรณ ี 042 >− mkc  หรอือาจเขยีนไดเ้ป็น 012 >−ζ  หรอื ζ<1  

กรณน้ีีค่าตวัหน่วงมคี่ามากกว่าค่าวกิฤตจงึไมเ่กดิการสัน่สะเทอืน เรยีกกรณน้ีีว่า Over damped 

motion 

 

4.1 Under damped motion 

 กรณน้ีีเกดิเมือ่ค่าอตัราส่วนการหน่วง ζ  มคี่าระหว่างศูนยถ์งึหน่ึง ( 10 << ζ ) คาํตอบของสมการ

ช่วย (3-26) สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

jr nn
2

2,1 1 ζωζω −±−=  

และคาํตอบของสมการอนุพนัธ ์ซึง่แสดงการเคลื่อนทีต่ามรปูแบบสมการ (3-9) สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

     )sin()( φωζω += − tAetx d
tn     (3-27) 

เมือ่      21 ζωω −= nd       (3-28) 

และ A และ φ  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ต้นการสัน่ 

สมการที ่ (3-27) ประกอบจากผลคณูของเทอมฟงักช์ัน่ exponential ทีย่กกําลงัตดิลบ ซึง่ทาํใหค้่า

ของฟงักช์ัน่มคี่าลดลงเมือ่เวลา t เพิม่มากขึน้ กบัเทอมฟงักช์ัน่ไซน์ ซึง่แสดงใหเ้หน็ถงึการสัน่กลบัไปกลบัมา 

ดงันัน้ลกัษณะการสัน่สะเทอืนในกรณีน้ี จะเป็นการสัน่กลบัไปกลบัมา และขนาดการสัน่มคี่าลดลงเมือ่เวลา t 



เพิม่มากขึน้เน่ืองจากการสูญเสยีพลงังานไปกบัตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน   สมการ (3-27) สามารถนํามา

เขยีนเป็นกราฟแสดงการเคลื่อนทีไ่ดด้งัแสดงในรปูที ่3-4  

 เมือ่พจิารณาถงึความถีก่ารสัน่สะเทอืน ซึง่ดไูดจ้ากความถีข่องฟงัก์ชัน่ไซน์ในสมการ (3-27) จะ

พบว่าความถีก่ารสัน่สะเทอืนจะมคี่าเท่ากบั dω  ซึง่แตกต่างจากความถีธ่รรมชาตกิรณีการสัน่ทีไ่ม่มตีวัหน่วง

การสัน่สะเทอืนเลก็น้อย อย่างไรกต็ามค่า dω  จะขึน้อยูก่บัลกัษณะของระบบ ไดแ้ก่ค่ามวล ความแขง็สปรงิ 

และ ค่าความหน่วงการสัน่สะเทอืน เท่านัน้ ดงันัน้หากมรีะบบหน่ึงซึง่มคี่าเหล่าน้ีคงที ่ ระบบน้ีกจ็ะสัน่อยา่ง

อสิระดว้ยความถี ่ dω  เท่านัน้ ดว้ยเหตุน้ีจงึเรยีกค่า dω  ว่าความถีธ่รรมชาตขิองระบบทีม่ตีวัหน่วง 

(Damped natural frequency)    และหากระบบไมม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน หรอื ζ  มคี่าเท่ากบั 0 สมการ

ที ่ (3-27) และ (3-28) กจ็ะลดรปูไดเ้ป็นสมการ (3-13) ซึง่แสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืนในกรณทีีไ่ม่มตีวั

หน่วงการสัน่สะเทอืน เช่นเดยีวกบัทีก่ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ที ่3 

 

 
รปูที ่3-4 การสัน่สะเทอืนแบบ Under damped motion 

 

4.2 Critically damped motion 

กรณน้ีีเกดิเมือ่ค่าอตัราส่วนการหน่วง ζ  มคี่าเท่ากบัหน่ึง ( 1=ζ ) คาํตอบของสมการช่วย (3-26) 

สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

nnr ωζω −=−=2,1  

คาํตอบของสมการอนุพนัธ ์ซึง่แสดงการเคลื่อนทีต่ามรปูแบบสมการ (3-6) สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

     tnetaatx ω−+= )()( 21      (3-29) 

โดย 1a  และ 2a  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่ 

เน่ืองจากไม่มเีทอมฟงักช์ัน่ไซน์ในสมการ (3-29) ดงันัน้จงึไมเ่กดิการสัน่ขึน้ มวล m ทีถู่กกระทําโดย

เงือ่นไขเริม่ต้นใหอ้อกจากสภาวะสมดุล จะค่อยๆ เคลื่อนทีก่ลบัสู่สภาวะสมดุลโดยไมส่ัน่ รปูที ่ 3-5 แสดงถงึ

การเคลื่อนทีข่องมวลตามสมการที ่(3-29) กราฟเสน้ต่างๆ แสดงถงึลกัษณะการเคลื่อนทีเ่มือ่มเีงือ่นไขเริม่ตน้



แตกต่างกนั ตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนในกรณีน้ีเป็นตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนทีน้่อยทีสุ่ดทีจ่ะไม่ทาํใหเ้กดิการ

สัน่สะเทอืนขึน้ 

 
รปูที ่3-5 การเคลื่อนทีแ่บบ Critically damped motion 

 

4.3 Over damped motion 

กรณน้ีีเกดิเมือ่ค่าอตัราส่วนการหน่วง ζ  มคี่ามากกว่าหน่ึง ( 1>ζ ) คาํตอบของสมการช่วยในกรณี

น้ีจะเป็นเช่นเดยีวกบัสมการที ่(3-26) คอื 

12
2,1 −±−= ζωζω nnr  

คาํตอบของสมการอนุพนัธ ์ซึง่แสดงการเคลื่อนทีต่ามรปูแบบสมการ (3-5) สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

    )()( )1(
2

)1(
1

22 ttt nnn eaeaetx −+−−− += ζωζωζω    (3-30) 

โดย 1a  และ 2a  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่ 

 เน่ืองจากไม่มเีทอมฟงักช์ัน่ไซน์ในสมการ (3-30) กรณกีไ็มม่กีารสัน่สะเทอืนเกดิขึน้ เช่นเดยีวกบั

กรณ ี Critically damped motion เน่ืองจากมสีมัประสทิธิก์ารหน่วงมากเกนิไป   ลกัษณะกราฟของกรณน้ีี

ตามสมการที ่ (3-30) แสดงในรปูที ่ 3-6 เสน้กราฟเสน้ต่างๆ แสดงการเคลื่อนทีเ่มือ่มเีงือ่นไขเริม่ตน้ที่

แตกต่างกนั 

 



 
รปูที ่3-6 การเคลื่อนทีแ่บบ Over damped motion 

 

 ถงึแมว้่าลกัษณะกราฟของกรณ ีOver damped motion และ Critically damped motion จะมรีปูร่าง

คลา้ยคลงึกนั แต่ทัง้สองกรณกีเ็ขยีนมาจากสมการทีแ่ตกต่างกนั และเมือ่เปรยีบเทยีบถงึเวลาทีม่วลใชเ้พื่อ

กลบัคนืสู่สภาวะสมดุลแลว้ จะพบว่ากรณ ีCritically damped motion มวลจะกลบัเขา้สู่ตําแหน่งสมดุลไดเ้รว็

กว่ากรณ ีOver damped motion 

 

 

ตวัอย่างที่ 3-3 A Spring-mass-damper system has mass of 100 kg, stiffness of 3000 N/m and

damping coefficient of 300 kg/s. Calculate the undamped natural frequency, the damping ratio

and the damped natural frequency. Does the solution oscillate? This system is given a zero

initial velocity and an initial displacement of 0.1 m. Calculate the vibration response. [inman

1.40, 1.42]

รูปทางดา้นซา้ยมอืแสดงระบบ มวล-สปรงิ-และตวั

หน่วงการสัน่สะเทือนตามรูปโจทย์ การเคลื่อนที่

ของระบบน้ีสามารถอธบิายไดด้ว้ยสมการ
m

k

c 0=++ kxxcxm 

Undamped natural frequency หาไดจ้าก rad/s 477.5
100
3000

===
m
k

nω ANS

Damping ratio หาไดจ้าก 274.0
)100)(3000(2

300
2

===
km
cζ ANS

เน่ืองจากอตัราส่วนการหน่วงมคี่าน้อยกว่า 1 ดงันัน้ระบบจงึเป็นแบบ Under-damped motion และ

มกีารสัน่สะเทือน โดยความถีก่ารสัน่สะเทือนเท่ากับ Damped natural frequency ซึง่หาไดจ้าก



 

 
 

Damped natural frequency rad/s 27.5274.01477.51 22 =−=−= ζωω nd ANS

การสัน่สะเทือนเป็นแบบ Under-damped motion ดงันัน้ลกัษณะการสัน่สะเทือนจงึสามารถอธบิาย

ไดด้ว้ยสมการ
)sin()( φωζω += − tAetx d

tn

แทนค่า ζ, ωn และ ωd ลงในสมการจะได ้

)27.5sin()( )477.5)(274.0( φ+= − tAetx t

)27.5sin()( 5.1 φ+= − tAetx t

ค่าคงที่ A และมุมเฟส φ สามารถหาไดจ้ากเง ื่อนไขค่าเร ิม่ต ้นดงัน้ี

หาอนุพันธข์องสมการที่ (2) เทยีบกับเวลา จะไดส้มการแสดงความเรว็การเคลื่อนที่ ดงัน้ี

(1)

(2)

)27.5cos()27.5()27.5sin()5.1()( 15.5.1 φφ +++−== −− tAeteAtxv tt

[ ])27.5cos(27.5)27.5sin()5.1()( 5.1 φφ +++−== − ttAetxv t (3)

แทนเง ื่อนไขค่าเร ิม่ตน้ลงในสมการแสดงการเคลื่อนที่ สมการที่(2) และสมการแสดงความเรว็การ

เคลื่อนที่ สมการที่ (3)

ANS

ที่เวลา t = 0, x = 0.1 m

(4)φφ sin)0sin(1.0 0 AAe =+=

ที่เวลา t = 0, v = 0 m/s

[ ])0cos(27.5)0sin(5.10 0 φφ +++−= Ae

[ ]φφ cos27.5sin5.10 +−= A

เน่ืองจากขนาดการสัน่สะเทือน A ไม่เป็น 0 ตลอดเวลา ดงันั้น

φφ cos27.5sin5.10 +−= (5)

แก้สมการที่ (4) และ (5) จะได้

rad 293.1   ,104.0 == φA

แทนในสมการการเคลื่อนที่ สมการที่ (2) จะไดส้มการที่อธบิายการเคลื่อนที่ของระบบการ

สัน่สะเทือน ดงัน้ี

)293.127.5sin(104.0)( 5.1 += − tetx t

Note มุมที่ใช้ในสมการการเคลื่อนที่ ตอ้งเป็นหน่วยเรเดยีนเสมอ



 

5. Logarithmic decrement 

 ในระบบการสัน่สะเทอืนทีป่ระกอบดว้ยมวล m ค่าความแขง็สปรงิ k และค่าสมัประสทิธิค์วามหน่วง 

c นัน้ ค่า m และ k ทีจ่ะนํามาใชใ้นแบบจาํลองการสัน่สะเทอืนนัน้มกัจะหาไดง้่าย สําหรบัมวล m อาจใชก้าร

ชัง่ดว้ยตาชัง่ หรอือาจใชก้ารทดสอบหาความสมัพนัธร์ะหว่างแรงกระทํากบัระยะทีเ่สยีรปูไปในกรณขีองค่า k 

อยา่งไรกต็ามค่าสมัประสทิธิค์วามหน่วงมกัจะหาค่าไดย้าก โดยทัว่ไปมกัจะประมาณจากลกัษณะการ

สัน่สะเทอืนของระบบ ในหวัน้ีจะกล่าวถงึวธิกีารหน่ึงทีใ่ชป้ระมาณค่า c ของระบบทีม่คีวามสมัประสทิธิ ์

ความหน่วงน้อย และเป็น under damped motion ซึง่เป็นระบบทีพ่บไดม้ากในโครงสรา้งทางวศิวกรรม

ทัว่ไป หลกัการทีใ่ชเ้ป็นการพจิารณาการลดลงของขนาดการสัน่สะเทอืนของระบบ หรอืทีเ่รยีกกนัว่า 

Logarithmic decrement 

 

 
รปูที ่3-7 Logarithmic decrement 

 

 พจิารณากราฟแสดงการสัน่สะเทอืนของระบบแสดงในรปูที ่ 3-7 จากรปูจะนิยาม Logarithmic 

decrement δ ดงัน้ี 

)(
)(ln
Ttx

tx
+

=δ      (3-31) 

โดย  )(tx   คอืขนาดการสัน่สะเทอืนทีต่ําแหน่ง t ใดๆ 

 T  คอืคาบการสัน่สะเทอืน 

 )( Ttx +  คอืขนาดการสัน่สะเทอืนทีเ่วลาผ่านไป 1 คาบนับจากเวลา t 

 ตามนิยามจะใชข้นาดการสัน่สะเทอืนทีเ่วลา t ใดๆ กไ็ด ้ แต่เพื่อความสะดวกในการกําหนดจดุ จงึ

มกัจะเลอืกจดุยอดเป็นตําแหน่ง t เช่น ในรปูที ่3-7 หากใหต้ําแหน่ง t1 เป็นตําแหน่ง t แลว้ ตําแหน่ง t2 กจ็ะ

เป็นตําแหน่ง t + T  



แทนค่า )(tx  และ )( Ttx +  ตามความสมัพนัธใ์นสมการ (3-27) ลงในสมการ (3-31) จะได ้

    
))(sin(

)sin(
ln )( φω

φω
δ ζω

ζω

++
+

= +−

−

TtAe
tAe

d
Tt

d
t

n

n

    (3-32) 

 เน่ืองจากฟงัก์ชัน่ไซน์ทีเ่วลา t ใดๆ จะมคี่าเท่ากบัค่าไซน์เมือ่เวลาผ่านไป 1 คาบ ( Tt + ) ดงันัน้

สมการที ่(3-32) จะเขยีนไดเ้ป็น 

     Te n
Tn ζωδ ζω == ln      (3-33) 

เน่ืองจากคาบการสัน่สะเทอืน 
d

T
ω

π2
=  ดงันัน้ 

22 1
2

1
22

ζ

πζ

ζω

πζω
ω

πζωδ
−

=
−

⋅=⋅=
n

n
d

n     (3-34) 

จากสมการที ่ (3-34) จะพบว่าค่า Logarithmic decrement, δ  จะขึน้กบัค่า damping ratio, ζ  เพยีงอยา่ง

เดยีว ดงันัน้จงึอาจเขยีนค่า ζ  ในรปูฟงักช์ัน่ของ δ  ไดด้งัสมการ 

224 δπ

δζ
+

=      (3-35) 

 ในการทดลองวดัสญัญาณการสัน่สะเทอืนของระบบทีส่ ัน่สะเทอืนอย่างอสิระ จะไดล้กัษณะสญัญาณ

ดงักราฟในรปูที ่ 3-7 ดงันัน้จงึทราบขนาดการสัน่สะเทอืน )(tx  และ )( Ttx +    ทาํใหส้ามารถคํานวณค่า 

Logarithmic decrement, δ  และหาค่าอตัราส่วนความหน่วง ζ  ไดจ้ากสมการที ่(3-35)  

 ในการหาค่า Logarithmic decrement อาจใชจ้าํนวนคาบในการคาํนวณมากกว่า 1 คาบกไ็ด ้หากใช้

จาํนวนคาบทัง้หมด n คาบ จะสามารถหาค่า δ  ไดจ้ากสมการ 

)(
)(ln1
nTtx
tx

n +
=δ      (3-36) 

 

ตวัอยา่งที ่3-4 

ระบบการสัน่สะเทอืนประกอบดว้ย มวล-สปรงิ-ตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน โดยมวลมขีนาด 2 kg ค่าความแขง็

สปรงิเท่ากบั 1.5 kN/m จากการทดลองสงัเกตลกัษณะการสัน่สะเทอืน พบว่า จุดทีเ่กดิการสัน่สะเทอืนสงู

ทีสุ่ดครัง้แรก มขีนาดการสัน่สะเทอืน 9 มม. ส่วนจุดทีเ่กดิการสัน่สะเทอืนสงูทีสุ่ดครัง้ต่อมา มขีนาดการ

สัน่สะเทอืน 1 มม. จากขอ้มลูขา้งตน้ จงคํานวณหาขนาดสมัประสทิธิค์วามหน่วงของระบบ 

 

จากขอ้มลูทีก่ําหนด จะสามารถหาค่า Logarithmic decrement ไดจ้าก 

1972.2
1
9ln

)(
)(ln ==

+
=

Ttx
txδ  

เมือ่ทราบค่า Logarithmic decrement จะสามารถหาค่าอตัราส่วนการหน่วงไดจ้าก 



33.0
1972.24

1972.2
4 2222

=
+

=
+

=
πδπ

δζ  

จากความสมัพนัธร์ะหว่างอตัราส่วนการหน่วง กบัค่าความหน่วง ความแขง็สปรงิ และมวล จะสามารถ

คาํนวณหาค่าสมัประสทิธิค์วามหน่วงไดด้งัน้ี 

)2)(105.1(22
33.0

3×
====

c
km
c

c
c

cr

ζ  

เพราะฉะนัน้                  15.36=c  kg/s                                                                ANS 

 

 

 

6. สภาพสมดลุและเสถียรภาพของระบบ 

6.1 สภาพสมดลุ 

สภาพสมดุลหมายถงึสภาวะทีร่ะบบทางกลอยูใ่นสภาพเดมิไมเ่ปลีย่นแปลง ซึง่จะเกดิขึน้เมือ่ไมม่แีรง

ลพัธภ์ายนอกมารบกวน เน่ืองจากในสภาวะสมดุล มวลไมม่คีวามเรง่ และความเรว็ ดงันัน้การหาสภาพ

สมดุลจงึทําไดโ้ดยกําหนดให ้ 0== xx   หรอื 0== θθ   ดงัแสดงในตวัอยา่งดา้นล่าง 

 

ตวัอยา่งที ่3-5 

 

 
 

 

ระบบในรปูสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 

)(sin2 tMmglml =+ θθ  

ใหท้ีส่ภาวะสมดุล เกดิที ่ 0θθ =  

และจะไดว้่าวตัถุไม่มกีารเคลื่อนทีเ่มือ่อยูใ่นสภาวะสมดุล ดงันัน้ 

0== θθ   
และถา้หากสมมตุใิหไ้ม่มโีมเมนตภ์ายนอกมากระทาํ จะได ้

0sin 0 =θmgl  

หรอืไดว้่า 0sin 0 =θ   

ดงันัน้ πθ n±=0  เมือ่ n = 0, 1, 2, … 

ซึง่หมายความว่า สภาพสมดุลของระบบทีแ่สดงในรปูเกดิขึน้ได ้ 2 

กรณ ีคอื สมดุลในสภาวะ 0 องศา และ 180 องศา 

 

 

 

 

m

lθg M(t)



6.2 เสถียรภาพของระบบ 

 ระบบทางกลทีอ่ยูใ่นสภาพสมดุลจะถอืว่าเป็นสภาพสมดุลทีม่เีสถยีรภาพ เมือ่ระบบนัน้สัน่ดว้ยขนาด

การสัน่สะเทอืนทีค่งทีร่อบตําแหน่งสมดุลเดมิ หรอืสามารถกลบัคนืสู่สภาวะสมดุลเดมิได ้ หากมแีรงภายนอก

มากระทํา   รปูที ่3-8 แสดงตวัอยา่งระบบทีป่ระกอบดว้ยลกูตุม้ เช่นเดยีวกบัระบบในตวัอยา่งที ่3-x   จากรปู

จะเหน็ว่าสมดุลทีเ่กดิทีมุ่ม 0 องศา เป็นสภาพสมดุลทีม่เีสถยีรภาพ เน่ืองจากเมือ่มแีรงภายนอกมากระทาํให้

ระบบมกีารเคลื่อนที ่ ระบบจะสัน่รอบจุดสมดุลเดมิ (หากพจิารณาว่าไมม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนในระบบ) 

หรอืสัน่รอบจดุสมดุลเดมิดว้ยขนาดทีน้่อยลงเรือ่ยๆ จนหยดุสัน่ทีจ่ดุสมดุลเดมิ (หากพจิารณาว่ามตีวัหน่วง

การสัน่สะเทอืน)   เมือ่เปรยีบเทยีบกบัทีมุ่ม 180 องศา จะพบว่าทีมุ่ม 180 องศา เป็นสภาพสมดุลทีไ่มม่ี

เสถยีรภาพ เน่ืองจากเมือ่มแีรงมากระทาํแลว้ ระบบจะเกดิการเคลื่อนทีไ่ปทีต่ําแหน่งอื่น และไมส่ามารถ

กลบัคนืสู่สภาพสมดุลเดมิไดอ้กี 

 

 
 

รปูที ่3-8 สภาพสมดุลทีม่เีสถยีรภาพ และไม่มเีสถยีรภาพ 

 

เมือ่พจิารณาสมการการเคลื่อนทีข่องระบบการสัน่สะเทอืนโดยทัว่ไป ซึง่แสดงโดยสมการ (3-2) ดงัน้ี 

0)()()( =++ tkxtxctxm      (3-2) 

เน่ืองจากสมัประสทิธิข์องเทอม )(tx , )(tx  และ )(tx   มคี่าเป็นบวกทัง้หมด (ค่ามวล m 

สมัประสทิธิก์ารหน่วง c และค่าความแขง็สปรงิ k มคี่าเป็นบวกเสมอ) ดงันัน้คาํตอบของสมการอนุพนัธ ์ (3-

2) จะแสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืน ซึง่อาจจะเป็นแบบ Under damped motion, Critically damped motion 

หรอื Over damped motion ดงัทีไ่ดก้ล่าวไวใ้นหวัขอ้ที ่4   จะพบว่าไมว่่าจะเป็นในกรณใีดกต็าม ระบบจะ

หยดุสัน่ทีส่มดุลเดมิที ่x = 0 เสมอ ดงันัน้ระบบทีแ่สดงขา้งตน้จงึเป็นระบบทีม่เีสถยีรภาพ  

 อยา่งไรกต็ามหากสรา้งสมการการเคลื่อนทีใ่นรปูแบบเช่นเดยีวกบัสมการที ่ (3-2) แลว้ แต่

สมัประสทิธิข์องเทอม )(tx , )(tx  และ )(tx   ในสมการไมเ่ป็นบวก (หรอืลบ) ทัง้หมด เมือ่แกส้มการดว้ย

วธิกีารทีแ่สดงในหวัขอ้ที ่ 4 แลว้ จะพบว่าส่วนจรงิของคาํตอบของสมการช่วย (3-22) จะมคี่าเป็นบวก ซึง่

แสดงใหเ้หน็ว่า เมือ่เวลา t เพิม่มากขึน้ ขนาดการสัน่สะเทอืนกจ็ะเพิม่มากขึน้ ดงัแสดงตวัอยา่งในรปูที ่3-9   

Equi.

Equi.

Stable at θ = 0 Unstable at θ = π



ดงันัน้จงึสรุปไดว้่าระบบทีม่คี่าสมัประสทิธิข์องเทอม )(tx , )(tx  และ )(tx   ในสมการไมเ่ป็นบวก (หรอืลบ) 

ทัง้หมด เป็นระบบทีไ่ม่มเีสถยีรภาพ 

 

 
 

รปูที ่3-9 การเคลื่อนทีข่องระบบทีไ่มม่เีสถยีรภาพ 

 

ตวัอยา่งที ่3-6 

 

 
 

 

พจิารณาระบบในตวัอยา่งที ่ 3-x อกีครัง้ ระบบน้ีมสีมการการ

เคลื่อนทีเ่มือ่ไมม่แีรงภายนอกมากระทําดงัน้ี 

0sin2 =+ θθ mglml   

พจิารณาสภาพสมดุลทีเ่กดิที ่ πθ =0  

ทาํการประมาณเทอม θsin  แบบเชงิเสน้รอบจดุ πθ =0  จะได ้

000 cos)(sinsin θθθθθ −+≅  

)()1)((0sin θππθθ −=−−+≅  

แทนค่า θsin  ลงในสมการการเคลื่อนที ่จะได ้

0)(2 =−+ θπθ mglml   

πθθ mglmglml −=−2  

จะเหน็ว่าสมัประสทิธิข์องเทอม θ  มคี่าเป็นลบ และต่างจาก

สมัประสทิธิข์องเทอม θ  ดงันัน้สภาพสมดุลที ่ πθ =0  จงึไม่มี

เสถยีรภาพ ดงัแสดงในรปูที ่3-8 ดา้นขวามอื 

 

 

 

 

 

 

Flutter instability

m

lθg M(t)



7. การออกแบบระบบการสัน่สะเทือน 

 การออกแบบระบบการสัน่สะเทอืนทําไดโ้ดยเลอืกส่วนประกอบของระบบการสัน่สะเทอืน เช่น มวล 

ความแขง็สปรงิ และค่าความหน่วง เพื่อใหเ้กดิลกัษณะการสัน่สะเทอืนทีต่อ้งการ เช่น ตอ้งการใหร้ะบบสัน่

แบบ Under-damped motion, Over-damped motion หรอื Critically damped motion หรอืจะเป็นการ

ออกแบบเพื่อควบคุมใหค้วามถีธ่รรมชาตอิยูใ่นช่วงทีต่อ้งการ โดยการเลอืกขนาดมวล หรอืความแขง็สปรงิ 

เป็นตน้  

 

ตวัอยา่งที ่3-7 

ระบบรองรบัของรถยนตข์นาดเลก็สามารถจาํลองไดเ้ป็น ระบบการสัน่สะเทอืน 1-dof ซึง่ประกอบดว้ย มวล 

สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และมสีมการแสดงการสัน่สะเทอืนเป็น 

0)()()( =++ tkxtxctxm   

มวลของรถมคี่าเท่ากบั 1361 kg ส่วนค่า Static deflection มคี่าเท่ากบั 0.05 ม. ใหค้าํนวณค่า c และ k 

เพื่อทีจ่ะทําใหก้ารสัน่สะเทอืนของรถเป็นแบบ Critically damped motion และถา้มมีวลของผูโ้ดยสาร และ

สมัภาระ m0 รวม 290 kg เพิม่เขา้ไปในรถ จะเกดิผลกระทบต่อการสัน่สะเทอืนอยา่งไร 

 

เน่ืองการกําหนดระยะ Static deflection ของสปรงิเท่ากบั 0.05 เมตร จาก ∆= kmg  จะได ้

N/m 1067.2
05.0

81.91361 5×=
×

=
∆

=
mgk                              ANS 

เมือ่สัน่สะเทอืนแบบ Critically damped motion ค่า ζ = 1 ค่า c จะหาไดจ้าก 

kg/s 1081.3)1361)(1067.2(22 45 ×=×=== kmcc cr                 ANS 

 

เมือ่มมีวลของผูโ้ดยสารและสมัภาระเพิม่เขา้ไป 290 kg มวลรวมของระบบการสัน่สะเทอืนจะเพิม่เป็น 

kg 16512901361 =+  

ในกรณน้ีี ค่าอตัราส่วนการหน่วงจะเปลีย่นเป็น 

91.0
)1651)(1067.2(2

1081.3
mk2

c
5

4

=
×

×
=

′
=ζ  

จะเหน็ว่าในกรณน้ีีจะเกดิการสัน่ขึน้ การเปลีย่นแปลงอื่นๆ ในระบบไดแ้ก่ 

Static deflection:  m   06.0
1067.2

81.91651
5 =

×
×

==∆
k

mg  

ความถีธ่รรมชาตขิองระบบ:   rad/s   7.12
1651

1067.2 5

=
×

=
′

=
m
k

nω  

ความถีก่ารสัน่สะเทอืนของระบบ:   rad/s   27.591.017.121 22 =−=−= ζωω nd           ANS 



 

Note ในขอ้น้ีถงึแมจ้ะออกแบบใหร้ะบบรองรบัของรถมกีารเคลื่อนทีแ่บบ Critically damped motion ซึง่ไม่มี

การสัน่สะเทอืนเกดิขึน้ เพื่อใหร้ถกลบัเขา้สู่สภาวะสมดุลเดมิไดเ้รว็ทีสุ่ดเมือ่มแีรงภายนอกมากระทาํ  อยา่งไร

กต็ามหากน้ําหนกัของรถเปลีย่นแปลงไปเน่ืองจากน้ําหนกัทีเ่พิม่เขา้มาของผูโ้ดยสารหรอืของสมัภาระ การ

สัน่สะเทอืนของระบบกจ็ะเปลีย่นแปลงไป ในขอ้น้ีระบบจะเปลีย่นจากไมส่ัน่สะเทอืนมาเป็นการสัน่สะเทอืน 

 

 

8. สรปุ 

 ในบทน้ีกล่าวถงึการสัน่สะเทอืนอยา่งอสิระ โดยเริม่จากระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน ซึง่ใน

ระบบน้ีการสัน่จะสัน่ดว้ยความถีเ่ท่ากบัความถีธ่รรมชาตขิองระบบ และขนาดการสัน่สะเทอืนจะไมล่ดน้อยลง 

เน่ืองจากไม่มกีารสญูเสยีพลงังานออกจากระบบ หลงัจากนัน้จงึอธบิายถงึการสัน่สะเทอืนของระบบทีม่ตีวั

หน่วงการสัน่สะเทอืน ลกัษณะการเคลื่อนทีข่องระบบทีม่ตีวัหน่วงน้ีจะแบ่งออกเป็น 3 กรณขีึน้กบัขนาดของ

สมัประสทิธิก์ารหน่วง ไดแ้ก่ 1) ระบบทีม่ขีนาดตวัหน่วงน้อยจะสัน่กลบัไปกลบัมา ดว้ยความถีเ่ท่ากบัความถี่

ธรรมชาตขิองระบบทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และมขีนาดลดน้อยลงเรือ่ยๆ จนหยดุสัน่ หรอืทีเ่รยีกว่า 

Under damped motion 2) ระบบทีม่สีมัประสทิธิก์ารหน่วงเท่ากบัค่าสมัประสทิธิก์ารหน่วงค่าวกิฤต หรอืที่

เรยีกว่า Critically damped motion ในระบบน้ีขนาดการเคลื่อนทีจ่ะค่อยๆ ลดลงจนหยดุการเคลื่อนที ่โดยไม่

มกีารสัน่สะเทอืน และ 3) ระบบทีม่สีมัประสทิธิก์ารหน่วงมากหรอืทีเ่รยีกว่า Over damped motion ระบบ

แบบน้ีกจ็ะไมเ่กดิการสัน่สะเทอืนเช่นเดยีวกบัระบบทีม่สีมัประสทิธิค์วามหน่วงเท่ากบัค่าวกิฤต โดยขนาด

การเคลื่อนทีจ่ะลงลงจนหยุดน่ิงเมือ่เวลาผ่านไปช่วงเวลาหน่ึง   ในบทน้ียงัไดก้ล่าวถงึการพจิารณาสภาพ

สมดุล และเสถยีรภาพของระบบ ซึง่สามารถรูไ้ดโ้ดยทนัทจีากรปูแบบสมการการเคลื่อนที ่

 ความเขา้ใจผลของส่วนประกอบต่างๆ ต่อลกัษณะการสัน่สะเทอืนทําใหส้ามารถออกแบบขนาดของ

ส่วนประกอบต่างๆ เพื่อใหร้ะบบมลีกัษณะการสัน่สะเทอืนตามทีต่อ้งการ เช่น สามารถออกแบบใหร้ะบบสัน่

แบบ Over-damped motion, Critically damped motion หรอื Under-damped motion หรอืออกแบบให้

ระบบมคีวามถีธ่รรมชาตติามทีต่อ้งการได ้                                                                                                                                                                                              
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