
บทท่ี 4 

การสัน่สะเทือนแบบบงัคบั 

 

1. บทนํา 

 การสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั (Force vibration) เป็นการสัน่สะเทอืนซึง่เกดิเน่ืองจากพลงังานภายนอก

กระทํากบัระบบระหว่างการสัน่สะเทอืน โดยพลงังานภายนอกทีก่ระทาํนัน้อาจจะอยูใ่นรปูของแรง แรงบดิ 

หรอือาจเป็นการขจดัเพื่อบงัคบัใหเ้กดิการสัน่กไ็ด ้ รปูที ่ 4-1 แสดงตวัอยา่งของพลงังานภายนอกทีใ่ส่ใหก้บั

ระบบ โดยในรปูทางดา้นซา้ย พลงังานภายนอกอยูใ่นรปูแรงกระทํา โดยแรงเกดิจากการเคลื่อนทีข่ ึน้ลงของ

กระบอกสบู และแรงเหวีย่งของขอ้เหวีย่ง (Crank) และกา้นส่ง (Connecting rod) ขณะทํางาน สาํหรบัรปู

ทางดา้นขวา พลงังานภายนอกอยูใ่นรปูการใส่การขจดั โดยในรปูแสดงแบบจาํลองระบบการสัน่สะเทอืนของ

รถยนตซ์ึง่เคลื่อนทีบ่นถนนขรขุระ ความขรขุระของถนนเปรยีบเสมอืนการใส่การขจดัเพื่อบงัคบัใหต้วัรถ

เคลื่อนทีข่ ึน้-ลง ตามคาบความขรขุระของถนน 

 

  

รปูที ่4-1 ตวัอยา่งพลงังานภายนอกทีใ่ส่เขา้ในระบบการสัน่สะเทอืน 

 

 
รปูที ่4-2 รปูแบบของพลงังานภายนอกทีใ่หก้บัระบบการสัน่สะเทอืน 
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 รปูที ่4-2 แสดงรปูแบบของพลงังานภายนอกแบบต่างๆ ทีใ่ส่ใหก้บัระบบ ไดแ้ก่ 1) พลงังานแบบฮาร์

โมนิก หรอืพลงังานทีม่กีารแปรผนัเป็นลกัษณะฟงัก์ชัน่ไซน์ 2) พลงังานทีเ่ป็นคาบรปูแบบใดๆ 3) พลงังาน

จากการกระแทก หรอืพลัซ ์(Pulse) และ 4) พลงังานรปูแบบใดๆ และไมม่คีวามสมัพนัธเ์ป็นคาบ    

สาํหรบัเครือ่งจกัรกลทีใ่ชใ้นงานทางวศิวกรรมจาํนวนมากนัน้จะมกีารทํางานเป็นคาบ โดยพลงังานที่

กระตุน้ใหร้ะบบสัน่ อาจจะมาจากการทาํงานของเครือ่งยนต ์ หรอืมอเตอรต์น้กําลงั หรอืมาจากกลไกการ

ทาํงานทีม่ลีกัษณะเป็นคาบเช่น ชุดเฟือง หรอืลกูเบีย้ว หรอือาจเกดิมาจากความผดิปกตขิองเครือ่งจกัรหมุน 

เช่น ความไมส่มดุลของเครื่องยนต ์ ความเสยีหายภายในตลบัลกูปืน เป็นตน้ ลกัษณะพลงังานกระตุน้ของ

ชิน้ส่วนกลเหล่าน้ีจะสอดคลอ้งกบัทีแ่สดงในรปูที ่ 4-2(2) อยา่งไรกต็ามในการแก้ปญัหาเหล่าน้ีนัน้ จาํเป็นที่

จะตอ้งเขา้ใจลกัษณะการสัน่สะเทอืนทีเ่ป็นคาบแบบฮารโ์มนิกในรปูที ่4-2(1) เสยีก่อน ซึง่ใน Part A ของบท

น้ีจะกล่าวถงึหลกัในการวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการกระตุ้นแบบฮารโ์มนิก หลงัจากนัน้ใน 

Part B จะไดก้ล่าวถงึวธิกีารประยกุตใ์ชห้ลกัการใน Part A กบัปญัหาทางวศิวกรรมบางปญัหา เช่น การ

สัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุล การกระตุน้จากการสัน่สะเทอืนของพืน้ หรอืการประยกุตใ์ชห้ลกัการน้ีในการ

วดัการสัน่สะเทอืน ส่วนการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการกระตุน้ลกัษณะเป็นคาบรปูแบบใดๆ และการ

สัน่สะเทอืนจากการกระตุน้แบบพลัซ ์ ซึง่มกัเกดิจากการกระแทก และการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการกระตุน้

แบบใดๆ จะกล่าวถงึในบทต่อๆ ไป 

 

PART A: Force vibration 

2. การสัน่สะเทือนแบบบงัคบัท่ีไม่มีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

2.1 สมการการเคลื่อนทีข่องการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนและผลเฉลย 

รปูที ่ 4-3 แสดงระบบการสัน่สะเทอืนอย่างง่ายทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และมแีรงกระตุ้นแบบ

ฮารโ์มนิกกระทาํกบัระบบ และแผนผงัแรงทีก่ระทาํกบัมวล m   สาํหรบัระบบในรปูจะสามารถเขยีนสมการ

การเคลื่อนทีไ่ดด้งัสมการ 

tFtkxtxm ωcos)()( 0=+     (4-1) 

หรอื     tftxtx n ωω cos)()( 0
2 =+     (4-2) 

 

 
 

รปูที ่4-3 ระบบการสัน่สะเทอืนทีม่แีรงกระตุน้แบบฮารโ์มนิกกระทํากบัระบบ 
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คาํตอบหรอืผลเฉลย )(tx  ของสมการ (4-1) และสมการที ่ (4-2) ซึง่แสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบ

สามารถแบ่งออกไดเ้ป็นสองส่วน ดงัแสดงดว้ยสมการ 

)()()( txtxtx ph +=      (4-3) 

โดย  )(txh เรยีกว่า Homogeneous solution เป็นคําตอบของสมการ 0)()( =+ tkxtxm   

 )(tx p เรยีกว่า Particular solution เป็นคาํตอบของสมการ tFtkxtxm ωcos)()( 0=+  

ถงึแมว้่า )(txh  จะไมใ่ช่คําตอบของสมการการเคลื่อนที ่ (4-1) แต่ )()()( txtxtx ph +=  กเ็ป็น

คาํตอบของสมการ (4-1) เช่นเดยีวกบั )(tx p    ดงัจะเหน็ไดจ้ากเมือ่แทนค่า )(tx ในสมการ (4-3) ลงใน

สมการ (4-1) แลว้ กจ็ะทําใหส้มการ (4-1) เป็นจรงิเช่นกนั และเมือ่เปรยีบเทยีบ )(tx  กบั )(tx p  แลว้ จะ

พบว่า )(tx  เป็นคาํตอบในรปูทีส่มบรูณ์กว่า สาํหรบัความหมายทางกายภาพของคาํตอบทัง้สองส่วนจะ

อธบิายถงึในหวัขอ้ถดัๆ ไป 

 เน่ืองจาก )(txh  เป็นคาํตอบของสมการ 0)()( =+ tkxtxm   ซึง่เป็นสมการแสดงการสัน่สะเทอืน

อยา่งอสิระ ดงันัน้ )(txh  จงึมรีปูแบบเช่นเดยีวกบัการสัน่สะเทอืนแบบอสิระของระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืน ดงัแสดงดว้ยสมการ 

tAtAtx nnh ωω cossin)( 21 +=    (4-4) 

หรอื     )sin()( φω += tAtx nh      (4-5) 

 สาํหรบั )(tx p  ซึง่เป็นคาํตอบของสมการ (4-1) นัน้ จากการสงัเกตพฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของ

วตัถุเมือ่มกีารกระตุน้ทีค่วามถี ่ω  มากระทาํแลว้ วตัถุนัน้จะสัน่ทีค่วามถี ่ω  ดว้ย และเน่ืองจากการกระตุน้

อยูใ่นรปูของฟงักช์ัน่ cosine ลกัษณะคาํตอบของสมการจงึตอ้งเป็นฟงักช์ัน่ cosine ดว้ย ถงึจะทําใหเ้มือ่แทน

คาํตอบ )(tx p  เขา้ไปในสมการ (4-1) สมการจงึเป็นจรงิ   ดว้ยเหตุผลดงักล่าว จงึไดว้่า )(tx p  ซึง่แสดงถงึ

ลกัษณะการสัน่สะเทอืนจะสามารถเขยีนไดใ้นรปูของสมการ 

tXtx p ωcos)( =      (4-6) 

โดย X  เป็นขนาดของ )(tx p  ซึง่สามารถหาไดโ้ดยการแทนค่า )(tx p  ลงในสมการ (4-1)   เมือ่แทน 

)(tx p  ลงในสมการ (4-1) จะได ้

tFtkXtmX ωωωω coscoscos 0
2 =+−  
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ดงันัน้ค่า )(tx p  คอื    t
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0

−
=     (4-8) 

เมือ่รวมคาํตอบทัง้สองส่วนเขา้ดว้ยกนั จะไดล้กัษณะการสัน่สะเทอืนเมือ่มกีารกระตุน้ดว้ยความถี ่ ω  มา

กระทํากบัระบบดงัสมการ 
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โดยค่าคงที ่A1 และ A2 สามารถหาไดจ้ากเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ 

 สาํหรบัสมการที ่(4-9) แสดงใหเ้หน็ว่าเมือ่ใหก้ารกระตุน้ทีค่วามถี ่ω  กบัระบบ ระบบจะสัน่ทีค่วามถี่

สองความถี ่ ไดแ้ก่ความถีธ่รรมชาต ิ nω  และความถีท่ีเ่ท่ากบัความถีท่ีม่ากระตุน้กระตุน้ ω   โดยขนาดของ

การสัน่ทีเ่ท่ากบัความถีท่ีม่ากระตุน้ ω  จะขึน้อยูก่บั ขนาดของการกระตุน้ และสมบตัขิองระบบ ไดแ้ก่ความ

แขง็สปรงิ และมวล ส่วนขนาดของการสัน่ทีค่วามถีธ่รรมชาต ิ nω  จะขึน้กบัสภาวะเริม่ตน้ของการสัน่เท่านัน้ 

รปูที ่ 4-4 แสดงถงึลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบ x ซึง่แสดงในรปูดา้นล่าง การสัน่สะเทอืนน้ีเป็นผลรวม

ของ )(txh  และ )(tx p  ทีแ่สดงในรปูดา้นบนทัง้สองรปูตามลําดบั 

  

 
รปูที ่4-4 การสัน่สะเทอืนของระบบ ซึง่เป็นผลรวมจาก )(txh  และ )(tx p  

 

2.2 เงือ่นไขค่าเริม่ต้นกบัการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัสาํหรบัระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

 ขนาดของการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการกระตุน้ภายนอก )(tx p  จะขึน้อยูก่บัขนาดของการกระตุ้น 

และสมบตัขิองระบบ อย่างไรกต็ามขนาดการสัน่สะเทอืน )(txh  จะขึน้กบัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่สะเทอืน ดงั

แสดงดว้ยเทอมค่าคงที ่ A1 และ A2 ในสมการ (4-9) ค่าคงน้ีเหล่าน้ีสามารถหาไดด้งัวธิแีสดงในตวัอยา่ง

ต่อไปน้ี 

 

สมมตุใิหเ้งือ่นไขเริม่ตน้เป็นดงัน้ี 

เงือ่นไขที ่1 เมือ่เริม่ตน้สัน่สะเทอืน วตัถุอยูท่ีต่ําแหน่ง 0x  หรอื 0)0( xtx ==  

เงือ่นไขที ่2 เมือ่เริม่ตน้สัน่สะเทอืน วตัถุมคีวามเรว็ 0v  หรอื 00)0( vxtx ===   

จะสงัเกตว่า ค่าคงทีท่ีไ่มท่ราบค่าในสมการที ่ (4-9) มทีัง้หมด 2 ตวั ดงันัน้จงึจาํเป็นตอ้งใชเ้งือ่นไขค่าเริม่ต้น 

2 ตวัในการแกป้ญัหาน้ี 

แทนเงือ่นไขที ่1 ลงในสมการ (4-9) จะได ้
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ความเรว็การเคลื่อนทีห่าไดโ้ดยหาอนุพนัธข์องสมการที ่(4-9) ดงัน้ี 
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แทนเงือ่นไขที ่2 ลงในสมการ (4-11) จะได ้

nAvx ω100 ==  
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ω
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1 =      (4-12) 

แทนค่า A1 และ A2 ทีห่าไดใ้นสมการ (4-9) จะไดส้มการแสดงการเคลื่อนทีด่งัน้ี 
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สมการที ่(4-13) อาจเขยีนในอกีรปูหน่ึงไดด้งัน้ี 
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รปูที ่ 4-5 แสดงตวัอยา่งผลของความถีข่องการกระตุ้นต่อลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบ โดย

ระบบในรปูมคีวามถีธ่รรมชาต ิ 1 Hz   ระบบถูกกระตุ้นดว้ยแรงทีม่ขีนาดเท่ากนัแต่ความถีข่องการกระตุน้

ต่างกนั และมเีงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่เหมอืนกนั   โดยความถีท่ีก่ระตุ้นในตวัอยา่งเป็นความถีท่ีน้่อยกว่า

ความถีธ่รรมชาต ิ ความถีใ่กลเ้คยีงกบัความถีธ่รรมชาต ิ และความถีม่ากกว่าความถีธ่รรมชาต ิ   จากรปูจะ

เหน็วา่ถงึแมข้นาดการกระตุน้จะมคี่าเท่าเดมิทุกๆ กรณ ีแต่หากมคีวามถีก่ารกระตุ้นทีแ่ตกต่างกนัแลว้ ระบบ

กจ็ะสัน่สะเทอืนต่างกนัได ้

 

 
 

 
 

รปูที ่4-5 ผลของความถีก่ารกระตุน้ต่อลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบ 

 

k
m F(t)=F0cosωt

Natural freq. fn = 1 Hz
Excited force/mass f0 = 1 N/kg
Excited freq. f = 0.4, 1.01, 1.6 Hz
x0 = 0.01 m
v0 = 1 m/s 

xh

xp

x

0.4 Hz 1.01 Hz 1.6 Hz

+ + +



2.3 เฟสของการสัน่สะเทอืน 

 เฟสของการสัน่สะเทอืน (Phase of the vibration response) แสดงถงึจงัหวะของการสัน่สะเทอืน 

สาํหรบัการสัน่สะเทอืนทีเ่ป็นแบบฮารโ์มนิกนัน้ เฟสมกัจะบอกดว้ยมมุ หน่วยเป็นองศาหรอืเรเดยีน โดยใน

การสัน่สะเทอืนแบบบงัคบันัน้ เฟสจะหมายถงึความแตกต่างกนัของจงัหวะการกระตุน้ภายนอกกบัจงัหวะ

การสัน่สะเทอืนของระบบ ตวัอยา่งเช่น ระบบในรปูที ่ 4-5 ไดร้บัการกระตุน้แบบฮารโ์มนิก หากในขณะนัน้

แรงกระตุ้นมทีศิทางไปทางขวา และมวลกเ็คลื่อนทีไ่ปทางขวาดว้ยพรอ้มๆ กนั   จะเรยีกว่าเฟสของการ

กระตุน้กบัเฟสการสัน่สะเทอืนตรงกนั หรอืความต่างเฟส 0° แต่ถา้หากในขณะนัน้แรงกระตุน้มทีศิทางไป

ทางขวา แต่มวลเคลื่อนทีไ่ปทางซา้ยตรงกนัขา้มกนัพอด ี จะเรยีกกรณีน้ีว่าเฟสของการกระตุน้ตรงขา้มกบั

เฟสของการสัน่สะเทอืน หรอืความต่างเฟส 180° ความต่างเฟสอาจจะมคี่าใดๆ กไ็ดข้ึน้กบัว่าจงัหวะการ

กระตุน้ กบัจงัหวะการสัน่สะเทอืนแตกต่างกนัเท่าใด 

 พจิารณาเทอมที ่3 ของสมการ (4-14) ซึง่แสดงการสัน่สะเทอืน xp เน่ืองจากแรงภายนอก )(0 tF  ซึง่

เขยีนในรปูของแรงต่อมวล )(0 tf  ดงัน้ี 

t
f

tx
n

p ω
ωω

cos)( 22
0

−
=     (4-15) 

tftf ωcos)( 00 =      (4-16) 

 จากสมการที ่(4-15) และ (4-16) จะเหน็ว่าหากความถีข่องแรงกระตุน้มคี่าน้อยกว่าความถีธ่รรมชาติ

ของระบบแลว้ สมัประสทิธิข์องเทอม tωcos  ของทัง้สองสมการจะมคี่าเป็นบวก (หรอืลบ) เหมอืนกนั ซึง่

แปลความไดว้่าจงัหวะของแรงและการสัน่สะเทอืนตรงกนัหรอืเฟสตรงกนั   แต่หากความถีข่องแรงกระตุน้

มากกว่าความถีธ่รรมชาต ิ สมัประสทิธิข์องเทอม tωcos  จะมคี่าเป็นบวกลบต่างกนั ซึง่แสดงใหเ้หน็ว่า

จงัหวะของแรงและการสัน่สะเทอืนตรงกนัขา้มกนั หรอืเฟสต่างกนั 180° หรอือาจเรยีกว่าเฟสตรงขา้มกนั 

 

 

 
 

รปูที ่4-6 การสัน่สะเทอืนทีเ่ฟสของการกระตุน้ตรงกบัเฟสของการสัน่สะเทอืน 

Natural freq. fn = 0.1 Hz
Excited force/mass f0 = 40 N/kg
Excited freq. f = 0.02 Hz
x0 = 0.1 m
v0 = 0 m/s 

f0

xp

x f0

ω/ωn = 0.2



 

รปูที ่4-6 แสดงตวัอยา่งการสัน่สะเทอืนเมือ่ความถีธ่รรมชาตมิคี่ามากกว่าความถีท่ีม่ากระตุ้น กรณน้ีี

จงึไดว้่าเฟสของการสัน่สะเทอืนจะตรงกบัเฟสของแรงกระตุน้ ซึง่จะเหน็ไดจ้ากกราฟของ xp ซึง่มเีฟสตรงกบั

เฟสของการกระตุน้ f   กราฟทัง้สองมคี่ามากและน้อยในจงัหวะเดยีวกนั   สาํหรบัรปูดา้นล่างแสดงกราฟ

ระหว่างค่า x ซึง่เป็นผลรวมของ xh และ xp เมือ่เทยีบกบัค่า f  

รปูที ่ 4-7 แสดงตวัอยา่งการสัน่สะเทอืนเมือ่ความถีธ่รรมชาตมิคี่าน้อยกว่าความถีท่ีม่ากระตุน้ เฟส

การสัน่สะเทอืนในกรณีน้ีจงึตรงขา้มกบัเฟสของแรงกระตุน้ ซึง่จะเหน็ไดจ้ากกราฟของ xp และ f ทีม่คี่ามาก

และน้อยตรงกนัขา้มกนั เมือ่ตวัหน่ึงมคี่ามากอกีตวัหน่ึงจะมคี่าน้อย เมือ่ตวัหน่ึงมคี่าน้อยอกีตวัหน่ึงจะมคี่า

มาก รปูดา้นล่างแสดงกราฟระหว่างค่า x ซึง่เป็นผลรวมของ xh และ xp เมือ่เทยีบกบัค่า f 

 

 

 
 

รปูที ่4-7 การสัน่สะเทอืนทีเ่ฟสของการกระตุน้ตรงกนัขา้มกบัเฟสของการสัน่สะเทอืน 

 

2.4 บที (Beat) 

พจิารณาสมการแสดงการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั ในสมการที ่(4-14) ซึง่แสดงอกีครัง้ดา้นล่าง 
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ในกรณทีีเ่ง ือ่นไขเริม่ตน้สัน่เป็นศูนย ์ คอื 00 =x  และ 00 =v (กรณน้ีีเงือ่นไขเริม่ตน้เป็นศูนยท์ัง้

สองตวัได ้ซึง่แสดงถงึในขณะทีร่ะบบหยดุน่ิง มแีรงกระทาํภายนอกใหว้ตัถุเริม่สัน่) จะสามารถเขยีนสมการที ่

(4-17) ไดด้งัน้ี 
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    (4-18) 

Natural freq. fn = 0.1 Hz
Excited force/mass f0 = 40 N/kg
Excited freq. f = 1 Hz
x0 = 0.1 m
v0 = 0 m/s 

f0

xp

x f0

ω/ωn = 10



หากความถีธ่รรมชาต ิ nω  มคี่าใกลเ้คยีงกบัความถีท่ีม่ากระตุน้ ω  สมการที ่ (4-18) สามารถเขยีน

เป็นกราฟการสัน่สะเทอืนไดด้งัรปูที ่ 4-8   จากรปูจะพบว่าคาบการสัน่สะเทอืนจะสามารถแบ่งออกไดเ้ป็น

สองส่วน ไดแ้ก่คาบการสัน่สะเทอืน T1 ซึง่เป็นคาบการเปลีย่นแปลงขนาดของกรอบ (envelope) ของ

สญัญาณ และคาบการสัน่สะเทอืน T2 ซึง่เป็นคาบของการเปลีย่นแปลงยอ่ยๆ โดยค่าของ T1 และ T2 

สอดคลอ้งกบัความถีใ่นเทอมฟงักช์ัน่ไซน์ทีแ่สดงในสมการที ่(4-18) และสามารถหาไดจ้ากสมการ 

 
 

รปูที ่4-8 สญัญาณบที 
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 การเปลีย่นแปลงในลกัษณะน้ีอาจเรยีกอกีอยา่งว่า Amplitude Modulation (AM) ซึง่หลกัการน้ีมใีช้

ในการส่งสญัญาณวทิยใุนระยะทางไมไ่กลมากนกั นอกจากคาบเวลา T1 และ T2 ขา้งตน้แลว้ ลกัษณะ

สญัญาณน้ียงัสามารถพจิารณาว่าเป็นสญัญาณคาบ โดยมคีาบของสญัญาณเท่ากบั Tb ดงัแสดงในรปูที ่ 4-8 

และเขยีนไดต้ามสมการ 

ωω
π
−

==
n

b
TT 2
2
1      (4-21) 

เรยีกคาบสญัญาณน้ีว่าคาบของบที ส่วนความถีท่ีส่มัพนัธก์บัคาบในสมการ (4-21) เรยีกว่าความถีบ่ที ดงั

แสดงดว้ยสมการ 

ωωω −= nb       (4-22) 

 รปูที ่ 4-9 แสดงการเกดิสญัญาณบทีจากสญัญาณ xh และ xp ทีม่คีวามถีใ่กลเ้คยีงกนั จากรปูจะ

พบว่า ส่วนของสญัญาณบทีทีม่ขีนาดมาก (ส่วนทีแ่สดงดว้ยเสน้สแีดง) เกดิมาจากการเสรมิกนัของสญัญาณ 

xh และ xp ช่วงทีม่เีฟสตรงกนั และส่วนทีม่ขีนาดน้อยในสญัญาณบที (ส่วนทีแ่สดงดว้ยเสน้สเีขยีว) เกดิจาก

การหกัลา้งกนัของสญัญาณ xh และ xp ช่วงทีม่เีฟสต่างกนั 

1T

2T

bT



 

 

 
 

รปูที ่4-9 การเกดิบที 

 

2.5 การสัน่พอ้ง (Resonance) 

 เมือ่ความถีข่องการกระตุน้ ซึง่อาจอยูใ่นรปูแรง แรงบดิ หรอืการกระตุน้โดยการขจดั มคี่าเท่ากบั

ความถีธ่รรมชาตขิองระบบ ขนาดของการสัน่สะเทอืนจะมคี่ามาก หากพจิารณาค่า xp ในสมการ (4-8) จะได้

ว่าส่วนของขนาดจะมคี่ามากจนถงึอนันต ์ อยา่งไรกต็ามในระบบจรงิเมือ่ใหก้ารกระตุน้ทีค่วามถีธ่รรมชาต ิ

ขนาดการสัน่สะเทอืนไมไ่ดสู้งจนเท่ากบัอนันตใ์นทนัท ี แต่ขนาดการสัน่สะเทอืนจะค่อยๆ เพิม่สงูขึน้ ดงันัน้

สมการที ่ (4-8) จงึไมอ่าจแทนพฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนทีต่ําแหน่งสัน่พอ้งไดอ้ย่างถูกตอ้ง และค่าอนนัตใ์น

สมการคณติศาสตรน์ัน้ ในความเป็นจรงิกจ็ะไมเ่กดิเหตุการณ์เช่นนัน้ เน่ืองจากขนาดการสัน่สะเทอืนจะ

ค่อยๆ สงูขึน้จนเมือ่เกนิกว่าค่าความแขง็แรงของวสัดุยดืหยุน่จะรบัไวไ้ด ้ระบบกจ็ะพงัลง ในกรณกีารสัน่พอ้ง 

สมการซึง่แสดงค่า xp สามารถเขยีนไดด้งัน้ี 

ttXtx p ωsin)( =      (4-23) 

โดย X คอืตวัแปรทีแ่สดงความรวดเรว็ในการเพิม่ขึน้ของขนาดการสัน่สะเทอืน ส่วนความถี ่ nωω =  

จากสมการที ่(4-23) จะได ้

tXttXtx p ωωω cossin)( +=       

และ    tXttXtx p ωωωω sincos2)( 2−=     (4-24) 

ค่า X หาไดโ้ดยการแทนค่า xp และ px  ลงในสมการการเคลื่อนที ่(4-2) (หรอืสมการ (4-1)) ดงันัน้จะได ้

tfttXtXttX ωωωωωωω cossinsincos2 0
22 =+−  

เพราะฉะนัน้     
ω2
0f

X =      (4-25) 

Natural freq. fn = 5 Hz
Excited force/mass f0 = 10 N/kg
Excited freq. f = 5.5 Hz
x0 = 0 m
v0 = 0 m/s 

xp

xh

x



ดงันัน้     tt
f

tx p ω
ω

sin
2

)( 0=      (4-26) 

เมือ่รวมการสัน่สะเทอืนทัง้หมด ซึง่เป็นผลมาจาก hx  ในสมการ (4-4) และ px  ในสมการ (4-26) จะได ้
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tAtAtxtxx ph ω
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cossin)()( 0
21 ++=+=   (4-27) 

โดยความถี ่ nωω =  

หากกําหนดเงือ่นค่าเริม่ต้นให ้ 0)0( xx =  และ 0)0( vx =  จะสามารถหาค่าคงที ่A1 และ A2 ไดด้งัน้ี 

จากสมการ (4-27) ความเรว็ของการเคลื่อนทีห่าไดจ้าก 
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tAtAx ωω
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21 ++−=    (4-28) 

แทนเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ลงในสมการที ่(4-27) และ (4-28) จะได ้

20 Ax =  

และ     ω10 Av =  

หรอื     ω01 vA =  

แทนค่าคงทีล่งในสมการแสดงการสัน่สะเทอืนทีต่ําแหน่งสัน่พอ้ง (4-27) จะได ้
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รปูที ่(4-10) แสดงการสัน่พอ้ง เมือ่เงือ่นไขเริม่ตน้สัน่เป็นศูนย ์( 00 =x  และ 00 =v ) 

 

 
รปูที ่4-10 การสัน่พอ้งเมือ่เงือ่นไขค่าเริม่ตน้เป็นศูนย ์

 

 

  



 
 

ตวัอยา่งที ่4-1 The engine is mounted on a foundation block 

which is spring-supported. Describe the steady-state vibration 

of the system if the block and engine have a total weight of 

7500 N (≈ 750 kg) and the engine, when running, creates an 

impressed force F = 250sin(2t) N, where t is in seconds. 

Assume that the system vibrates only in the vertical direction, 

with the positive displacement measured downward, and that 

the total stiffness of the springs can be represented as k = 30 

kN/m. Also determine the rotational speed w of the engine 

which will cause resonance. [R. C. Hibbeler 22-55,56]  

 

 
 

 

)sin(0 tFkxxm ω=+

จากที่โจทย์สามารถเขียนแบบจําลองแสดงระบบการสัน่สะเทือน

และ FBD ไดด้งัรูป และเขียน EOM ไดด้งัน้ี

tAtAx nnh ωω cossin 21 +=

FBD

x

kx

สําหรบั xp จะอยู่ในรูปแบบสมการ tXxp ωsin=

[ ]xmF =Σ

rad/s  26.6)81.9/7500(1030 3 =×== mknω
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tFtkXtmX ωωωω sinsinsin 0
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)2sin(250 tF =

คําตอบของสมการ EOM แบ่งออกไดเ้ป็น 2 ส่วน คอื xh และ xp

เน่ืองจากไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทือนในระบบ ดงันัน้จะเขียน xh

ไดด้งัน้ี

โดย

แทนค่า xp ลงในสมการ EOM จะได้

2
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ωmk
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−

=

ดงันัน้คําตอบทัง้หมดซึง่แสดงการสัน่สะเทือนของระบบน้ีจะเขียนไดด้งัสมการ
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เมื่อสมมุตใิห้ที่เวลา t=0 การขจดัเป็น x0 และความเรว็เร ิม่ตน้เป็น v0 จะสามารถหาค่า A1, A2 ไดด้งัน้ี

(1)

(2)

(3)



 

 
 

 

 

  

เมื่อ t=0, x=x0 แทนในสมการ (3) จะได้
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20 Ax =

หาอนุพันธข์องสมการ (3) จะได้

เมื่อ t=0, v=v0 แทนลงในสมการ (4) จะได้

2
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แทนค่าคงที่ที่หาไดล้งในสมการ (3) จะไดส้มการแสดงการสัน่สะเทือนของระบบ ดงัน้ี
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เน่ืองจากไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทือนในระบบ ทัง้ xh และ xp จงึเป็นการสัน่สะเทือนในสภาวะคงตวั

ทัง้หมด อย่างไรก็ตามในความเป็นจรงิ การหน่วงอาจจะเกิดขึ้นจากปจัจยัต่างๆ เช่น การสูญเสยี

พลงังานในการเสยีรูปของวัตถ ุแรงเสยีดทาน (แต่อาจมขีนาดเลก็ จงึละทิ้งไปในการสร ้างแบบจําลอง)  

ดงันัน้ การสัน่สะเทือนในสภาวะคงตวัในความหมายทัว่ๆ ไป จงึมกัจะหมายถงึ xp เท่านัน้

ในกรณทีี่มคีวามหน่วงเกิดขึ้น การสัน่สะเทือนในสภาวะคงตวัคอื
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ดงันัน้จะไดว่้าขนาดการสัน่สะเทือนในกรณทีี่มคีวามหน่วงขนาดเลก็อยู่ดว้ยคอื 9.28 มม.

สําหรบัการสัน่พอ้งจะเกิดเมื่อความถีข่องแรงกระตุน้เท่ากับความถีธ่รรมชาตขิองวัตถุ ดงัน้ี

rad/s  26.62 === nf ωπω rpm) (60  Hz  1=f

ANS

ANS



3. การสัน่สะเทือนแบบบงัคบัท่ีมีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

3.1 สมการการเคลื่อนทีข่องการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนและผลเฉลย 

รปูที ่ 4-11 แสดงระบบการสัน่สะเทอืนทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และถูกกระทําดว้ยแรงกระตุน้

แบบฮารโ์มนิก สาํหรบัระบบในรปูจะสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัสมการ 

tFtkxtxctxm ωcos)()()( 0=++     (4-30) 

หรอื     tftxtxtx nn ωωζω cos)()(2)( 0
2 =++     (4-31) 

คาํตอบหรอืผลเฉลย )(tx  ของสมการ (4-30) และสมการที ่ (4-31) ซึง่แสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืนของ

ระบบสามารถแบ่งออกไดเ้ป็นสองส่วน เช่นเดยีวกบักรณรีะบบทีไ่ม่มตีวัหน่วง ดงัแสดงดว้ยสมการ 

)()()( txtxtx ph +=      (4-32) 

โดย  )(txh  คอื Homogeneous solution เป็นคาํตอบของสมการ 0)()(2)( 2 =++ txtxtx nn ωζω   

 )(tx p  คอื Particular solution เป็นคาํตอบของสมการ tftxtxtx nn ωωζω cos)()(2)( 0
2 =++   

 

 
 

รปูที ่4-11 ระบบการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

 

 เน่ืองจาก )(txh  เป็นคาํตอบของสมการ 0)()(2)( 2 =++ txtxtx nn ωζω   ซึง่เป็นสมการเดยีวกบั

สมการทีแ่สดงการสัน่สะเทอืนอยา่งอสิระ ดงันัน้คาํตอบจงึเป็นเช่นเดยีวกบัคาํตอบของการสัน่สะเทอืนอย่าง

อสิระทีแ่สดงไวใ้นบทก่อนหน้า โดยคําตอบสามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 3 กรณ ีตามค่าของอตัราส่วนการหน่วง

ของระบบ ดงัน้ี 

1. กรณทีีอ่ตัราส่วนการหน่วงมคี่าระหว่าง 0-1 )10( << ζ หรอื Under damped motion 

)sin()( φωζω += − tAetx d
t

h
n     (4-33) 

เมือ่      21 ζωω −= nd       (4-34) 

และ A  และ φ  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่ 

2. กรณทีีอ่ตัราส่วนการหน่วงมคี่าเท่ากบั 1 )1( =ζ  หรอื Critically damped motion 
t

h
netaatx ω−+= )()( 21      (4-35) 

เมือ่ 1a  และ 2a  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่ 

3. กรณทีีอ่ตัราส่วนการหน่วงมคี่ามากกว่า 1 )1( >ζ  หรอื Over damped motion 

)()( )1(
2

)1(
1

22 ttt
h

nnn eaeaetx −+−−− += ζωζωζω   (4-36) 

F(t)=F0cosωt

x

m

k

c



เมือ่ 1a  และ 2a  เป็นค่าคงทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่ 

สาํหรบั )(tx p  ซึง่เป็นคําตอบของสมการ (4-30) หรอื (4-31) นัน้ กส็ามารถหาไดจ้ากการสงัเกต

พฤตกิรรมการสัน่สะเทอืน หรอืจากการแกส้มการอนุพนัธ ์ เช่นเดยีวกบักรณขีองการสัน่ทีไ่ม่มตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืน   เน่ืองจากวตัถุเมือ่มกีารกระตุน้ทีค่วามถี่ ω  มากระทาํแลว้ วตัถุนัน้จะสัน่ทีค่วามถี ่ ω  ดว้ย 

และเน่ืองจากการกระตุ้นอยู่ในรปูของฟงักช์ัน่ cosine ลกัษณะคาํตอบของสมการจงึตอ้งเป็นฟงักช์ัน่ sine 

หรอื cosine ดว้ย ถงึจะทําใหเ้มือ่แทนคําตอบ )(tx p  เขา้ไปในสมการ (4-31) แลว้สมการจงึมโีอกาสเป็นจรงิ

ได ้  ดว้ยเหตุผลดงักล่าว จงึไดว้่า )(tx p  จะสามารถเขยีนไดใ้นรปูของสมการ 

)sin()cos()( tBtAtx ssp ωω +=    (4-37) 

หรอื     )cos()( θω −= tXtx p     (4-38) 

 

เน่ืองจาก )(tx p  เป็นคาํตอบของสมการ (4-31) ค่าคงที ่ X  และ θ  (หรอื sA และ sB ) สามารถหา

ไดโ้ดยแทน )(tx p  ในสมการ (4-38) (หรอืสมการ (4-37)) ลงในสมการ (4-31) ดงัน้ี 

tftxtxtx pnpnp ωωζω cos)()(2)( 0
2 =++   

tftXtXtX nn ωθωωθωωζωθωω cos)cos()sin(2)cos( 0
22 =−+−−−−  

[ ] tfttX nn ωθωωζωθωωω cos)sin(2)cos()( 0
22 =−−−−⋅  
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nn

n  และ α
ωζωωω

ωζω
sin

)2()(

2
2222
=

+− nn

n  ดงัรปูที ่4-12 จะได ้

 

[ ] tfttX nn ωθωαθωαωζωωω cos)sin(sin)cos(cos)2()( 0
2222 =−⋅−−⋅⋅+−⋅  

tftX nn ωαθωωζωωω cos)cos()2()( 0
2222 =+−⋅+−⋅   (4-39) 

 

 

 
รปูที ่4-12 มุมเฟสของการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั 

 

)( 22 ωω −n

ωζωn2

2222 )2()( ωζωωω nn +−

α



จากสมการที ่(4-39) สมการจะเป็นจรงิไดเ้มือ่ 

0
2222 )2()( fX nn =+−⋅ ωζωωω  

หรอื    
2222

0

)2()( ωζωωω nn

f
X

+−
=     (4-40) 

และ    tt ωαθω cos)cos( =+−  

หรอื    







−
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n      (4-41) 

จากสมการที ่(4-38), (4-40) และ (4-41) ทาํใหส้ามารถเขยีน )(tx p  ไดด้งัสมการ 



















−

−
+−

= 222222

0 2
arctancos
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nn

p t
f

tx   (4-42) 

เมือ่รวมคาํตอบทัง้สองส่วนคอื )(txh  จากสมการ (4-33) หรอื (4-35) หรอื (4-36) กบั )(tx p  จาก

สมการ (4-42) เขา้ดว้ยกนัจะได ้ ผลเฉลยซึง่แสดงถงึลกัษณะการสัน่สะเทอืน )(tx    ตวัอยา่งของลกัษณะ

การสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัของระบบทีเ่ป็นแบบ Under damped motion แสดงดงัสมการ 

)cos()sin()()()( θωφωζω −++=+= − tXtAetxtxtx d
t

ph
n   (4-43) 

ตวัอยา่งกราฟการสัน่สะเทอืนของสมการที ่(4-43) แสดงในรปูที ่4-13   จากสมการที ่(4-43) และรปูที ่4-13 

จะไดว้่าส่วน )(txh  จะมคี่าลดลง และหายไปเมือ่เวลาผ่านไปนานเพยีงพอ แต่ส่วน )(tx p  จะคงอยูต่ราบที่

ยงัมแีรงภายนอก 0F  มากระทํา ดงันัน้การสัน่สะเทอืน )(tx  ในช่วงแรกจงึมผีลจากทัง้ )(txh  และ )(tx p  

แต่เมือ่เวลาผ่านไป )(tx  จะมคี่าเท่ากบั )(tx p  

  

 
รปูที ่4-13 ตวัอยา่งกราฟแสดงการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัของระบบทีเ่ป็น Under damped motion 

 

เน่ืองจากส่วน )(txh  (ไมว่่าจะเป็นระบบ Under damped motion, Critically damped motion หรอื 

Over damped motion) จะมผีลเพยีงแค่ช่วงตน้ๆ ของการสัน่เท่านัน้ จงึมชีื่อเรยีกว่า ผลตอบสนองชัว่ขณะ 

(Transient response) ส่วน )(tx p  ทีม่ผีลตลอดตราบทีย่งัมแีรงภายนอกกระทาํมชีื่อเรยีกว่า ผลตอบสนอง



ในสภาวะคงตวั (Steady state response)   ในปญัหาการสัน่แบบบงัคบั โดยทัว่ๆ ไปมกัจะสนใจส่วนของ

ผลตอบสนองในสภาวะคงตวัเน่ืองจาก ผลตอบสนองชัว่ขณะจะหายไปในเวลาไม่นานหลงัจากเริม่เกดิการ

สัน่สะเทอืน 

 

3.2 ผลตอบสนองในสภาวะคงตวัทีค่วามถีแ่รงกระตุน้ต่างๆ 

ขนาดของการสัน่สะเทอืนในสภาวะคงตวัแสดงดงัสมการ (4-40) และนํามาแสดงอกีครัง้ในทีน้ี่ 

2222

0

)2()( ωζωωω nn

f
X

+−
=     (4-40) 

จากสมการที ่ (4-40) จะเหน็ว่าขนาดการสัน่สะเทอืน X  ขึน้อยูก่บัทัง้ลกัษณะของระบบการสัน่สะเทอืน 

(ไดแ้ก่ค่า m, c, k ซึง่แสดงออกโดยตวัแปร nω  และ ζ ) และลกัษณะของแรงทีก่ระทาํทัง้ขนาด ( 0f ) และ

ความถีข่องแรงกระทํา (ω ) สมการที ่(4-40) สามารถจดัรปูไดด้งัสมการ  

222
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0 )2()1(
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rrf
X

F
Xk n

ζ

ω

+−
==     (4-44) 

โดย  nr ωω=  

รปูที ่ 4-14 แสดงความสมัพนัธท์ีแ่สดงในสมการที ่ (4-44) โดยสมมตุใิหร้ะบบการสัน่สะเทอืนระบบ

หน่ึงถูกกระทาํดว้ยแรงขนาดคงที ่ แกนตัง้แสดงเทอมไรม้ติทิางดา้นซา้ยของสมการซึง่สมัพนัธก์บัขนาดการ

สัน่สะเทอืน ส่วนแกนนอนแสดงเทอมไรม้ติ ิr ซึง่สมัพนัธก์บัความถีข่องแรงกระตุน้ 

 

 
รปูที ่4-14 ความสมัพนัธข์องขนาดการสัน่สะเทอืนทีค่วามถีแ่รงกระตุ้นต่างๆ 

 



จากรปูจะเหน็ว่าถงึแมร้ะบบการสัน่สะเทอืนจะถูกกระตุน้ดว้ยแรงขนาดคงที ่ แต่ถา้หากความถีข่อง

แรงกระตุ้นแตกต่างกนั กจ็ะทาํใหข้นาดของการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้แตกต่างกนัได ้ โดยหากระบบถูกกระตุ้น

ทีค่วามถีต่ํ่าๆ ขนาดการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้จะใกลเ้คยีงกบัค่าการเสยีรปูเมือ่ระบบถูกแรงขนาดเท่ากนัน้ี

กระทําในสภาวะสมดุล (Static deformation)   ขนาดการสัน่สะเทอืนจะเพิม่มากขึน้หากความถีก่ารกระตุน้

เพิม่มากขึน้ และการสัน่สะเทอืนจะมขีนาดมาก เมือ่ระบบถูกกระตุน้ดว้ยแรงทีม่คีวามถีใ่กลเ้คยีงกบัความถี่

ธรรมชาต ิ )1( =r  ปรากฏการณ์ทีร่ะบบถูกกระตุน้ดว้ยแรงทีม่คีวามถีเ่ท่ากบัความถีธ่รรมชาต ิ จะเรยีกว่า

การเกดิการสัน่พอ้ง (resonance) และเมือ่เพิม่ความถีก่ารสัน่สะเทอืนใหม้ากกว่าความถีธ่รรมชาต ิ ขนาด

ของการสัน่สะเทอืนจะลดลง 

เมือ่พจิารณาถงึผลของอตัราส่วนการหน่วงต่อขนาดการสัน่สะเทอืนจะพบว่า ยิง่ขนาดของอตัราส่วน

การหน่วงมาก ขนาดการสัน่สะเทอืนเมือ่ระบบถูกแรงทีม่คีวามถีใ่กลเ้คยีงความถี่ธรรมชาตกิระทําจะมคี่า

ลดลง นอกจากน้ียงัพบว่าความถีแ่รงกระตุน้ทีท่ําใหเ้กดิขนาดการสัน่สะเทอืนมากทีสุ่ดจะลดลง และห่างจาก

ความถีธ่รรมชาตมิากขึน้เมื่อระบบมอีตัราส่วนความหน่วงมากขึน้  

การหาความถีข่องแรงกระตุน้ทีจ่ะทําใหข้นาดการสัน่สะเทอืนมากทีสุ่ด สามารถหาไดโ้ดยวธิกีารหา

จดุสงูสุดของฟงักช์ัน่โดยทัว่ไป จากความรูใ้นวชิาแคลคลูสัจะไดว้่าอนุพนัธข์องฟงักช์ัน่จะมคี่าเท่ากบัศูนยท์ี่

ตําแหน่งสงูสุดของฟงัก์ชัน่ ในกรณีน้ีจะได ้

0
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+− rrdr
d

ζ
    (4-45) 

เมือ่แกส้มการที ่(4-45) จะได ้  221 ζ−=r  

หรอื     221 ζωω −= n      (4-46) 

จากสมการที ่ (4-46) จะเหน็ไดว้่าตําแหน่งทีเ่กดิการสัน่สะเทอืนมากทีสุ่ด ไมต่รงกบัทัง้ความถี่

ธรรมชาต ิ nω  และความถีธ่รรมชาตขิองระบบทีม่ตีวัหน่วง dω  แต่มคี่าน้อยกว่า อยา่งไรกต็ามระบบ

โดยทัว่ไปมกัมอีตัราส่วนการหน่วงน้อย (เช่น โครงสรา้งทีไ่มไ่ดม้ ี Damper ประกอบอยู)่ ดงันัน้ตําแหน่งที่

ขนาดการสัน่สะเทอืนมคี่ามากทีสุ่ด จงึมกัเกดิเมือ่แรงกระตุน้มคีวามถีใ่กลเ้คยีงกบัความถีธ่รรมชาต ิ

สาํหรบัขนาดของการสัน่สะเทอืนมากทีสุ่ดนัน้ สามารถหาไดโ้ดยแทนค่า r หรอื nω จากสมการที ่

(4-46) ลงในสมการที ่(4-44) โดยขนาดการสัน่สะเทอืนทีม่ากทีสุ่ดมคี่าเท่ากบั 

2
max0 12

1
ζζ −

=







F
Xk     (4-47) 

 

 สาํหรบัความสมัพนัธข์องมมุเฟสทีค่วามถีต่่างๆ หาไดจ้ากสมการ (4-41) ซึง่สามารถจดัรปูสมการได้

ดงัสมการ 








−

= 21
2arctan

r
rζθ      (4-48) 



 

 
รปูที ่4-15 ความสมัพนัธข์องมมุเฟสทีค่วามถีแ่รงกระตุน้ต่างๆ 

 

รปูที ่ 4-15 แสดงความสมัพนัธข์องมมุเฟสทีค่วามถี่ของการกระตุน้ต่างๆ ตามสมการที ่ (4-48)   

เน่ืองจากแรงกระตุน้ในระบบการสัน่สะเทอืนน้ีเท่ากบั tF ωcos0  (สมการ (4-30)) ส่วนลกัษณะการ

สัน่สะเทอืนแสดงดว้ยสมการ )cos()( θω −= tXtx p  (สมการ (4-38)) ดงันัน้ความต่างเฟส θ  จงึแสดง

จงัหวะทีแ่ตกต่างกนัของแรงกระทํากบัผลลพัธก์ารสัน่สะเทอืน ทาํนองเดยีวกบัทีอ่ธบิายไวใ้นหวัขอ้ที ่2.3 ใน

บทน้ี   และอาจจะพจิารณาง่ายๆ ไดว้่าหากแรงกระทํากบัระบบและทศิทางการสัน่สะเทอืนค่อนขา้งไป

ในทางเดยีวกนัแลว้ จะไดว้่ามุมเฟสจะค่อนขา้งตรงกนั (ใกลก้บั 0°) แต่หากทศิทางการสัน่สะเทอืนตรง

ค่อนขา้งจะตรงกนัขา้มกบัทศิของแรงกระทาํแลว้ จะไดว้่ามุมเฟสจะค่อนขา้งตรงขา้มกนั (ใกลก้บั 180°)  
จากรปูที ่4-15 จะพบว่าเมือ่ใหแ้รงกระตุ้นทีค่วามถีต่ํ่าๆ มมุเฟสจะมคี่าใกล ้0° ซึง่หมายถงึระบบจะ

สัน่โดยมจีงัหวะใกลเ้คยีงกบัจงัหวะของแรงกระตุ้น เมื่อความถีข่องแรงกระตุน้เพิม่ขึน้ จะพบว่ามุมเฟสซึง่

แสดงถงึจงัหวะการสัน่ของระบบจะต่างกบัแรงกระตุน้มากขึน้ และมุมเฟสจะมคี่าเท่ากบั 90° ( 2π  rad) 

เมือ่ความถีแ่รงกระตุน้เท่ากบัความถีธ่รรมชาตขิองระบบ และหากใหแ้รงกระตุน้ทีค่วามถีส่งูกว่าความถี่

ธรรมชาตมิากๆ มุมเฟสจะมคี่าเท่ากบั 180° (π  rad) 

เมือ่พจิารณาถงึผลของความหน่วง จะพบว่าถ้าความหน่วงน้อยการเปลีย่นแปลงของเฟสเมือ่กระตุน้

ดว้ยความถีท่ีห่่างจากความถีธ่รรมชาตจิะน้อย แต่จะมกีารเปลีย่นแปลงของเฟสอยา่งรวดเรว็เมือ่กระตุ้นที่

ความถีใ่กลเ้คยีงกบัความถีธ่รรมชาต ิ( 1≈r )   แต่ถา้หากความหน่วงของระบบมคี่ามากขึน้การเปลีย่นแปลง

ของเฟสจะค่อยๆ สมํ่าเสมอขึน้  



 3.3 การวเิคราะหด์ว้ยวธิกีาร Frequency response 

วธิกีาร Frequency response เป็นวธิกีารหน่ึงทีใ่ชห้าคําตอบหรอืผลเฉลยการสัน่สะเทอืนของระบบ 

เช่นเดยีวกบัวธิกีารทีก่ล่าวไปในหวัขอ้ทีผ่่านมา วธิกีารน้ีทําไดโ้ดยประยกุตใ์ชส้ตูรของออยเลอร ์ (Euler’s 

formula) และแนวคดิของวธิกีาร superposition   โดยสตูรของออยเลอรส์ามารถแสดงไดด้งัสมการ  

tjte tj ωωω sincos +=     (4-49) 

โดย 12 −=j  

พจิารณาสมการการเคลื่อนทีข่องระบบการสัน่สะเทอืนพืน้ฐาน ดงัแสดงในสมการ (4-30) และนํามาเขยีน

ใหมด่งัน้ี 

tFtkxtxctxm ωcos)()()( 0=++     (4-50) 

หากเปลีย่นดา้นขวามอืของสมการใหอ้ยูใ่นรปู tjeF ω
0  และคาํตอบของสมการเปลีย่นจาก )(tx  เป็น )(tz  

จะได ้
tjeFtkztzctzm ω

0)()()( =++      (4-51) 

หรอื     )sin(cos)()()( 0 tjtFtkztzctzm ωω +=++    (4-52) 

จะเหน็ว่าสมการที ่ (4-52) จะคลา้ยคลงึกบัสมการ (4-50) เพยีงแต่เพิม่เทอม )sin(0 tjF ω  ซึง่เป็น

ส่วนจนิตภาพเขา้มาเท่านัน้ เน่ืองจากสมการ (4-52) เป็นสมการแบบเชงิเสน้ จงึสามารถใชแ้นวคดิของการ 

superposition ได ้ ดงันัน้คําตอบของสมการ )(tz  (ซึง่เป็นจาํนวนเชงิซอ้น เพราะดา้นขวามอืเป็นจาํนวน

เชงิซอ้น) จงึเป็นผลรวมของคาํตอบของสมการ (4-50) ซึง่กค็อื )(tx  (ซึง่เป็นจาํนวนจรงิ) และคาํตอบของ

สมการทีม่รีปูแบบเช่นเดยีวกบัสมการ (4-50) แต่ดา้นขวามอืเป็น )sin(0 tjF ω  ดงัแสดงในสมการ 

     )sin()()()( 0 tjFtkytyctym ω=++     (4-53) 

เน่ืองจากดา้นขวามอืของสมการ (4-53) เป็นจาํนวนจนิตภาพ ดงันัน้คําตอบ )(ty  ของสมการน้ีจงึเป็น

จาํนวนจนิตภาพดว้ย  

 วธิกีารหาคาํตอบโดยวธิ ีFrequency response จะไมห่าคาํตอบของสมการที ่(4-50) โดยตรง แต่จะ

หาคาํตอบของสมการ (4-51) แทน โดยคําตอบ )(txp  ทีต่อ้งการจะเป็นส่วนจรงิของคําตอบ )(tz  ของ

สมการ (4-51) ดงัสมการ 

)Re()( ztxp =       (4-54) 

พจิารณาสมการที ่ (4-51)   เน่ืองจากดา้นขวามอืของสมการเป็นฟงักช์ัน่ exponential ดงันัน้คาํตอบ )(tz  

จงึตอ้งอยูใ่นรปูแบบ exponential ดว้ย เพื่อทีเ่มือ่แทนค่าเขา้ในสมการ (4-51) แลว้ จะสามารถทาํใหส้มการ

เป็นจรงิได ้ดว้ยเหตุน้ี )(tz  จงึสามารถเขยีนไดด้งัสมการ 
tjZetz ω=)(       (4-55) 

โดยทีค่่าคงที ่ Z เป็นจาํนวนเชงิซอ้น 

การหาค่า Z  ทาํไดโ้ดยแทนค่า )(tz  ซึง่เป็นคําตอบของสมการ (4-51) ลงในสมการที ่(4-51) ดงัน้ี 
tjtjtjtj eFkZeeZjceZm ωωωω ωω 0

2 )()( =++−  



[ ] tjtj eFZekjcm ωωωω 0
2 =⋅++−  

[ ] 0
2 )( FZjcmk =⋅+− ωω  

หรอื    002 )(
)(

1 FjHF
jcmk

Z ω
ωω

=
+−

=    (4-56) 

โดย    
ωω

ω
jcmkF

ZjH
+−

==
)(

1)( 2
0

    (4-57) 

 

จะเหน็ว่า )( ωjH  เป็นอตัราส่วนเชงิซอ้นระหว่าง Z  ซึง่อาจจะพจิารณาว่าเป็นการสัน่สะเทอืนหรอื

การตอบสนองของระบบ (output) กบัขนาดแรงขาเขา้ซึง่กระตุ้นใหเ้กดิการสัน่ 0F  (input) โดยที ่ )( ωjH  

เป็นฟงักช์ัน่ของความถีด่ว้ย ดงันัน้ )( ωjH  จงึมชีื่อเรยีกว่า Complex frequency response function 

จากสมการที ่(4-56) เขยีนจาํนวนเชงิซอ้นส่วนใหอ้ยูใ่นรปูเชงิขัว้จะได ้

[ ] [ ]
θ

θ ωωωω
j

j
e

cmk
F

ecmk
FZ −⋅

+−
=

+−
= 2/1222

0
2/1222

0

)()()()(
  (4-58) 

โดย     







−
= 2arctan

ω
ωθ
mk

c       (4-59) 

และจาก tjZetz ω=)(  จะได ้

[ ]
)(

2/1222
0

)()(
)( θω

ωω
−⋅

+−
= tje

cmk
Ftz    (4-60) 

เน่ืองจาก )Re()( ztxp =  ดงันัน้ 

[ ] )cos(
)()(

)( 2/1222
0 θω

ωω
−⋅

+−
= t

cmk
Ftxp

   (4-61) 

หรอื    )cos()()( 0 θωω −⋅= tFjHtxp     (4-62) 

โดย  θ  หาไดจ้ากสมการที ่(4-59) 

สมการที ่ (4-61) สามารถเขยีนในรปูของ ความถีธ่รรมชาต ิ อตัราส่วนการหน่วง ไดด้งัแสดงในสมการที ่ (4-

42) และนํามาเขยีนใหมอ่กีครัง้ดงัน้ี 



















−

−
+−

= 222222

0 2
arctancos

)2()(
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ωω
ωζω

ω
ωζωωω n

n

nn

p t
f

tx   (4-63) 

 

 จะเหน็ว่าการคาํนวณทัง้สองวธิไีมว่่าจะใชก้ารแกส้มการอนุพนัธแ์ละพืน้ฐานทางตรโีกณมติ ิ หรอืใช้

วธิกีารวเิคราะหด์ว้ยวธิ ี Frequency response ซึง่ใชพ้ืน้ฐานเกีย่วกบัจาํนวนเชงิซอ้น จะไดผ้ลลพัธ์

เช่นเดยีวกนั  

 

 



ตวัอยา่ง 4-2 

For a vibrating system, m = 10 kg, k = 2500 N/m, and c = 45 Ns/m. A harmonic force of amplitude 

180 N and frequency 3.5 Hz acts on the mass. If the initial displacement and velocity of the mass 

are 15 mm and 5m/s, find the complete solution representing the motion of the mass.  [Singiresu 

S. Rao, Mechanical Vibrations 4
th
 edition in SI units 3/33]  

 

จากขอ้มลูทีโ่จทยก์ําหนดใหส้ามารถสรุปไดด้งัน้ี 

kg 10=m , N/m 2500=k , Ns/m 45=c  

N 1800 =F , rad/s 9911.21)5.3(22 === ππω f  

m 015.00 =x , m/s 50 =v  

เน่ืองจากรปูแบบสมการ EOM เป็นเช่นเดยีวกบัสมการ tFtkxtxctxm ωcos)()()( 0=++  ดงันัน้จะสามารถ

หาคาํตอบไดด้งัน้ี 

[ ] [ ] m 0709.0
)9911.2145())9911.21(102500(

180
)()( 2/12222/1222

0 =
×+−

=
+−

=
ωω cmk

FX  

rad) 0.4007(  9582.22
)9911.21(102500

9911.2145arctanarctan 22 −=°−=







−
×

=







−
=

ω
ωθ
mk

c  

)4007.09911.21cos(0709.0)cos( +=−= ttXxp θω  

เน่ืองจากคําตอบกรณขีองการสัน่แบบบงัคบั  ph xxx +=  ดงันัน้การหาผลเฉลยทีส่มบูรณ์ซึง่แสดงการ

สัน่สะเทอืนของระบบจงึตอ้งหาค่า hx  ดว้ย อยา่งไรกต็ามจาํเป็นทีจ่ะตอ้งรูค้่า damping ratio เสยีก่อน

เพื่อทีจ่ะทราบรปูแบบของสมการทีอ่ธบิายการสัน่สะเทอืน 

1423.0
1025002

45
2

=
×

==
km
cζ     

เน่ืองจากค่า damping ratio < 1 จงึเป็นแบบ Under-damped motion   รปูแบบของ hx  เป็นดงัสมการ    

)cos( φωζω += − tAex d
t

h
n  

rad/s 8114.15102500 === mknω  

rad/s 6505.151423.018114.151 22 =−×=−= ζωω nd  

รปูแบบของการสัน่สะเทอืน ph xxx +=  สามารถแสดงไดด้งัสมการ 

)4007.09911.21cos(0709.0)cos( +++= − ttAex d
tn φωζω  

สมการขา้งตน้จะพบว่ามตีวัไมท่ราบค่า 2 ตวัคอืขนาด A และมมุเฟส φ  ซึง่สามารถหาไดจ้ากเงือ่นไขเริม่ตน้

ดงัน้ี 

 

 

(1) 

(2) 

(3) 



1) เมือ่ t = 0, m 015.00 =x  แทนค่าลงในสมการ (3) จะได ้

)4007.0cos(0709.0)cos(015.0 += φA  

0503.0)cos( −=φA  

2) เมือ่ t = 0, m/s 50 =v  

หาอนุพนัธข์องสมการ (3) เทยีบกบัเวลาจะได ้

)4007.09911.21sin()9911.21(0709.0                  
)]sin()()cos()([

+−⋅+
+−++−== −−

t
tAetAevx dd

t
dn

t nn φωωφωζω ζωζω
 

แทนเงือ่นไขที ่2) ลงในสมการที ่(5) จะได ้

)4007.0sin()9911.210709.0()]sin()cos([5 ×−−−= φωφζω dn AA  

)4007.0sin()9911.210709.0()]sin()6505.15()0503.0)(8114.151423.0([5 ×−−−×−= φA  

3511.0)sin( −=φA  

แกส้มการที ่(4) และ (6) จะได ้ 3547.0−=A , rad 4285.1=φ  

แทนค่าทัง้หมดลงในสมการ (3) จะได ้

)4007.09911.21cos(0709.0)4285.16505.15cos(3547.0 )8114.151423.0( +++−= ×− ttex t  

)4007.09911.21cos(0709.0)4285.16505.15cos(3547.0 25.2 +++−= − ttex t  

 

 

 

 

ตวัอยา่ง 4-3 

A weight attached to a spring of stiffness 525 N/m has a viscous damping device. When the weight 

is displaced and released, the period of vibration is 1.80 s, and the ratio of consecutive amplitudes 

is 4.2 to 1.0. Determine the amplitude and phase when a force F = 2cos(3t) acts on the system.  

[William T. Thomson & Marie Dillon Dahleh, Theory of Vibration with Applications 5
th
 edition 3/3]  

 

จากขอ้มลูทีโ่จทยก์ําหนดใหส้ามารถสรุปไดด้งัน้ี 

N/m 525=k   
s 80.12 == dT ωπ  (เมือ่ปล่อยใหส้ัน่อยา่งอสิระ มวลจะสัน่ดว้ยความถีธ่รรมชาตทิีม่ตีวัหน่วง dω ) 

1/2.4)(/)( =+Ttxtx  

จากขอ้มลูคาบการสัน่สะเทอืนจะสามารถหา dω  ไดด้งัน้ี 

rad/s 4907.380.122 === ππω Td  

 

(4) 

(5) 

(6) 

ANS 



เน่ืองจากโจทยก์ําหนดอตัราการลดลงของขนาดการสัน่สะเทอืนเมือ่ปล่อยใหส้ัน่อยา่งอสิระ ดงันัน้จงึสามารถ

คาํนวณหาค่า Logarithmic decrement และอตัราส่วนการหน่วง และค่าทีเ่กีย่วขอ้งอื่นๆ ไดด้งัน้ี 

( ) 4351.112.4ln ==δ  

2227.0
4351.14

4351.1
4 2222

=
+

=
+

=
πδπ

δζ  

rad/s  5806.3
2227.01

4907.3
1 22

=
−

=
−

=
ζ

ωω d
n  

rad/s  5255806.3
mm

k
n ===ω            kg   40.9494=m  

เมือ่ทราบความถีธ่รรมชาต ิ อตัราส่วนการหน่วง จะสามารถหาขนาดของการสัน่สะเทอืนเมือ่มแีรงมากระทํา
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PART B: Applications 

4.  การสัน่สะเทือนจากความไม่สมดลุจากการหมุน (Rotating unbalance) 

 เครือ่งจกัรกลจาํนวนมากทํางานโดยการหมนุ เช่น เครื่องยนตต์น้กําลงั มอเตอร ์ ป ัม๊ กงัหนั เครือ่ง

ซกัผา้ ลอ้รถยนต ์ เป็นต้น ในการหมุนนัน้ หากชิน้ส่วนมคีวามไมส่มดุลจะเกดิแรงหนีศูนยก์ลางขึน้ แรงน้ีจะ

เพิม่ขึน้อย่างมากในชิน้ส่วนทีห่มุนดว้ยความเรว็รอบสงู และเป็นตน้เหตุสาํคญัของปญัหาการสัน่สะเทอืน   

ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถงึการสรา้งแบบจาํลองเพื่อจาํลองการเกดิการสัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุล วธิกีารสรา้ง

สมการการเคลื่อนที ่รวมถงึการแกส้มการตามลําดบั 

 ปญัหาการสัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุล สามารถจาํลองไดด้ว้ยแบบจาํลองดงัแสดงในรปูที ่4-16(ก) 

โดยกล่องสีเ่หลีย่มมวล m แทนเครือ่งจกัรทีเ่กดิความไม่สมดุล (มวลน้ีรวมมวลทีไ่มส่มดุลอยูด่ว้ย) โดยมวลน้ี

ถูกรองรบัดว้ยสปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน เช่นเดยีวกบัระบบการสัน่สะเทอืนโดยทัว่ไป ส่วนความไม่

สมดุลจากการหมุนสามารถแทนไดด้ว้ยมวล m0 ซึง่หมุนรอบแกนกลางของเครือ่งจกัร โดยตําแหน่งทมีมีวล

ไมส่มดุลตดิอยูเ่กดิทีต่ําแหน่งห่างจากจดุหมุน e (วดัตามแนวรศัม)ี ส่วนความเรว็รอบการหมุนคอื ω   

 

  
(ก) (ข) 

รปูที ่4-16 แบบจาํลองการสัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุล และ FBD 

 

รปูที ่ 4-16(ข) แสดง FBD ของระบบในรปู 4-16(ก) เน่ืองจากในทีน้ี่จะพจิารณาระบบทีเ่ป็น 1 dof 

ซึง่มกีารสัน่สะเทอืนในแนวดิง่เท่านัน้ รปู FBD น้ีจงึแสดงเฉพาะแรงในแนวดิง่   FBD1 แสดง FBD ของมวล

ทีไ่มส่มดุล m0 แรง Fr เป็นแรงคู่ปฏกิริยิาทีเ่ครือ่งจกัรกระทํากบัส่วนทีไ่มส่มดุล ส่วน FBD2 แสดงส่วนของ

เครือ่งจกัรโดยไม่รวมมวลทีไ่มส่มดุล แรงทีก่ระทํากบัเครือ่งจกัรประกอบดว้ยแรง Fr ซึง่เป็นผลจากส่วนทีไ่ม่

สมดุลและทาํใหเ้ครือ่งจกัรเกดิการสัน่สะเทอืน และแรงเน่ืองจากสปรงิและตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน พกิดัที่

บอกการเคลื่อนทีข่องเครือ่งจกัรคอื x(t) ส่วนการเคลื่อนทีข่องมวลทีไ่มส่มดุล m0 มผีลมาจากทัง้การเคลื่อนที่

ของเครือ่งจกัรและการเคลื่อนทีข่องส่วนทีไ่มส่มดุล ดงันัน้การเคลื่อนทีข่องมวล m0 จงึเท่ากบั )()( txtx r+  

จาก FBD1 จะเขยีนสมการแสดงการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 

rr Fxxm −=+ )(0       (4-64) 

m0

m e

Fr

kx

m0
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trω

)()( txtx r+

xc

0mm −

)(tx

FBD 1 FBD 2



ส่วนจาก FBD2 จะไดส้มการดงัน้ี 

kxxcFxmm r −−=− )( 0     (4-65) 

สาํหรบัค่า xr จะสามารถหาไดจ้ากสมการ 

tex rr ωsin=       (4-66) 

จากความสมัพนัธใ์นสมการที ่ (4-64)-(4-66) จะไดส้มการการเคลื่อนทีข่องการสัน่สะเทอืนจากการหมนุทีไ่ม่

สมดุลดงัสมการ 

temkxxcxm rr ωω sin2
0=++      (4-67) 

หรอืสามารถเขยีนในรปูของความถีธ่รรมชาต ิและอตัราส่วนการหน่วงไดด้งัสมการ 

t
m

emxxx rrnn ωωωζω sin2 202 =++     (4-68) 

สมการที ่ (4-67) หรอื (4-68) อยูใ่นรปูแบบของสมการการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัโดยทัว่ไป และสามารถใช้

วธิต่ีางๆ ทีไ่ดก้ล่าวมาแลว้หาคาํตอบได ้

กําหนดให ้ tj rZetz ω=)(  และ )](Im[)( tztx =  และเขยีนสมการการเคลื่อนทีใ่หอ้ยูใ่นรปูเชงิซอ้น จะได ้

rj
rnn

te
m

emzzz ωωωζω 2022 =++   

เมือ่แทนค่า )(tz  ลงในสมการการเคลื่อนทีใ่นรปูแบบเชงิซอ้น จะได ้
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)sin()sin()()](Im[)( 0 θωθωω +=+== tXtH
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emtztx rr    (4-69) 

และ  
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1
2tan

r
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= − ζθ         (4-70) 
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เมือ่เขยีนกราฟระหว่างขนาดการตอบสนองเชงิความถี ่ )(ωH  กบัอตัราส่วนความถี ่r จะไดด้งัรปูที ่

4-17   จากกราฟจะพบว่า เมือ่ความเรว็รอบการทาํงานของเครือ่งจกัรน้อย ขนาดของการสัน่สะเทอืนจาก

ความไมส่มดุลจะมคี่าน้อย (เขา้ใกล ้ 0) ขนาดของการสัน่สะเทอืนจะมคี่าเพิม่มากขึน้เมือ่ความเรว็รอบการ

ทาํงานเขา้ใกลก้บัความถีธ่รรมชาตขิองระบบ  1== nrr ωω  และเมือ่ความเรว็รอบการทํางานมคี่า

มากกว่าความถีธ่รรมชาตมิากๆ ค่า )(ωH  จะมคี่าเขา้ใกล ้ 1   การเพิม่ตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนจะทําให้

ขนาดการสัน่สะเทอืนลดลง 

 



 
รปูที ่4-17 ผลตอบสนองเชงิความถีข่องปญัหาการสัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุล 
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ตวัอยา่งที ่4-4 The Schematic diagram of a Francis water turbine is shown in which water flows 

from A into the blades B and down into the tail race C. The rotor has a mass of 250 kg and an 

unbalance (me) of 0.25 kg-m. the radial clearance between the rotor and the stator is 5 mm. the 

turbine operates in the speed range 600 to 3000 rpm. The steel shaft carrying the rotor can be 

assumed to be clamped at the bearings. Determine the diameter of the shaft so that the rotor is 

always clear of the stator at all the operating speeds of the turbine. Assume damping to be 

negligible. [ดดัแปลงจาก Singiresu S. Rao, Example 3.5]  

 

 
 

 

)sin(2 tmekxxM ωω=+

จากที่โจทย์กําหนด สามารถสรา้งแบบจําลองอย่างง่าย 1dof เพื่ออธบิายการสัน่สะเทือนไดด้งัรูป

และจะได ้EOM ดงัสมการ
EOM

ขนาดการสัน่สะเทือน )1( 2

2

r
r

M
meX

−
= (ไม่มคีวามหน่วงในระบบ)

เน่ืองจากขนาดการสัน่สะเทือนต้องมคี่าน้อยกว่า 5 มม. ดงันัน้
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เพื่อให้เลอืกช่วงที่ออกแบบไดเ้หมาะสม จงึตอ้งพจิารณากราฟแสดงความสมัพนัธร์ะหว่างขนาดการ

สัน่สะเทือน ที่ความถีต่่างๆ ดงัน้ี

Model

k จากการเสยีรูปของแกนเพลา

M

m
e

5 mm.



 
 

จากกราฟจะเห็นว่าตอ้งออกแบบให้อยู่ในช่วงที่ 1 ( r < 0.9129) หรอืให้อยู่ในช่วงที่ 2 ( r > 1.1180) 

การสัน่สะเทือนของ Francis turbine จงึจะไม่เกิน 5 มม.

ช่วงการทํางานตามที่โจทย์กําหนดเป็นดงัน้ี rad/s  20
60
2600 ππ

=×

ζ = 0

0.9129 1.1180

1 2

5
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005.0250
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×
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me
MX

600 rpm

rad/s  100
60
23000 ππ

=×3000 rpm

เน่ืองจากช่วงความเรว็รอบใช้งาน (ω) ถูกกําหนดไว้แลว้ การออกแบบ Francis turbine ให้ทํางานได้

ในช่วงที่ตอ้งการจงึตอ้งทําโดยการออกแบบค่าความถีธ่รรมชาตใิห้ไดช่้วง r ที่เหมาะสมตามตอ้งการ

ออกแบบให้อยู่ในช่วงที่ 1 9129.0≤=
n

r
ω
ω

ในช่วงน้ีการใช้งานที่ 3000 rpm จะทําให้เกิด r ที่ใกลเ้คยีงกับค่าวิกฤตมากกว่า ดงันัน้

9129.0100
≤

nω
π

rad/s  1333.344
9129.0

100
=≥

πωn

หาค่าความแข็งสปรงิไดด้งัน้ี
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ออกแบบให้อยู่ในช่วงที่ 2 1180.1≥=
n

r
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ω

ในช่วงน้ีการใช้งานที่ 600 rpm จะทําให้เกิด r ที่ใกลเ้คยีงกับค่าวิกฤตมากกว่า ดงันัน้
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จากที่แสดงวิธทํีาข้างตน้ จะพบว่า

1. อาจจะเลอืกขนาดเสน้ผ่านศูนย์กลางเพลาให้ใหญ่กว่า 297 มม. เพื่อให้ช่วงทํางานอยู่ในช่วงที่ 1 หรอื

อาจเลอืกขนาดเสน้ผ่านศูนย์กลางให้เลก็กว่า 120 มม. เพื่อให้ช่วงทํางานอยู่ในช่วงที่ 2 ก็ได ้  

2. จะตอ้งพจิารณาถงึความแข็งแรงของเพลาประกอบดว้ย ซึง่การเลอืกให้เพลาที่มขีนาดใหญ่กว่าจะมี

ความแข็งแรง และทนทานกับความล้าไดม้ากกว่า 

3. เพลาขนาดใหญ่จะปลอดภยักว่าในขณะเร ิม่เดนิเคร ื่อง เน่ืองจากช่วงทํางานอยู่ในช่วงที ่ 1 การ

เดนิเคร ื่องจะไม่ผ่านช่วง resonance ซึง่มขีนาดการสัน่สะเทือนสูง หากช่วงทํางานอยู่ในช่วงที่ 2 การ

เดนิเคร ื่องจะตอ้งผ่านช่วง resonance ซึง่จะมขีนาดการสัน่สะเทือนสูง หากขนาดการสัน่มากกว่า 5 

มม. ซึง่เป็นระยะห่างระหว่างใบกังหันกับโครงดา้นนอกแลว้ ก็อาจจะเกิดความเสยีหายได ้ หาก

ออกแบบในทํางานอยู่ในช่วงที่ 2 การเพิม่ตวัหน่วงการสัน่สะเทือนเข้าไปในระบบ จงึเป็นสิง่จําเป็น

ANS



5.  การสัน่สะเทือนจากการสัน่สะเทือนของพื้น (Base excitation) 

 ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถงึการสัน่สะเทอืนซึง่เกดิขึน้จากการกระตุน้จากการสัน่สะเทอืนของพืน้ ตวัอยา่ง

ของปญัหาการสัน่สะเทอืนจากการสัน่ของพืน้ เช่น 1) เครือ่งจกัรกลทีส่นใจวางอยูใ่นบรเิวณทีพ่ืน้มกีาร

สัน่สะเทอืน ซึง่การสัน่ของพืน้อาจเกดิจากเครือ่งจกัรขนาดใหญ่อื่นๆ ทีว่างอยูใ่นบรเิวณเดยีวกนั 2) การ

สัน่สะเทอืนของรถเมือ่แล่นอยูบ่นถนนทีข่รุขระ การสัน่สะเทอืนจากพืน้จะทําใหต้วัรถสัน่สะเทอืน ดงันัน้

รถยนต์จงึตอ้งมกีารออกแบบระบบรองรบั (Suspension system) เพื่อลดการสัน่สะเทอืนและเพิม่

เสถยีรภาพในการขบัขี ่3) การสัน่สะเทอืนของอาคารเน่ืองจากแผ่นดนิไหว 

 การสัน่สะเทอืนจากพืน้สามารถสรา้งแบบจาํลองไดด้งัแสดงในรปูที ่ 4-18(ก) ในส่วนของมวล m ซึง่

แทนระบบหรอืเครือ่งจกัรทีส่นใจ จะเป็นเช่นเดยีวกบัแบบจาํลองระบบการสัน่สะเทอืนทีไ่ดก้ล่าวถงึในหวัขอ้

ทีผ่่านๆ มา ซึง่ประกอบดว้ยมวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน สาํหรบัการสัน่สะเทอืนของฐานจาํลอง

ดว้ยการเคลื่อนทีข่องฐาน y(t) ส่วนรปูที ่4-18(ข) แสดง FBD ของระบบในรปูซา้ยมอื สงัเกตว่าแรงจากสปรงิ

และแรงจากตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนจะขึน้อยูก่บัระยะสมัพทัธ ์ และความเรว็สมัพทัธร์ะหว่างมวลกบัพืน้ ดงั

สมการ )( yxkFs −=  และ )( yxcFd  −=  ตามลาํดบั (สมมตุใิหร้ะยะการเคลื่อนที ่x ของมวล m มากกว่า

การเคลื่อนที ่y ของพืน้)   จาก FBD จะสามารถสรา้งสมการเพื่ออธบิายการเคลื่อนทีข่องการสัน่สะเทอืนจาก

การสัน่ของพืน้ไดด้งัน้ี 

0)()( =−+−+ yxkyxcxm      (4-71) 

หากใหก้ารสัน่ของพืน้เป็นแบบฮารโ์มนิกจะได ้ tYty bωcos)( =  เมือ่แทนลงในสมการ (4-71) จะได ้

tkYtcYkxxcxm bbb ωωω cossin +−=++     (4-72) 

 

  
(ก) (ข) 

รปูที ่4-18 แบบจาํลองการสัน่สะเทอืนจากการสัน่สะเทอืนของพืน้ และ FBD 

 

จะเหน็ว่าสมการ (4-71) เป็นสมการการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั ซึง่ถูกกระตุน้ดว้ยแรง 2 แรงที่

ความถีเ่ดยีวกนั แต่มเีฟสและขนาดแตกต่างกนั การแกส้มการอาจใชว้ธิต่ีางๆ ดงัทีไ่ดอ้ธบิายมาก่อนหน้า 

FBD



โดยพจิารณาแรงทลีะแรง และใชห้ลกัการ Superposition เพื่อหาคาํตอบ ในทีน้ี่จะใชว้ธิกีาร Frequency 

response แสดงดงัต่อไปน้ี 

กําหนดให ้ tj bZetz ω=)(  และ )](Re[)( tztx =  และ ]Re[cos)( tj
b

bYetYty ωω ==  

จากสมการที ่(4-71) เขยีนสมการในรปูของความถีธ่รรมชาต ิและอตัราส่วนการหน่วงจะได ้

yyxxx nnnn
22 22 ωζωωζω +=++   

เขยีนสมการใหอ้ยูใ่นรปูเชงิซอ้น จะได ้
tj

n
tj

bnnn
bb YeYejzzz ωω ωωζωωζω 22 22 +=++      (4-73) 

tj
nbn

tj
nbnb

bb YejZej ωω ωωζωωωζωω )2()2( 222 +=++−  
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เมือ่ nbr ωω=  และใหก้ารตอบสนองเชงิความถี ่ 







+−

+
=

)2(1
)2(1)( 2 rjr

jrH
ζ

ζω  จะได ้

YeHYHZ jθωω )()( =⋅=  

และ    )()()()( θωωθω ωω +=== tjtjjtj bbb YeHYeeHZetz  

เน่ืองจาก )](Re[)( tztx =  ดงันัน้ 

    )cos()cos()()( θωθωω +=+= tXtYHtx bb    (4-74) 

และ    
222

2

)2()1(
)2(1)(

rr
rH

Y
X

ζ
ζω
+−

+
==     (4-75) 

อตัราส่วนระหว่างขนาดการเคลื่อนทีข่องวตัถุ X (Output displacement) กบัขนาดการเคลื่อนทีข่อง

พืน้ Y (Input displacement) ดงัแสดงในสมการ (4-75) มชีื่อเรยีกว่า Displacement transmissibility 

อตัราส่วนน้ีแสดงใหเ้หน็ว่าวตัถุจะเคลื่อนทีไ่ปเท่าไรเมือ่ใหก้ารกระตุน้โดยการสัน่ของพืน้ทีค่วามถีต่่างๆ 

 รปูที ่4-19 แสดงความสมัพนัธข์อง Displacement transmissibility ทีค่วามถีต่่างๆ จะเหน็ว่าถา้พืน้

สัน่ดว้ยความถีต่ํ่าๆ การสัน่ของมวลจะมขีนาดเท่ากบัการสัน่ของพืน้ และเมือ่ความถีข่องการสัน่สะเทอืนของ

พืน้เพิม่ขึน้จนเขา้ใกลค้วามถีธ่รรมชาตแิลว้ ขนาดของการสัน่สะเทอืนจะเพิม่ขึน้อยา่งมาก แต่เมือ่ความถีก่าร

สัน่ของพืน้เพิม่ขึน้อกี จนอตัราส่วน r เกนิกว่า 2  แลว้ การสัน่สะเทอืนของมวลทีส่นใจจะมขีนาดลดลง 

สาํหรบัผลของอตัราส่วนการหน่วงจะพบว่า เมือ่อตัราส่วนการหน่วงเพิม่จะทําใหข้นาดการสัน่สะเทอืนลดลง

หากการสัน่เกดิทีค่วามถีต่ํ่า (อตัราส่วน r น้อยกว่า 2 ) และการเพิม่อตัราส่วนการหน่วงจะส่งผลใหข้นาด

ลดลงอยา่งมากหากการสัน่ของพืน้เกดิใกลก้บัช่วงความถีธ่รรมชาต ิ แต่หากการสัน่ของพืน้เกดิทีค่วามถีส่งู 

(อตัราส่วน r มากกว่า 2 ) แลว้ การเพิม่อตัราส่วนการหน่วงกลบัทาํใหข้นาดของการสัน่สะเทอืนเพิม่ขึน้    

ความรูเ้กี่ยวกบัการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการสัน่ของพืน้ทีก่ล่าวถงึในหวัขอ้น้ี จะเป็นประโยชน์อย่าง

มากในการออกแบบระบบใหไ้ดร้บัผลการสัน่สะเทอืนจากการสัน่ของพืน้น้อยๆ ทัง้ในแงข่องขนาดการ



สัน่สะเทอืน และแรงทีส่่งผ่าน รายละเอยีดของการออกแบบเพื่อควบคุมขนาดการสัน่สะเทอืนน้ี จะกล่าวถงึ

อกีครัง้ในบทถดัๆ ไป 

 

 
รปูที ่4-19 ความสมัพนัธร์ะหว่างค่า Displacement transmissibility ทีค่วามถีต่่างๆ 

 

  

Increase ζ

Increase ζ

r



 

 

ตวัอยา่งที ่4-5 Determine the amplitude of vertical vibration of 

the spring-mounted trailer as it travels at a velocity of 25 

km/h over the road whose contour may be expressed by a 

sinusoid. The mass of the trailer is 500 kg and that of the 

wheels alone may be neglected. During loading, each 75 kg 

added to the load caused the trailer to sag 3 mm on its 

springs. Assume that the wheels are in contact with the road 

at all times and neglect damping. At what critical speed vc is 

the vibration of the trailer greatest? [J. L. Meriam & L. G. 

Kraige 8/71]  

 

 
 

[ ]kxF =

จากที่โจทย์กําหนดระยะยุบตวั 3 มม. เมื่อเพิม่น้ําหนัก 75 kg จะทําให้สามารถคํานวณหาค่าความ

แข็งสปรงิไดจ้าก

m  103×v

ในข้อน้ีการกระตุน้เกิดจากการเคลื่อนที่ของรถที่วิ่งบนถนนลูกคลื่น ซึง่มคีาบของยอดลูกคลื่น 1.2 m

ความถีข่องการกระตุน้คอืเวลาที่ใช้ในการเคลื่อนที่ 1 รอบ (1 คาบ) ซึง่จะขึ้นอยู่กับความเรว็ของรถ 

และสามารถหาไดด้งั น้ี

)103(81.975 3−×=× k N/m   245250=k

ระยะการเคลื่อนที่ ใช้เวลา

ระยะ 1 คาบ ใช้เวลา

sec   6060×

m   .21 sec   4.321.2
10

6006
3 vv

=×
×
× sec   32.4

v
T =

เมื่อรถวิ่งดว้ยความเรว็ 25 km/h จะได้ sec   0.1728
25
32.4

==T rad/s  36.361 2
==

T
πω

FBD

x

)( xk −δ

ความเป็นลูกคลื่นของถนนสามารถเขียนเป็นสมการคณติศาสตร ์ดงัน้ี

)361.36sin()1025(sin 3
0 tt −×== ωδδ

[ ]xmF =Σ xmxk =− )(δ

tkkkxxm ωδδ sin0==+

คําตอบของสมการจะอยู่ในรูป                     นําไปแทนใน EOM จะได้tXx ωsin=

EOM

tktkXtmX ωδωωω sinsinsin 0
2 =+−



 

 
 

 

 

  

ANS

ดงันัน้ ขนาดการสัน่สะเทือนในกรณน้ีีเท่ากับ

0
2 )( δω kXmk =−

mk
kX 2

0

ω
δ

−
=

m 014745.0
)500()361.36(245250

)1025)(245250(
2

3

2
0 −=

−
×

=
−

=
−

mk
kX
ω
δ

เคร ื่องหมายลบ แสดงถงึเฟสที่ต่างกัน 180° ระหว่างจงัหวะการกระตุน้ (ลูกคลื่นบนถนน) กับจงัหวะ
การสัน่ขึ้นลงของตวัรถ เน่ืองจากความถีก่ารกระตุ ้นมากกว่าความถีธ่รรมชาตขิองระบบ

mm 745.14=X

ความเรว็วิกฤต vc จะเกิดเมื่อความถีก่ารกระตุน้เท่ากับความถีธ่รรมชาติ หรอื nωω =

rad/s 1472.22
500

245250
===

m
k

nω

จากความสมัพันธร์ะหว่างความเรว็กับคาบการสัน่สะเทือน จะได้
ncv

T
ω
π232.4

==

ดงันัน้ km/h 23.15
2

)1472.22(32.4
2
32.4

===
ππ

ωn
cv ANS



6. อปุกรณ์วดัการสัน่สะเทือน 

 ในหวัขอ้ทีผ่่านมา ไดอ้ธบิายถงึการสัน่สะเทอืนซึง่ถูกกระตุน้จากการสัน่สะเทอืนของพืน้ สาํหรบัใน

หวัขอ้น้ีจะกล่าวถงึการใชห้ลกัการทํานองเดยีวกนัในการสรา้งอุปกรณ์วดัการสัน่สะเทอืน ซึง่อาจวดัเป็นการ

ขจดัในการสัน่สะเทอืน หรอือาจเป็นการวดัความเรง่การสัน่สะเทอืน รปูที ่ 4-20(ก) แสดงโครงสรา้งพืน้ฐาน

ของอุปกรณ์วดัการสัน่สะเทอืน ซึง่ประกอบดว้ย มวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน อยูภ่ายในฝาครอบ 

ซึง่ตดิอยูก่บัชิน้ส่วนสัน่สะเทอืนทีต่อ้งการวดัขนาด โดย x แสดงการเคลื่อนทีข่องมวล m ทีอ่ยูภ่ายใน ส่วน y 

แสดงถงึขนาดการสัน่สะเทอืนทีต่อ้งการวดั ระยะทีอ่่านค่าไดค้อืระยะสมัพทัธร์ะหว่างการเคลื่อนทีข่องมวล x 

กบัขนาดการสัน่สะเทอืน y เน่ืองจากหลกัการทีใ่ชเ้ป็นเช่นเดยีวกบัการสัน่สะเทอืนจากการสัน่ของพืน้ ดงันัน้ 

FBD ทีแ่สดงในรปูที ่ 4-20(ข) จงึเป็นเช่นเดยีวกบั FBD ในปญัหาการสัน่สะเทอืนของพืน้ในหวัขอ้ก่อนหน้า 

และสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดเ้ช่นเดยีวกนัดงัสมการ (4-71) ทีย่กมาเขยีนซํ้าอกีครัง้ดงัน้ี 

0)()( =−+−+ yxkyxcxm      (4-71) 

 

 

 

 

(ก) (ข) 

รปูที ่4-20 แผนผงัแสดงหลกัการอุปกรณ์วดัการสัน่สะเทอืน 

 

เน่ืองจากระยะทีอ่่านไดเ้ป็นระยะสมัพทัธ ์กําหนดให ้ )()()( tytxtw −=  และแทนลงในสมการที ่(4-71) และ

จดัรปูจะไดด้งัสมการ 

ymkwwcwm  −=++      (4-76) 

กําหนดใหก้ารสัน่สะเทอืนทีต่อ้งการวดัเป็นการสัน่แบบฮารโ์มนิก จะได ้ tYty bωcos)( =  

สมการที ่(4-76) สามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของความถีธ่รรมชาต ิและอตัราส่วนการหน่วงไดด้งัน้ี 

ywww nn  −=++ 22 ωζω     (4-76) 

การหาคาํตอบของสมการที ่(4-76) ทําไดท้ํานองเดยีวกบัปญัหาการสัน่สะเทอืนจากการสัน่ของพืน้ ดงัน้ี 

กําหนดให ้ tjZetz ω=)( , )](Re[)( tztw =  และ ]Re[cos)( tjYetYty ωω ==  จะสามารถเขยีนสมการ (4-

76) ในรปูสมการเชงิซอ้นไดด้งัน้ี 
tj

nn Yezzz ωωωζω 222 =++   

( ) tjtj
nn YeZej ωω ωωωζωω 222 2 =++−  
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เมือ่ nr ωω=  และใหก้ารตอบสนองเชงิความถี ่ 
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YeTYTZ jθωω )()( =⋅=  

และ    )()()()( θωωθω ωω +=== tjtjjtj YeTYeeTZetz  

เน่ืองจาก )](Re[)( tztw =  ดงันัน้ 

    )cos()cos()()( θωθωω +=+= tWtYTtw    (4-77) 

และ    
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rr
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==     (4-78) 

โดยอตัราส่วน )(ωTYW =  แสดงถงึขนาดการสัน่สะเทอืนทีอ่่านค่าได ้ (การขจดัสมัพทัธ ์ W) 

เทยีบกบัการสัน่สะเทอืนของชิน้ส่วนทีต่อ้งการวดัการสัน่สะเทอืน Y และมชีื่อเรยีกว่า Displacement 

transmissibility (ชื่อเดยีวกบัหวัขอ้การสัน่สะเทอืนจากการสัน่ของฐาน แต่ค่าไมเ่ท่ากนั เน่ืองจากในหวัขอ้

ก่อนหน้าพจิารณาระยะ Output ทีส่นใจเป็นระยะสมับรูณ์ X แต่ในหวัขอ้น้ีจะพจิารณา Output เป็นการขจดั

สมัพทัธ ์ W) หลกัการพืน้ฐานทีก่ล่าวมาน้ีจะนําไปใชก้บัอุปกรณ์วดัการขจดัการสัน่สะเทอืน (Seismometer) 

และอุปกรณ์วดัความเรง่การสัน่สะเทอืน (Accelerometer) ดงัจะอธบิายต่อไป 

Seismometer 

Seismometer เป็นเครือ่งมอืวดัการขจดั (displacement) ของการสัน่สะเทอืน และมกัใชว้ดัการ

สัน่สะเทอืนจากแผ่นดนิไหว ตวัอยา่งของ Seismometer แสดงดงัรปูที ่ 4-21 สาํหรบัหลกัการของ 

seismometer เป็นไปดงัทีก่ล่าวมาแลว้ดงัแสดงแผนผงัในรปูที ่ 4-20 ดงันัน้สมการแสดงความสมัพนัธข์อง

ระยะทีว่ดัไดก้บัขนาดการสัน่สะเทอืนของ seismometer จงึเป็นเช่นเดยีวกบัสมการที ่ (4-78)   รปูที ่ 4-22 

แสดงความสมัพนัธข์อง )(ωTYW =  ทีค่วามถีก่ารสัน่สะเทอืนต่างๆ   จากรปูจะเหน็ว่าในช่วง 3≥r  

อตัราส่วน YW  มคี่าประมาณ 1 ซึง่หมายถงึค่า W ทีอ่่านได ้ มคี่าใกลเ้คยีงกบัขนาดการสัน่สะเทอืน Y   

ช่วงที ่r มคี่ามากๆ จงึเป็นช่วงทาํงานของ Seismometer   เน่ืองจากตอ้งการให ้ nr ωω=  มคี่ามาก การ

ออกแบบ Seismometer จงึตอ้งออกแบบใหม้คีวามถี่ธรรมชาต ิ mkn =ω  ตํ่า ซึง่ทาํไดโ้ดยใชม้วลทีม่ ี

ขนาดใหญ่ หรอืออกแบบใหค้วามแขง็ของสปรงิน้อย ซึง่ส่งผลใหอุ้ปกรณ์มขีนาดใหญ่ ในทางปฏบิตั ิ

Seismometer มกัจะมคีวามถีธ่รรมชาตอิยูใ่นช่วง 1-5 Hz และสามารถวดัการขจดัของการสัน่สะเทอืนในช่วง 

10-500 Hz 

 



 

http://www.eoearth.org/view/

article/164600/ 

รปูที ่4-21 Seismometer 

 

 
รปูที ่4-22 ความสมัพนัธข์อง Displacement transmissibility ทีค่วามถีต่่างๆ 

 

Accelerometer 

 Accelerometer เป็นตวัเซนเซอรท์ีใ่ชว้ดัความเรง่ของการสัน่สะเทอืน และใชก้นัอยา่งแพรห่ลายใน

การวดัการสัน่สะเทอืนโดยทัว่ไป ตวัอยา่งของ Accelerometer แสดงในรปูที ่ 4-23(ก) ส่วนหลกัการของ 

Accelerometer อยา่งงา่ย แสดงในรปูที ่4-23(ข) ซึง่สามารถเทยีบเคยีงไดก้บัแผนผงัในรปูที ่4-20 เพยีงแต่

เปลีย่นสปรงิและตวัหน่วงในรปูที ่4-20 เป็นวสัดุประเภท quartz หรอืเป็น ceramic crystals (ชิน้สเีหลอืงใน

รปูที ่ 4-23) วสัดุประเภทน้ีจะมสีมบตั ิ Piezoelectric effect โดยเมือ่มแีรงมากระทาํ วสัดุจะเกดิความเคน้ 

และเกดิประจบุวกและลบสะสมทีผ่วิดา้นตรงขา้มกนัเกดิเป็นความต่างศกัยไ์ฟฟ้าขึน้ ความต่างศกัยท์ีเ่กดิขึน้

จะเป็นสดัส่วนโดยตรงกบัแรง (หรอืความเรง่) ทีก่ระทํา   Accelerometer ทีใ่ชห้ลกัการเช่นน้ีจะถูกเรยีกว่า 

Piezoelectric accelerometer  

Y
WT =)(ω

r

Increasing ζ

Range for 
seismometer
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(ก) (ข) 

รปูที ่4-23 Accelerometer และหลกัการทํางาน 

 

เน่ืองจาก Accelerometer ใชห้ลกัการซึง่แสดงดงัรปูที ่ 4-20 ดงันัน้จงึสามารถใชส้มการที ่ (4-78) 

เพื่อมาอธบิายได ้ เพยีงแต่ในสมการที ่ (4-78) เป็นความสมัพนัธข์องการขจดั จงึต้องปรบัรปูสมการใหอ้ยูใ่น

รปูความเรง่เสยีก่อน จากสมการ 
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รปูที ่4-24 แสดงความสมัพนัธข์องเทอม 
222 )2()1(

1
rr ζ+−

 ทีค่่า r ต่างๆ หรอือาจจะพจิารณา

ว่าเป็นทีค่วามถีต่่างๆ กไ็ด ้   จากรปูจะเหน็ว่าเมือ่ค่า r น้อยๆ เทอม 
222 )2()1(

1
rr ζ+−

 จะมคี่าเขา้ใกล ้

1 ทาํใหจ้ากสมการที ่ (4-79) สามารถประมาณไดด้งัสมการ yn AW =⋅ 2ω  ซึง่จะเหน็ว่าค่าทีว่ดัไดจ้ะแสดงถงึ

ความเรง่ของวตัถุทีต่อ้งการนัน่เอง   จากรปูที ่ 4-24 จะเหน็ว่าค่าอตัราส่วนความหน่วงจะมผีลต่อช่วงที ่

Accelerometer จะทาํงานไดเ้ป็นอย่างมาก หากค่าอตัราส่วนความหน่วงมคี่าอยูใ่นช่วง 0.65-0.7 จะทาํให้

ช่วงทีท่าํงานไดข้อง Accelerometer กวา้งทีสุ่ด โดยมคี่าตัง้แต่ 6.00 ≤≤ r  ส่วนค่าในแกน y จะอยูใ่นช่วง 

0.96-1.04   เน่ืองจากตอ้งการให ้ nr ωω=  มคี่าน้อย Accelerometer จงึถูกออกแบบใหม้คีวามถีธ่รรมชาติ

สงู ซึง่อาจทาํไดโ้ดยใชม้วลขนาดเลก็และค่าความแขง็สปรงิมาก และเน่ืองจากขอ้ดทีี ่ Accelerometer มี

ขนาดเลก็และมกัมคีวามไว (sensitivity) สงู Accelerometer จงึเป็นทีนิ่ยมใชใ้นการวดัการสัน่สะเทอืน

http://www.pcb.com/Accelerometers/Sensing_Geometries.aspx�
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โดยทัว่ไป ในทางปฏบิตั ิ Accelerometer มกัมคีวามถี่ธรรมชาตปิระมาณ 30-50 kHz และน้ําหนกัน้อยกว่า 

20 gm. และสามารถใชไ้ดใ้นช่วง 0-10 kHz 

 

 
รปูที ่4-24 การตอบสนองเชงิความถีข่อง Accelerometer 

 

  

Increasing ζ

r



 

ตวัอยา่งที ่ 4-6 An accelerometer has a suspended mass of 0.01 kg with a damped natural 

frequency of vibration of 150 Hz. When mounted on an engine undergoing an acceleration of 1 g 

at an operating speed of 6000 rpm, the acceleration is recorded as 9.5 m/s
2
 by the instrument. 

Find the damping constant and the spring stiffness of the accelerometer. [Singiresu S. Rao, 

Example 10.3]  

 

 
 

 

 

จากอตัราส่วนความเร่งที่วัดได ้กับค่าจรงิ จะได้
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ความเรว็รอบการทํางาน
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rad/s  32.628
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แก้สมการที่ (2) จะได้

216667.0 ζ−=r แทนลงในสมการ (1) และจดัรูปจะได้

07576.02714.25801.1 24 =+− ζζ

(1)

9115.0,5260.02 =ζ 9547.0,7253.0=ζ

เน่ืองจากช่วงใช้งานของ Accelerometer จะมคี่ามากกว่า เมื่อ ζ มคี่าประมาณ 0.7 ดงันัน้เลอืกค่า 

ζ = 0.7253 มาคํานวณ

Natural frequency rad/s  1368.8889
7253.01
48.942

1 22
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ค่าความแข็งสปรงิ N/m  5628.18738)8889.1368(01.0 22 === nmk ω

ค่าสมัประสทิธ ิค์วามหน่วง s/mN  8571.19)7253.0)(8889.1368)(01.0(22 ⋅=== ζωnmc ANS



7. สรปุ 

 ในบทน้ีกล่าวถงึการสัน่สะเทอืนทีม่กีารกระตุน้ภายนอกบงัคบัใหเ้กดิการสัน่สะเทอืน ใน Part A ซึง่

เป็นส่วนทีเ่กี่ยวกบัทฤษฎจีะเริม่โดยพจิารณาจากระบบทีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และระบบทีม่ตีวัหน่วง

การสัน่สะเทอืนตามลาํดบั  ในระบบทีม่กีารกระตุน้ภายนอก ลกัษณะการสัน่สะเทอืนจะประกอบดว้ยผลการ

สัน่สะเทอืนชัว่ขณะ และผลการสัน่สะเทอืนในสภาวะคงตวั สาํหรบัผลการสัน่สะเทอืนชัว่ขณะจะขึน้อยูก่บั

พารามเิตอรข์องระบบการสัน่สะเทอืนอนัไดแ้ก่ มวล ค่าความแขง็สปรงิ และค่าสมัประสทิธิค์วามหน่วง โดย

การสัน่สะเทอืนในส่วนน้ีจะมขีนาดลดลงและหายไปเมือ่เวลาผ่านไปนานพอ ส่วนผลการสัน่สะเทอืนใน

สภาวะคงตวัจะขึน้อยูก่บัขนาดและความถีข่องการกระตุ้น โดยการสัน่สะเทอืนจะเกดิทีค่วามถีเ่ดยีวกบั

ความถีก่ารกระตุ้นเสมอ และการสัน่สะเทอืนน้ีจะคงอยูต่ลอดตราบทีย่งัมแีรงกระตุน้กระทําอยู ่ และเมือ่มกีาร

กระตุน้ทีค่วามถีท่ีใ่กลก้บัความถีธ่รรมชาตขิองระบบ ระบบจะเกดิการสัน่สะเทอืนอยา่งรนุแรงทีเ่รยีกว่าการ

สัน่พอ้ง สาํหรบัมมุเฟสของการสัน่สะเทอืนซึง่แสดงถงึความแตกต่างระหว่างจงัหวะของการสัน่สะเทอืนและ

แรงกระตุ้นนัน้ จะมเีปลีย่นแปลงจาก 0° ซึง่หมายถงึแรงกระตุน้และการสัน่เกดิในจงัหวะและทศิทางเดยีวกนั 

ไปถงึ 180° ซึง่แสดงถงึทศิทางทีต่รงกนัขา้มกนัของแรงกระตุ้นกบัการสัน่สะเทอืน เมือ่ความถีข่องการ

กระตุน้มคี่ามากขึน้   สาํหรบัใน Part B จะแสดงถงึตวัอยา่งการใชค้วามรูเ้กีย่วกบัการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั

ในปญัหาทางวศิวกรรม ไดแ้ก่ การสัน่สะเทอืนจากความไมส่มดุลของการหมนุ การสัน่สะเทอืนซึง่เกดิจาก

การสัน่ของพืน้ และการประยกุตใ์ชใ้นอุปกรณ์วดัการสัน่สะเทอืน อนัไดแ้ก่ Seismometer ซึง่เป็นอุปกรณ์วดั

การขจดั และ Accelerometer ซึง่เป็นอุปกรณ์วดัความเรง่ของการสัน่สะเทอืน 
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	จะเห็นว่าสมการ (4-71) เป็นสมการการสั่นสะเทือนแบบบังคับ ซึ่งถูกกระตุ้นด้วยแรง 2 แรงที่ความถี่เดียวกัน แต่มีเฟสและขนาดแตกต่างกัน การแก้สมการอาจใช้วิธีต่างๆ ดังที่ได้อธิบายมาก่อนหน้า โดยพิจารณาแรงทีละแรง และใช้หลักการ Superposition เพื่อหาคำตอบ ในที่นี้จ...
	กำหนดให้   และ   และ
	จากสมการที่ (4-71) เขียนสมการในรูปของความถี่ธรรมชาติ และอัตราส่วนการหน่วงจะได้
	เขียนสมการให้อยู่ในรูปเชิงซ้อน จะได้
	(4-73)
	เมื่อ   และให้การตอบสนองเชิงความถี่   จะได้
	และ
	เนื่องจาก   ดังนั้น
	(4-74)
	และ         (4-75)
	อัตราส่วนระหว่างขนาดการเคลื่อนที่ของวัตถุ X (Output displacement) กับขนาดการเคลื่อนที่ของพื้น Y (Input displacement) ดังแสดงในสมการ (4-75) มีชื่อเรียกว่า Displacement transmissibility อัตราส่วนนี้แสดงให้เห็นว่าวัตถุจะเคลื่อนที่ไปเท่าไรเมื่อให้การกระตุ...
	รูปที่ 4-19 แสดงความสัมพันธ์ของ Displacement transmissibility ที่ความถี่ต่างๆ จะเห็นว่าถ้าพื้นสั่นด้วยความถี่ต่ำๆ การสั่นของมวลจะมีขนาดเท่ากับการสั่นของพื้น และเมื่อความถี่ของการสั่นสะเทือนของพื้นเพิ่มขึ้นจนเข้าใกล้ความถี่ธรรมชาติแล้ว ขนาดของการสั่นส...
	ความรู้เกี่ยวกับการสั่นสะเทือนเนื่องจากการสั่นของพื้นที่กล่าวถึงในหัวข้อนี้ จะเป็นประโยชน์อย่างมากในการออกแบบระบบให้ได้รับผลการสั่นสะเทือนจากการสั่นของพื้นน้อยๆ ทั้งในแง่ของขนาดการสั่นสะเทือน และแรงที่ส่งผ่าน รายละเอียดของการออกแบบเพื่อควบคุมขนาดการสั...
	6. อุปกรณ์วัดการสั่นสะเทือน
	ในหัวข้อที่ผ่านมา ได้อธิบายถึงการสั่นสะเทือนซึ่งถูกกระตุ้นจากการสั่นสะเทือนของพื้น สำหรับในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการใช้หลักการทำนองเดียวกันในการสร้างอุปกรณ์วัดการสั่นสะเทือน ซึ่งอาจวัดเป็นการขจัดในการสั่นสะเทือน หรืออาจเป็นการวัดความเร่งการสั่นสะเทือน ร...
	(4-71)
	เนื่องจากระยะที่อ่านได้เป็นระยะสัมพัทธ์ กำหนดให้   และแทนลงในสมการที่ (4-71) และจัดรูปจะได้ดังสมการ
	(4-76)
	กำหนดให้การสั่นสะเทือนที่ต้องการวัดเป็นการสั่นแบบฮาร์โมนิก จะได้
	สมการที่ (4-76) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของความถี่ธรรมชาติ และอัตราส่วนการหน่วงได้ดังนี้
	(4-76)
	การหาคำตอบของสมการที่ (4-76) ทำได้ทำนองเดียวกับปัญหาการสั่นสะเทือนจากการสั่นของพื้น ดังนี้
	กำหนดให้  ,   และ   จะสามารถเขียนสมการ (4-76) ในรูปสมการเชิงซ้อนได้ดังนี้
	เมื่อ   และให้การตอบสนองเชิงความถี่   จะได้
	และ
	เนื่องจาก   ดังนั้น
	(4-77)
	และ         (4-78)
	โดยอัตราส่วน   แสดงถึงขนาดการสั่นสะเทือนที่อ่านค่าได้ (การขจัดสัมพัทธ์ W) เทียบกับการสั่นสะเทือนของชิ้นส่วนที่ต้องการวัดการสั่นสะเทือน Y และมีชื่อเรียกว่า Displacement transmissibility (ชื่อเดียวกับหัวข้อการสั่นสะเทือนจากการสั่นของฐาน แต่ค่าไม่เท่ากัน...
	Seismometer
	Seismometer เป็นเครื่องมือวัดการขจัด (displacement) ของการสั่นสะเทือน และมักใช้วัดการสั่นสะเทือนจากแผ่นดินไหว ตัวอย่างของ Seismometer แสดงดังรูปที่ 4-21 สำหรับหลักการของ seismometer เป็นไปดังที่กล่าวมาแล้วดังแสดงแผนผังในรูปที่ 4-20 ดังนั้นสมการแสดงควา...
	Accelerometer
	Accelerometer เป็นตัวเซนเซอร์ที่ใช้วัดความเร่งของการสั่นสะเทือน และใช้กันอย่างแพร่หลายในการวัดการสั่นสะเทือนโดยทั่วไป ตัวอย่างของ Accelerometer แสดงในรูปที่ 4-23(ก) ส่วนหลักการของ Accelerometer อย่างง่าย แสดงในรูปที่ 4-23(ข) ซึ่งสามารถเทียบเคียงได้กั...
	เนื่องจาก Accelerometer ใช้หลักการซึ่งแสดงดังรูปที่ 4-20 ดังนั้นจึงสามารถใช้สมการที่ (4-78) เพื่อมาอธิบายได้ เพียงแต่ในสมการที่ (4-78) เป็นความสัมพันธ์ของการขจัด จึงต้องปรับรูปสมการให้อยู่ในรูปความเร่งเสียก่อน จากสมการ
	(4-78)
	จะได้
	หรือ          (4-79)
	รูปที่ 4-24 แสดงความสัมพันธ์ของเทอม   ที่ค่า r ต่างๆ หรืออาจจะพิจารณาว่าเป็นที่ความถี่ต่างๆ ก็ได้   จากรูปจะเห็นว่าเมื่อค่า r น้อยๆ เทอม   จะมีค่าเข้าใกล้ 1 ทำให้จากสมการที่ (4-79) สามารถประมาณได้ดังสมการ   ซึ่งจะเห็นว่าค่าที่วัดได้จะแสดงถึงความเร่งขอ...
	7. สรุป

