
บทท่ี 5 

การสัน่สะเทือนแบบบงัคบัจากแรงรปูแบบต่างๆ 

 

1. บทนํา 

 ในบทที ่ 4 ไดก้ล่าวถงึการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั ซึง่เกดิจากพลงังานภายนอกแบบฮารโ์มนิก ซึง่

เป็นรปูแบบอย่างง่าย และเป็นพืน้ฐานของการพจิารณาการสัน่สะเทอืนโดยพลงังานภายนอกรปูแบบอื่นๆ 

ในบทน้ีจะไดก้ล่าวถงึวธิกีารพจิารณาการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั ซึง่เกดิจากพลงังานภายนอกรปูแบบอื่นๆ 

โดยจะแบ่งเป็น 3 ส่วนใหญ่ๆ เริม่จาก Part A ซึง่กล่าวถงึการสัน่สะเทอืนจากพลงังานเป็นคาบรปูแบบใดๆ 

หลงัจากนัน้ ใน Part B จงึจะกล่าวถงึการสัน่แบบบงัคบัจากการกระแทก หรอืพลัซ ์(Pulse) ซึง่ผลเฉลยทีไ่ด้

จากการกระแทกน้ี ยงัเป็นพืน้ฐานของการพจิารณาการสัน่เน่ืองจากพลงังานกระตุน้รปูแบบใดๆ ซึง่ไม่มี

ความสมัพนัธเ์ป็นคาบ ใน Part C ซึง่จะกล่าวถงึเป็นลาํดบัสุดทา้ยของบทน้ี 

 

Part A การสัน่สะเทือนจากพลงังานเป็นคาบรปูแบบใดๆ 

2. ลกัษณะการกระตุ้นและแนวคิดในการวิเคราะห์ปัญหา 

เครือ่งจกัรกลแทบทุกชนิด ไมว่่าจะเป็นเครือ่งยนต ์มอเตอร ์พดัลม ป ัม๊ หรอืชิน้ส่วนกลในเครือ่งจกัร 

เช่น เฟือง โซ่ สายพาน ตลบัลกูปืน จะมกีารทํางานเป็นคาบ ดงันัน้พลงังานกระตุน้ทีท่าํใหเ้กดิการ

สัน่สะเทอืนในเครือ่งจกัรกลหรอืชิน้ส่วนเหล่าน้ีจงึมลีกัษณะเป็นคาบดว้ย ตวัอยา่งการกระตุน้ทีเ่ป็นคาบแสดง

ดงัรปูที ่5-1  

 

 
 

 

 

รปูที ่5-1 ตวัอยา่งการกระตุ้นทีม่ลีกัษณะเป็นคาบ 

 



 

หากกําหนดใหค้าบของการกระตุน้เหล่าน้ีมคี่าเท่ากบั T จะสามารถเขยีนความสมัพนัธข์องฟงักช์ัน่

ของการกระตุน้ไดด้งัสมการ 

)()( TtFtF +=      (5-1) 

 เน่ืองจากฟงัก์ชัน่ทีเ่ป็นคาบรปูแบบใดๆ กต็าม จะสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูอนุกรมอนนัตข์องผลรวม

ของฟงักช์ัน่ไซน์ และโคไซน์ ทีม่คีวามถีเ่ป็นจาํนวนเท่าของความถี่ทีม่ากระตุน้ (1/T) ไดต้ามหลกัการของ

อนุกรมฟูเรยีร ์(Furier series) ดงัแสดงในแผนภาพรปูที ่5-2 และสมการ 
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0 =   คอืความถีก่ารกระตุน้ของฟงักช์ัน่คาบรปูแบบใดๆ 

 

 
รปูที ่5-2 ความสมัพนัธข์องฟงักช์ัน่ทีเ่ป็นคาบกบัผลรวมฟงักช์ัน่ไซนูซอยดต์ามการแปลงอนุกรมฟูเรยีร ์

 

ค่าคงที ่ 0a  ในสมการ (5-2) สามารถหาไดโ้ดยคณูค่า dt และอนิทเิกรตทัง้สองขา้งของสมการ (5-2) 

ตัง้แต่ 0 ถงึคาบ T   เทอมทีม่พีจน์ของไซน์ และโคไซน์ เมือ่อนิทเิกรตครบหน่ึงคาบจะมคี่าเป็นศูนยท์ัง้หมด 

เหลอือยูแ่ต่เพยีงพจน์ของ 0a  โดยจะหาค่า 0a  ไดจ้ากสมการ 
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 ค่าคงที ่ na  และ nb  กส็ามารถหาไดท้าํนองเดยีวกบั 0a  โดยการคณูค่า dttm )cos( 0ω  หรอื 

dttm )sin( 0ω ในสมการ (5-2) และอนิทเิกรตทัง้สองขา้งของสมการตัง้แต่ 0 ถงึ T   การอนิทเิกรตเทอมทีม่ ี
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พจน์ dttma )cos( 00 ω  หรอื dttma )sin( 00 ω และเทอม dttmtnan )sin()cos( 00 ωω  หรอื 

dttmtnbn )cos()sin( 00 ωω  ครบหน่ึงคาบจะไดค้่าเป็นศูนยท์ัง้หมด แต่สาํหรบัการอนิทเิกรตเทอม 

dttmtnan )cos()cos( 00 ωω  หรอื dttmtnbn )sin()sin( 00 ωω  แลว้ ค่าทีไ่ดจ้ะเท่ากบัศูนยห์ากค่า m ไม่

เท่ากบั n แต่การอนิทเิกรตจะมคี่าเมือ่ m เท่ากบั n   ดงันัน้ดว้ยวธิน้ีีจะเหลอืเพยีงเทอมทีม่คี่า m เท่ากบั n 

ซึง่เป็นสมัประสทิธิข์อง na  และ nb  เท่านัน้ เมือ่จดัรปูสมการจะทําใหห้าค่า na  และ nb  ไดด้งัสมการ 
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จากพืน้ฐานของอนุกรมฟูเรยีรข์า้งตน้ ปญัหาการสัน่สะเทอืนจากการกระตุน้ทีเ่ป็นคาบซึง่มสีมการ

การเคลื่อนที ่ 

)(tFkxxcxm =++        (5-3) 

จงึสามารถเขยีนแทนไดด้ว้ยสมการ 
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เน่ืองจากในสมการที ่ (5-4) แรงกระตุ้นดา้นขวามอืของสมการแต่ละเทอม เป็นค่าคงที ่ หรอือยูใ่นรปู

ของฮารโ์มนิคฟงักช์ัน่ ซึง่การสัน่สะเทอืนโดยแรงกระตุน้แต่ละเทอมสามารถหาผลเฉลยไดท้ัง้หมด หากให ้

x1, x2, x3, … เป็นผลเฉลยการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากแรงกระตุ้นทางดา้นขวาแต่ละเทอม จะสามารถหาผล

เฉลยการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากฟงักช์ัน่ทีเ่ป็นคาบ F(t) ในสมการที ่(5-3) ไดด้ว้ยหลกัการ superposition โดย

หากให ้x(t) เป็นผลเฉลยของสมการ (5-3) หรอื (5-4) จะไดว้่า 

+++= 321)( xxxtx     (5-5) 

Note 

1. การจะใชห้ลกัการ superposition ได ้สมการการเคลื่อนทีต่อ้งเป็นสมการเชงิเสน้ (Linear equation) 

หากไมใ่ช่สมการเชงิเสน้ ตอ้งประมาณใหเ้ป็นสมการเชงิเสน้เสยีก่อน 

2. เน่ืองจากฟงัก์ชัน่ F(t) จะเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูอนุกรมอนันตไ์ดต้ามหลกัการของอนุกรมฟูเรยีร ์ ดงันัน้

ผลเฉลยในสมการ (5-5) จะถูกตอ้ง กต่็อเมือ่รวมค่า x ต่างๆ ไปจนถงึพจน์ทีอ่นันต ์อยา่งไรกต็ามใน

การคาํนวณจรงิๆ ไมส่ามารถทาํได ้ จงึอาจจะประมาณค่าการสัน่สะเทอืน x โดยใชพ้จน์แรกๆ ของ 

xn ได ้ตามสมการ 

nxxxxtx ++++≈ 321)(  

 

 

 

 



3. โดเมนความถ่ีและการหาผลเฉลย 

 หลกัการของการเขยีนฟงัก์ชัน่ทีเ่ป็นคาบใหอ้ยูใ่นรปูของผลรวมของอนุกรมฟูเรยีร ์ ทาํใหส้ามารถ

เปลีย่นรปูแบบการแสดงผลของฟงักช์ัน่จากโดเมนเวลาใหอ้ยูใ่นรปูของโดเมนความถีไ่ด ้ดงัแสดงในรปูที ่5-3   

ดา้นล่างซา้ยมอืในรปูที ่5-3 แสดงฟงักช์ัน่คลื่นรปูสีเ่หลีย่มโดยแกนนอนเป็นแกนเวลา เรยีกการแสดงฟงักช์ัน่

โดยแกนนอนเป็นแกนเวลาน้ีว่า การแสดงผลในโดเมนเวลา   สาํหรบัฟงักช์ัน่คลื่นรปูสีเ่หลีย่มน้ีสามารถเขยีน

ในรปูผลรวมของฟงักช์ัน่ไซน์และโคไซน์ ทีค่วามถีเ่ป็นจาํนวนเท่าของความถีฟ่งัก์ชัน่คลื่นรปูสีเ่หลีย่ม 0ω  

ตามหลกัการของอนุกรมฟูเรยีรไ์ด ้ และผลรวมของฟงักช์ัน่ไซน์และโคไซน์ทีค่วามถีใ่ดๆ นัน้ ยงัสามารถ

เขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของฟงักช์ัน่โคไซน์ (หรอืไซน์) ทีม่มุเฟสต่างๆ กนัไดด้งัสมการ 

)cos()sin()cos( 000 nnnn tnCtnbtna φωωω −=+  

โดย 22
nnn baC +=  และ )arctan( nnn ab=φ  

 หากนําค่า nC  และมมุเฟส nφ  ทีค่วามถีต่่างๆ ในอนุกรมฟูเรยีรม์าเขยีนกราฟโดยใหแ้กนนอนแสดง

ความถี ่ ดงัแสดงทางดา้นขวาของรปูที ่ 5-3 แลว้ จะทําใหส้ามารถแสดงขอ้มลูของกราฟรปูสีเ่หลีย่มไดใ้นอกี

รปูแบบหน่ึง การแสดงขอ้มลูในรปูแบบทีแ่กนนอนแสดงความถีน่ัน้เรยีกว่า การแสดงผลในโดเมนความถี ่ซึง่

สามารถแปลความหมายไดว้่า กราฟรปูสีเ่หลีย่มในโดเมนเวลา ประกอบขึน้จากฟงักช์ัน่โคไซน์ทีม่ขีนาด C1 

และมมุเฟส 1φ  รวมกบัฟงัก์ชัน่โคไซน์ทีม่ขีนาด C2 และมมุเฟส 2φ  และรวมกบัฟงัก์ชัน่โคไซน์ทีม่ขีนาด C 

และมมุเฟส φ  ไปเรือ่ยๆ ดงัแสดงในรปู 

 

 
 

รปูที ่5-3 การแสดงค่าของฟงักช์ัน่ในรปูโดเมนเวลาและโดเมนความถี ่

 

 

Time domain Frequency domain

Amplitude and phase 
must be collected



Note 

1. เราอาจแสดงขอ้มลูของฟงัก์ชัน่ทีเ่ป็นคาบในรปูของโดเมนเวลา หรอืโดเมนความถี่ซึ่งประกอบดว้ย

ข้อมูลทัง้ขนาดและมุมเฟสก็ได้ โดยการแสดงทัง้ในโดเมนเวลาและโดเมนความถี่จะให้ข้อมูล

เช่นเดยีวกนั 

2. การแสดงผลของขอ้มลูในโดเมนความถี ่อาจเรยีกชื่ออกีอยา่งว่า สเปกตรมัของขอ้มลูนัน้ 

 

การหาผลเฉลยของการสัน่สะเทอืนโดยการกระตุ้นทีเ่ป็นคาบ สามารถทําไดโ้ดยใหห้ลกัการของการ

ตอบสนองเชงิความถี ่ (Frequency response) ดงัทีไ่ดอ้ธบิายมาในบทที ่ 4 และแสดงสรปุในรปูที ่ 5-4 (a) 

จากรปูจะเหน็ว่าหากทราบการตอบสนองเชงิความถี ่ Η(jω) เมือ่กําหนดการกระตุน้ทางดา้นซา้ยมอื จะ

สามารถคาํนวณหาค่าผลเฉลยซึง่แสดงทางดา้นขวามอืไดโ้ดยงา่ย ในกรณขีองการกระตุ้นตามรปูแบบของ

สมการที ่(5-4) จะสามารถหาผลเฉลยไดด้งัแสดงในรปูที ่5-4 (b) 

 

(a) 

 

(b) 

 
รปูที ่5-4 ผลตอบสนองเชงิความถี่ 

 

 รปูที ่ 5-5 แสดงตวัอยา่งของการหาผลเฉลยของระบบเชงิเสน้ทีถู่กกระตุน้ดว้ยแรงทีม่ลีกัษณะเป็น

คลื่นรปูสีเ่หลีย่ม โดยแรงกระตุน้น้ีสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นโดเมนความถี ่ โดยแยกเป็นสเปกตรมัของขนาดแรง 

และสเปกตรมัของมุมเฟสของแรง สาํหรบัการตอบสนองเชงิความถี ่ Η(jω) สามารถแยกออกเป็นการ

ตอบสนองเชงิความถีข่องขนาด และของมมุเฟสเช่นกนั โดยผลเฉลยในโดเมนความถีข่องขนาดการ

สัน่สะเทอืน x(ω) สามารถหาไดโ้ดยคณูขนาดของแรงกระตุ้นกบัการตอบสนองเชงิความถีข่องขนาด ที่

ความถีเ่ดยีวกบัความถีแ่รงกระตุน้นัน้ ส่วนมุมเฟสของผลเฉลยสามารถหาได้ทาํนองเดยีวกนั โดยบวกมุม

เฟสของแรงกระตุ้นกบัผลการตอบสนองเชงิความถี่ของมุมเฟสทีค่วามถีน่ัน้ ขอ้มลูของขนาดและเฟสของการ
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สัน่สะเทอืนในโดเมนความถี่สามารถเปลีย่นใหอ้ยูใ่นรปูของโดเมนเวลา ดงัแสดงดว้ยกราฟของ xp(t) ทาง

ดา้นบนขวาของรปู  

 

 
รปูที ่5-5 การหาผลเฉลยของระบบทีถู่กระตุน้ดว้ยแรงทีเ่ป็นคาบโดยวธิกีารตอบสนองเชงิความถี่ 

 

 

ตวัอยา่งที ่5-1 

A square wave force F(t) is applied to a 1-kg mass with k = 4 N/m. Determine steady-state 

response of the mass 

 
 

สมการการเคลื่อนที ่(EOM) ของระบบในรปู สามารถเขยีนไดด้งัน้ี :  )(tFkxxm =+  

เมือ่แทนค่ามวลและค่าความแขง็เกรง็ของสปรงิ จะได ้: )(4 tFxx =+   

จากสมการจะไดค้่าความถีธ่รรมชาต ิ 2/ == mknω  rad/s 
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สาํหรบัแรงกระตุน้สามารถเขยีนในรปูฟงักช์ัน่ไดเ้ป็น  

      2/0;)( TtAtF <≤=   

และ TtTAtF <≤−= 2/;)(  

จากรปูจะได ้ π2=T  และ 1
2
22

0 ===
π
ππω

T
 rad/s 

 

เมือ่สามารถเขยีน )(tF  ในรปูฟงักช์ัน่ไดแ้ลว้ จะสามารถปรบัใหอ้ยูใ่นรปูของอนุกรมฟูเรยีรไ์ดด้งัน้ี 

∑
∞

=

++=
1

00
0 )sincos(

2
)(

n
nn tnbtna

a
tF ωω  

สามารถหาค่าคงทีต่่างๆ ไดจ้าก 

0
2
2)(2 2

00
0 =








−+== ∫∫∫

π

π

π

π
AdtAdtdttF

T
a

T

 

0)cos()cos(
2
2)cos()(2 2

00
0 =








−+== ∫∫∫

π

π

π

π
ω dtntAdtntAdttntF

T
a

T

n  

)cos1(2)sin()sin(
2
2)sin()(2 2

00
0 π

ππ
ω

π

π

π

n
n

AdtntAdtntAdttntF
T

b
T

n −=







−+== ∫∫∫  

 ดงันัน้จะได ้





 +++= tttAtF 5sin

5
13sin

3
1sin4)(

π
 

แทนค่าฟงัก์ชัน่ )(tF  ลงใน EOM จะได ้





 +++=+  tttAxx 5sin

5
13sin

3
1sin44

π
 

 

 Review 

การหาผลเฉลยการสัน่สะเทอืนดว้ยวธิกีาร Frequency response 

EOM:   tFkxxm ωsin0=+  

 

The steady-state response: 

โดย:   

 

)sin()()( 0 θωω +⋅= tFHtx p  

22

1)(
ωω

ω
−

=
n

H  

nωωθ <= when,0  

nωωπθ >−= when,  

 



จากผลเฉลยทีแ่สดงขา้งต้น จะสามารถหาคาํตอบของสมการ EOM ไดด้งัน้ี 





 ++++++= )5sin()5(

5
1)3sin()3(

3
1)sin()1(4

531 θθθ
π

tHtHtHAx p  

 

โดยค่า )(ωH  และ nθ  หาไดจ้ากตารางดา้นล่าง 

 

 
 

 

 

  

ANS 



Part B การสัน่สะเทือนจากการกระแทกหรือพลัซ์ 

4. ฟังกช์ัน่อิมพลัซ ์(Impulse function) 

 การกระแทกเป็นการใหแ้รงในช่วงเวลาสัน้ๆ เช่นการเคาะของคอ้นทีร่ะบบการสัน่สะเทอืนระบบหน่ึง 

ดงัแสดงตวัอยา่งในรปูที ่ 5-6(a) หากเขยีนกราฟของแรงกระทาํระหว่างแรงกบัเวลา จะไดก้ราฟดงัแสดงใน

รปูที ่ 5-6(b) โดยช่วงเวลาทีแ่รงกระทําจะเป็นเพยีงช่วงสัน้ๆ ส่วนขนาดแรงทีก่ระทาํมกัจะมคี่ามาก ในทาง

คณติศาสตรไ์ดจ้าํลองแรงเน่ืองจากการกระแทกในรปู 5-6(b) ใหเ้ป็นดงัรปูที ่ 5-6(c) โดยแรงกระแทกจะ

กระทําทีเ่วลาตัง้แต่ ετ −  จนถงึเวลา ετ +  โดยขนาดของแรงกระทาํในช่วงเวลาน้ีมคี่าคงทีเ่ท่ากบั ε2F̂  

 

 
 

 
(Daniel J. Inman, Engineering Vibration, 2nd edition) 

(a) (b) (c) 

รปูที ่5-6 การกระแทกและการจาํลองการกระแทกทางคณติศาสตร ์

 

จากรปูที ่5-6(c) จะเขยีนความสมัพนัธข์องฟงัก์ชัน่แรง F(t) ไดด้งัน้ี 

 0  ετ −≤t   

=)(tF  
ε2

F̂  ετετ +<<− t  (5-6) 

 0 ετ +≥t   

 

โดย ε  เป็นค่าบวกทีม่ขีนาดเลก็ จากนิยามของ F(t) ขา้งตน้ สามารถนํา F(t) มาอนิทเิกรตเพื่อหาการดล 

หรอือมิพลัซ ์(Impulse, I) ของแรงไดด้งัสมการ 

∫
+

−

=
ετ

ετ

ε dttFI )()(  

อยา่งไรกต็ามเน่ืองจาก F(t) ในช่วงอื่นๆ มคี่าเป็นศูนยท์ัง้หมด ดงันัน้จงึสามารถเขยีนสมการการอนิทเิกรต

ใหค้รอบคลุมช่วงทีก่วา้งขึน้ไดด้งัน้ี 



∫
+∞

∞−

= dttFI )()(ε      (5-7) 

ผลของการอนิทเิกรตสมการ (5-7) จะไดพ้ืน้ทีใ่ตก้ราฟในรปูที ่5-6(c) และสามารถเขยีนเป็นสมการไดด้งัน้ี 

FFdttFI ˆ2
2

ˆ
)()( =⋅== ∫

+∞

∞−

ε
ε

ε     (5-8) 

เมือ่ช่วงเวลาทีแ่รงกระทําสัน้มากๆ ( 0→ε ) อาจจะนิยามฟงัก์ชัน่อมิพลัซ ์F(t) ไดต้ามสมการ 

0)( =−τtF  เมือ่ τ≠t      (5-9) 

   และ  FdttF ˆ)( =−∫
+∞

∞−

τ      (5-10) 

ในกรณทีี ่ 1ˆ =F  ฟงักช์ัน่อมิพลัซ ์ F(t) จะถูกเรยีกว่า ฟงัก์ชัน่อมิพลัซห์น่ึงหน่วย (Unit implulse function) 

หรอื Dirac delta function ซึง่ใชส้ญัลกัษณ์ )(tδ  และมหีน่วยเป็น N ไดต้ามสมการ 

0)( =−τδ t  เมือ่ τ≠t      (5-11) 

   และ  1)( =−∫
+∞

∞−

dtt τδ      (5-12) 

 

5. การสัน่สะเทือนจากการกระตุ้นโดยอิมพลัซ ์ 

 ก่อนทีจ่ะพจิารณาถงึลกัษณะการสัน่สะเทอืนจากการดล หรอือมิพลัซ ์ ในเบือ้งตน้จะอธบิายก่อนว่า

การกระแทกนัน้ทาํใหว้ตัถุเกดิการเปลีย่นแปลงการเคลื่อนทีไ่ดอ้ยา่งไร เมือ่พจิารณาถงึสมการการเคลื่อนที่

ของนิวตนั ในกรณทีีว่ตัถุเคลื่อนทีเ่ป็นเสน้ตรง จาก maF =  จะได ้  

∫∫ = dtmaFdt )(  

หรอื     vmvvmI ∆=−= )( 12      (5-13) 

 จะเหน็ว่าการดลทาํใหค้วามเรว็ของการเคลื่อนทีเ่ปลีย่นแปลงไป รปูที ่ 5-7 แสดงวตัถุทีใ่นตอนแรก

หยดุน่ิง เมือ่ไดร้บัการกระแทกทีเ่วลา t = 0 จะมกีารเปลีย่นแปลงโมเมนตมั โดยความเรว็เปลีย่นไปเป็น 0v  

และจะไดว้่า 00 )0( mvvmI =−=  หรอื 
m
F

m
Iv

ˆ
0 ==  โดยการขจดัไมม่กีารเปลีย่นแปลงในช่วงเวลาน้ี 

 

 
รปูที ่5-7 ผลของการกระแทก (อมิพลัซ)์ ต่อลกัษณะการเคลื่อนทีข่องวตัถุ 

impact



 สาํหรบัในระบบการสัน่สะเทอืน ดงัเช่นในตวัอยา่งรปูที ่ 5-6(a) นัน้ หากสมมตุใิหว้ตัถุไดร้บัแรงทีท่าํ

ใหเ้กดิอมิพลัซห์น่ึงหน่วย ทีเ่วลา t = 0 จะสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 

)(tkxxcxm δ=++       (5-14) 

เน่ืองจากวตัถุหยดุเริม่เคลื่อนทีจ่ากหยุดน่ิง จงึมเีงือ่นไขค่าเริม่ต้นดงัน้ี 

 0)0(,0)0(,0 === xxt      (5-15) 

 อยา่งไรกต็ามเมือ่พจิารณาเวลาทีผ่่านไปเพยีงเลก็น้อย ( += 0t ) หลงัจากทีแ่รงจากอมิพลัซห์น่ึง

หน่วยกระทาํแลว้ ระบบน้ีจะไมม่แีรงกระทําอกีต่อไป โดยผลของแรงทําใหว้ตัถุเริม่เคลื่อนทีโ่ดยมคีวามเรว็

เท่ากบั 
mm

F
m
Iv 1ˆ

0 ===  แต่ยงัถอืว่ายงัไม่มกีารเปลีย่นแปลงการขจดั ในกรณีน้ีจะสามารถเขยีนสมการ

การเคลื่อนทีแ่ละเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ไดด้งัน้ี 

0=++ kxxcxm       (5-16) 

mxxt 1)0(,0)0(,0 === +      (5-17) 

 จากการพจิารณาขา้งต้นจงึสรปุไดว้่า การสัน่สะเทอืนจากแรงทีท่ําใหเ้กดิอมิพลัซห์น่ึงหน่วย มคี่า

เท่ากบัการสัน่สะเทอืนอย่างอสิระ ซึง่มคีวามเรว็เริม่ตน้เท่ากบั mx 1)0( =  ดงันัน้การหาผลเฉลยทีแ่สดงถงึ

ลกัษณะการสัน่สะเทอืน จงึสามารถทําไดด้ว้ยวธิกีารเช่นเดยีวกบัการหาผลเฉลยของการสัน่สะเทอืนอย่าง

อสิระ 

จากสมการที ่ (5-16) และ (5-17) ในกรณีทีร่ะบบเป็นแบบ Underdamp จะสามารถหาผลเฉลยของ

การสัน่สะเทอืนอย่างอสิระไดด้งัสมการ 

    te
m

txth d
t

d

n ω
ω

ζω sin1)()( −==     (5-18) 

กราฟแสดงการสัน่ตามสมการที ่ (5-18) แสดงในรปูที ่ 5-8 ซึง่จะเหน็ไดว้่าเป็นเช่นเดยีวกบัลกัษณะการ

สัน่สะเทอืนแบบอสิระ ทีม่เีง ื่อนไขเริม่ต้นเป็นความเรว็เพยีงอยา่งเดยีวโดยไมม่กีารขจดั 

 

 
รปูที ่5-8 การสัน่สะเทอืนเน่ืองจากอมิพลัซท์ีเ่วลา t = 0 



 

หากการกระแทกเกดิทีเ่วลา τ=t  การหาผลเฉลยกท็ําไดท้ํานองเดยีวกนั โดยก่อนการกระแทก

วตัถุจะไมม่กีารสัน่สะเทอืน ส่วนหลงัการกระแทกวตัถุจะมกีารสัน่เช่นเดยีวกบัทีแ่สดงในสมการ (5-18) 

เพยีงแต่ค่า t ในสมการจะเปลีย่นไปเป็น τ−t  แทน โดยจะสรุปเป็นสมการไดด้งัน้ี 

 0)( =tx  เมือ่ τ≤< t0  (5-19) 

 )(sin1)()( )( τω
ω

τ τζω −=−= −− te
m

thtx d
t

d

n  เมือ่ τ>t  (5-20) 

เรยีก )(th  และ )( τ−th  ฟงักช์ัน่การตอบสนองต่ออมิพลัซ ์(Impulse response function)  

 เมือ่ระบบถูกกระทาํดว้ยแรงทีท่าํใหเ้กดิอมิพลัซข์นาดใดๆ กย็งัสามารถหาการสัน่สะเทอืนของระบบ

ไดโ้ดยใชว้ธิกีารเดยีวกนั โดยในกรณีน้ีสมการการเคลื่อนทีค่อื 

)(ˆ tFkxxcxm δ=++       (5-21) 

โดย F̂  คอืขนาดของอมิพลัซ ์ส่วนเงือ่นไขเริม่ตน้ในกรณน้ีีคอื 0)0(,0)0(,0 === xxt   

สมการที ่ (5-21) และเงือ่นไขเริม่ตน้ขา้งตน้ สามารถแปลงใหเ้ป็นสมการการสัน่สะเทอืนอยา่งอสิระ และ

เงือ่นไขเริม่ต้นทีใ่ชค้ํานวณทาํนองเดยีวกบัสมการ (5-16) และ (5-17) ไดด้งัน้ี 

0=++ kxxcxm       (5-22) 

mFxxt ˆ)0(,0)0(,0 === +     (5-23) 

สาํหรบัการสัน่สะเทอืนตามสมการ (5-22) สามารถแสดงไดใ้นรปูเดยีวกบัสมการ (5-18) โดยเปลีย่นขนาด

จากอมิพลัซห์น่ึงหน่วยเป็น F̂  ดงัน้ี 

)(ˆsin
ˆ

)( thFte
m

Ftx d
t

d

n ⋅== − ω
ω

ζω     (5-24) 

เมือ่การกระแทกเกดิทีเ่วลา τ=t  ใดๆ กส็ามารถหาผลเฉลยไดด้งัสมการ 

 0)( =tx  เมือ่ τ≤< t0  (5-25) 

 )(sin
ˆ

)(ˆ)( )( τω
ω

τ τζω −=−⋅= −− te
m

FthFtx d
t

d

n  เมือ่ τ>t  (5-26) 

 

 

 

 

 

 

 

 



ตวัอยา่งที ่5-2 

ในระบบมวล-สปรงิ-ตวัหน่วง อยา่งงา่ย กําหนดให ้m = 1 kg, c = 0.5 kg/s และ k = 4 N/m 

ระบบน้ีถูกกระทาํดว้ยแรงกระแทก )(1.0)(2.0)( τδδ −+= tttF  

จงหาผลตอบสนองของระบบต่อแรงกระแทกน้ี 
(Example 3.1.1, Daniel J. Inman, Engineering Vibration, Second edition) 

 

จากโจทยจ์ะได ้

ความถีธ่รรมชาต ิ 214 ==nω  rad/s 

อตัราส่วนการหน่วง 125.0)212(5.0)2( =××== nmc ωζ  

เน่ืองจากระบบน้ีเป็นระบบเชงิเสน้ จงึสามารถใชห้ลกัการของ superposition ได ้

ในทีน้ี่จะพจิารณาผลของแรงกระแทกทลีะตวั แลว้จงึนํามารวมกนัในภายหลงั 

 

สาํหรบัแรง )(2.0)( ttF δ=  จะไดผ้ลการสัน่สะเทอืนตามสมการ (5-26) ดงัน้ี 

)125.012sin(
)125.012)(1(

2.0)( 2)2)(125.0(

21 tetx t ⋅−
−

= −  

)984.1sin(1008.0)( 25.0
1 tetx t−=  

 

สาํหรบัแรง )(1.0)( τδ −= ttF  จะไดผ้ลการสัน่สะเทอืนตามสมการ (5-26) ดงัน้ี 

))(125.012sin(
)125.012)(1(

1.0)( 2))(2)(125.0(

22 ττ −⋅−
−

= −− tetx t  

))(984.1sin(0504.0)( )(25.0
2 ττ −= −− tetx t  

 

เมือ่รวมผลของการสัน่สะเทอืนทัง้สองส่วนเขา้ดว้ยกนั จะไดส้มการทีแ่สดงถงึผลเฉลยขอการสัน่สะเทอืนดงัน้ี 

)()()( 21 txtxtx +=  

= )984.1sin(1008.0 25.0 te t−  τ<< t0  
))(984.1sin(0504.0)984.1sin(1008.0 )(25.025.0 ττ −+ −−− tete tt  τ≥t  

 

กําหนดให ้Heaviside step function มนิียามดงัต่อไปน้ี 

)( τ−Φ t  or )( τ−tH   = 0      เมือ่ τ<< t0  

= 1      เมือ่ τ≥t  

ดงันัน้จะสามารถเขยีนการสัน่สะเทอืนไดด้งัน้ี 

[ ] )())(984.1sin(0504.0)984.1sin(1008.0)( )(25.025.0 τττ −Φ⋅−+= −−− ttetetx tt  ANS 



 

หากให ้ 5.0=τ  จะสามารถเขยีนกราฟของแรงกระแทกไดด้งัรปูทางดา้นซา้ยมอื ส่วนกราฟการสัน่สะเทอืน

แสดงทางดา้นขวามอื โดยเสน้ทบึแสดงการสัน่สะเทอืน )(1 tx  จากแรงทีเ่วลา t = 0 s เพยีงแรงเดยีว เมือ่ถงึ

เวลาที ่ t = 0.5 s เน่ืองจากผลของแรงกระแทกอกีครัง้หน่ึง ทาํใหก้ารสัน่สะเทอืนเพิม่ขึน้ โดยเสน้ประแสดง

ผลรวมของการสัน่สะเทอืนจากแรงทัง้สองครัง้ ( )()( 21 txtx + ) 

 

 

 
 

 

 

 

  

Response

)()()( 21 txtxtx +=

0.5 )()( 1 txtx =



Part B การสัน่สะเทือนจากการกระตุ้นรปูแบบใดๆ 

6. Convolution integral และผลการตอบสนองการสัน่สะเทือน 

 ในส่วนน้ีจะกล่าวถงึการสัน่สะเทอืนจากการกระตุน้รปูแบบใดๆ ดงัแสดงตวัอยา่งในรปูที ่5-9 สาํหรบั

การหาผลการสัน่สะเทอืนเน่ืองจากการกระตุน้ลกัษณะน้ี จะตอ้งใชพ้ืน้ฐานความรู ้ 3 ส่วนประกอบกนั อนั

ไดแ้ก่ 1) การตอบสนองต่อการกระตุ้นแบบอมิพลัซซ์ึง่กล่าวถงึไปแลว้ในส่วนก่อนหน้า 2) หลกัการ 

Superposition และ 3) Convolution integral  

 

 
รปูที ่5-9 ตวัอยา่งแรงกระตุ้นรปูแบบใดๆ 

 

รปูที ่ 5-10 แสดงแนวคดิในการหาผลเฉลยของแรงกระตุน้แบบใดๆ และหลกัการของ Convolution 

integral รปูบนสุดทางดา้นซา้ยมอืแสดงถงึแรงกระตุ้นรปูแบบใดๆ โดยแรงกระตุน้น้ีสามารถพจิารณาว่าเกดิ

จากการประกอบกนัของฟงักช์ัน่พลัซข์นาดต่างๆ เรยีงต่อๆ กนั ดงัแสดงในรปูดา้นล่างซา้ยมอื โดยเมือ่

พจิารณาตามลาํดบัเวลาทีแ่รงกระทาํจะพบว่า เมือ่พลัซท์ีเ่วลา t1 กระทํากบัระบบการสัน่สะเทอืนแลว้ จะทาํ

ใหร้ะบบสัน่ตามกราฟ x1 ทางดา้นขวามอื โดยความสมัพนัธร์ะหว่างแรงกระตุน้กบัการสัน่สะเทอืนเป็นไป

ตาม Response function (h(t))   เมือ่เวลาผ่านไปเป็นเวลา t2 พลัซท์ีเ่วลาน้ีกจ็ะทําใหเ้กดิการสัน่สะเทอืน x2 

ซึง่จะเริม่สัน่ทีเ่วลา t2 เช่นเดยีวกนักบัพลัซท์ีเ่วลา t3 กจ็ะทําใหเ้กดิการสัน่สะเทอืน x3 โดยเริม่สัน่ทีเ่วลา t3 

เป็นเช่นน้ีไปเรือ่ยๆ ตราบทีย่งัมแีรงกระตุน้กระทํากบัระบบอยู่ ผลการสัน่สะเทอืนรวม x สามารถหาได้

โดยรวม x1, x2, x3, … เขา้ดว้ยกนัตามลาํดบัเวลาทีแ่รงมากระทํา โดยผลการสัน่สะเทอืนรวม x แสดงดงั

กราฟดา้นบนทางดา้นขวามอื หลกัการทีอ่ธบิายขา้งตน้ สามารถนํามาเขยีนเป็นสมการคณติศาสตรไ์ดด้งัน้ี 

+++= )()()()( 321 txtxtxtx     (5-27) 

การสัน่สะเทอืน )(),(),( 321 txtxtx  เป็นการสัน่เน่ืองจากการกระตุน้แบบอมิพลัซ ์ จงึสามารถ

เขยีนใหอ้ยูใ่นรปูผลคณูของขนาดอมิพลัซ ์และฟงักช์ัน่การตอบสนองต่ออมิพลัซด์งัสมการ (5-24) ได ้ดงันัน้

สมการดา้นบนจะสามารถเขยีนไดเ้ป็น 

+−+−+−= )(ˆ)(ˆ)(ˆ)( 332211 tthFtthFtthFtx    (5-28) 

 



 
รปูที ่5-10 แนวคดิในการหาผลเฉลยการสัน่สะเทอืนของแรงกระตุ้นรปูแบบใดๆ และ Convolution integral 

 

เน่ืองจากขนาดของอมิพลัซ ์ F̂ หาไดจ้ากผลคณูของขนาดแรงและช่วงเวลาทีแ่รงกระทาํ ดงันัน้จะได ้

+−⋅∆+−⋅∆+−⋅∆= )()()()( 332211 tthtFtthtFtthtFtx    (5-29) 

กําหนดให ้ τ  คอืเวลาทีแ่รง F กระทํากบัระบบ ดงันัน้จะสามารถเขยีน 321 ,, ttt  ไดเ้ป็น 

321 ,, τττ  ช่วงเวลา t∆  เขยีนไดเ้ป็น τ∆  และจะไดด้ว้ยว่าแรง F เป็นฟงักช์ัน่ของ τ  หรอื )(τF  เมือ่

พจิารณาใหก้ารแบ่งช่วงเวลา τ∆  เลก็ๆ สมการ (5-29) จะสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูการอนิทเิกรตไดด้งัน้ี 

∫ −⋅=
t

dthFtx
0

)()()( τττ     (5-30) 

 สมการที ่(5-30) มชีื่อเรยีกว่า Convolution integral   ในกรณทีีใ่ช ้Convolution integral เพื่อหาผล

การตอบสนองของระบบดงัทีไ่ดอ้ธบิายมาขา้งตน้ สมการ Convolution integral อาจเรยีกอกีอยา่งว่า 

Duhamel integral ตามชื่อของนกัคณติศาสตรช์าวฝรัง่เศส J. M. C. Duhamel (1797-1872) 

 ในกรณทีีแ่รงกระทําไมเ่ป็นฟงักช์ัน่ต่อเน่ือง ผลของการสัน่สะเทอืนกส็ามารถหาไดโ้ดยใชห้ลกัการ

ขา้งตน้เพยีงแต่แยกช่วงของแรง และ Convolution integral ออกเป็น 2 ช่วง ดงัน้ี 

 

กําหนด EOM =++ kxxcxm   )(1 tF  10 tt <≤   

  )(2 tF  1tt ≥   

 



ผลเฉลยคอื =)(tx  

 
∫ −⋅
1

0
1 )()(

t

dthF τττ  10 tt <≤  

(5-31) 
 

∫∫ −⋅+−⋅
t

t
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dthFdthF
1
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)()()()( 2
0

1 ττττττ  1tt ≥  

 

ขอ้สงัเกต 

เน่ืองจากแรงทีก่ระตุน้ไมไ่ดเ้ป็นคาบหรอืมสี่วนประกอบทีเ่ป็นฟงัก์ชัน่ฮารโ์มนิก ดงันัน้ความถีก่าร

สัน่สะเทอืนตามสมการที ่ (5-30) หรอื (5-31) จงึเท่ากบัความถีข่องฟงักช์ัน่การตอบสนองต่ออมิพลัซ ์

)( τ−th ซึง่กค็อืความถีธ่รรมชาตทิีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน dω  (ในกรณทีีร่ะบบเป็นแบบ underdamped 

motion) 

 

 

ตวัอยา่ง 5-3 

หาลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบมวล สปรงิ และตวั

หน่วงการสัน่อยา่งงา่ย ทีไ่ดร้บัแรงกระทาํดงัรปู และ

แสดงดว้ย EOM ดา้นล่าง 

=++ kxxcxm    0 00 tt <≤  

  F0 0tt ≥  

เงือ่นไขเริม่ต้น 000 ==vx  

ระบบเป็นแบบ underdamped motion 
(Example 3.2.1, Daniel J. Inman, Engineering Vibration, 

Second edition) 

 

เน่ืองจากในช่วง 00 tt <≤  ไมม่แีรงภายนอกกระทํา และเงือ่นไขเริม่ตน้เป็น 000 ==vx  ทาํใหใ้นช่วงแรก

ระบบไม่มกีารเคลื่อนที ่และระบบจะเริม่สัน่เมือ่ 0tt ≥  เมือ่เริม่มแีรงคงทีม่ากระทาํ 

จาก )(sin1)( )( τω
ω

τ τζω −=− −− te
m

th d
t

d

n  

และ 0)( FF =τ  

แทนลงในสมการ Convolution integral จะได ้
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อนิทเิกรตออกมาจะได ้

[ ]θω
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จากผลการสัน่สะเทอืนทีไ่ดจ้ะสามารถแบ่งออกเป็น 2 ส่วนคอื  

1. Static displacement : 
k
F0  

2. ส่วนทีม่กีารสัน่ : [ ]θω
ζ

ζω −−
−

−− )(cos
1

0
)(

2
0 0 tte

k
F

d
ttn  

 

เมือ่ทดลองกําหนดค่าตวัแปรต่างๆ จะสามารถเขยีนกราฟไดด้งัน้ี 

 1.0=ζ  

16.3=nω  rad/s 

300 =F  N 

1000=k  N/m 

00 =t  sec 

 
จากกราฟจะเหน็ไดว้่า การใหแ้รงกระตุ้นแบบ step function ทีโ่จทยก์ําหนดจะทําใหจ้ดุสมดุลใหมเ่ลื่อนขึน้

ไปตามค่า Static displacement และจะสัน่รอบจดุสมดุลใหมน้ี่ดว้ยความถีธ่รรมชาตทิีม่กีารหน่วง dω  

 

 

  

ANS 



 

ตวัอยา่ง 5-4 

หาลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบมวล สปรงิ และตวัหน่วงการสัน่อยา่ง

งา่ย ทีไ่ดร้บัแรงกระทาํดงัรปู และแสดงดว้ย EOM ดา้นล่าง 

=++ kxxcxm    F0 
10 tt <≤  

  0 1tt ≥  

เงือ่นไขเริม่ต้น 000 ==vx  

ระบบเป็นแบบ underdamped motion 
(Example 3.2.2, Daniel J. Inman, Engineering Vibration, Second edition) 

 

ในตวัอยา่งน้ีเป็นการใหแ้รงขนาดคงทีใ่นช่วงระยะเวลาหน่ึง หลงัจากนัน้จงึเอาแรงทีใ่หอ้อก ในขอ้น้ีอาจทําได้

โดยใชห้ลกัการ Superposition ของแรงทีก่ระทาํกบัระบบ ดงัแสดงในรปูดา้นล่าง  

1. ช่วงแรกจะใหแ้รงทีม่ขีนาดคงที ่ 0F  กบัระบบ 

2. หลงัจาก 1tt =  จะใหแ้รงทีม่ขีนาดตรงกนัขา้ม เพื่อหกัลา้งกบัแรงในช่วงแรก ทําใหผ้ลลพัธเ์หมอืนกบัการ

ไมไ่ดใ้หแ้รงอะไรกบัระบบ 

จะเหน็ว่าทัง้สองช่วงเป็นการพจิารณาแรงในรปูแบบ Step function ซึง่ทราบผลเฉลยอยูแ่ลว้ดงัแสดงใน

ตวัอยา่งก่อนหน้า การคาํนวณจงึทําไดโ้ดยงา่ย 

 
 

สาํหรบัในช่วงแรก สามารถหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนไดเ้ช่นเดยีวกบัตวัอยา่งก่อนหน้า 
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เมือ่ 00 =t  จะได ้

[ ]θω
ζ

ζω −
−

−== − te
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F
k
Ftxtx d

tn cos
1

)()(
2

00
1         เมือ่ 10 tt ≤<  

ในช่วงทีส่องการสัน่สะเทอืนจะเพิม่ส่วนทีใ่หแ้รงในทศิตรงขา้มเขา้มา โดยจะสามารถหาไดเ้ช่นเดยีวกบั

ตวัอยา่งก่อนหน้าเช่นกนั ปรบัเพยีงแทน 0)( FF −=τ  จะได ้
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นําการสัน่สะเทอืนทัง้สองส่วนมารวมเขา้ดว้ยกนัจะได ้
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      [ ][ ])cos()(cos
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)( 12
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ζωζω −−−−
−

= − tttee
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Ftx dd
tt nn       เมือ่ 1tt >  

 

ขอ้สงัเกต 

ในขอ้น้ีหากตอ้งการทําตรงๆ โดยไมใ่ชว้ธิ ีSuperposition อาจทาํไดด้งัน้ี 

1. ช่วง 10 tt ≤<  ทาํเหมอืนในตวัอยา่ง 

2. ช่วง 1tt >  เน่ืองจากไม่มแีรงกระทํา แสดงว่าระบบสัน่อยา่งอสิระ ดงันัน้ลกัษณะการสัน่สะเทอืนจงึเป็น

เช่นเดยีวกบัการสัน่อยา่งอสิระ โดยการหาค่า initial condition ในช่วงน้ีจะต้องสมัพนัธก์บัตําแหน่งใน

ช่วงแรก คอื )()( 111 txtx =  และ )()()( 1111 txtxtv  ==  

 

 

  

ANS 

ANS 



7. สรปุ 

 ในบทน้ีกล่าวถึงการหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัจากการกระตุ้นภายนอกรูปแบบต่างๆ 

โดยแบ่งการพจิารณาตามลกัษณะของการกระตุ้นออกเป็น 3 ประเภทใหญ่ๆ ไดแ้ก่ 1) การกระตุ้นแบบเป็น

คาบ 2) การกระตุน้แบบอมิพลัซ ์หรอืการกระแทก และ 3) การกระตุน้แบบใดๆ ซึง่ไมเ่ป็นคาบ  

สาํหรบัการกระตุน้แบบเป็นคาบนัน้ จะใชห้ลกัการของอนุกรมฟูเรยีร ์แปลงฟงัก์ชัน่การกระตุ้นทีเ่ป็น

คาบใหอ้ยูใ่นรปูผลบวกของฟงัก์ชัน่ไซนูซอยดท์ีม่คีวามถี่เป็นจาํนวนเท่าของฟงัก์ชัน่คาบนัน้ เน่ืองจากแต่ละ

พจน์ของฟงัก์ชัน่ไซนูซอยด์สามารถหาผลเฉลยได้โดยง่ายโดยพิจารณาผลตอบสนองเชิงความถี่

เช่นเดยีวกบัที่ได้กล่าวมาแล้วในบทก่อนหน้า เมื่อทราบผลเฉลยแต่ละพจน์แล้วจงึสามารถหาลกัษณะการ

สัน่สะเทอืนรวมไดโ้ดยใชห้ลกัการของ Superposition 

การกระตุ้นแบบอิมพัลซ์นัน้สามารถพิจารณาได้เช่นเดียวกับการสัน่สะเทือนอย่างอิสระ โดยมี

เงื่อนไขค่าเริม่ต้นเป็นความเรว็ต้นที่สอดคล้องกบัการเปลี่ยนแปลงโมเมนตมัเน่ืองจากการดลนัน้ ส่วนการ

ขจดัเริม่ตน้มคี่าเป็นศูนย ์สาํหรบัการกระตุน้แบบใดๆ จะพจิารณาฟงักช์ัน่ของการกระตุ้นเป็นการรวมกนัของ

ฟงัก์ชัน่พลัซย์่อยๆ ดงันัน้จงึสามารถใชห้ลกัการพืน้ฐานของผลเฉลยในกรณีของการกระตุ้นแบบอมิพลัซใ์น

กรณน้ีีได ้โดยผลของการกระตุน้แบบอมิพลัซท์ีเ่วลาต่างๆ จะถูกนํามารวมกนัโดย Convolution integral  

สาํหรบัปญัหาทางวศิวกรรมนัน้ประกอบขึน้จากการกระตุ้นทีม่รีปูแบบตามทีก่ล่าวมาทัง้หมดในบทน้ี 

ความเข้าใจในการหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนของการกระตุ้นรูปแบบพื้นฐานเหล่าน้ี ทําให้สามารถนําไป

ประยกุตใ์ชก้บัปญัหาทีซ่บัซอ้นต่อไปได ้
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