
บทท่ี 6 

การสัน่สะเทือนของระบบท่ีมีองศาอิสระมากกว่าหน่ึง 

 

1. บทนํา 

 ในบทที่ผ่านมาระบบที่นํามาวิเคราะห์การสัน่สะเทือนจะเป็นระบบที่มอีงศาอิสระ (Degree of 

freedom) เท่ากบัหน่ึงทัง้หมด อย่างไรกต็ามปญัหาทีพ่บโดยทัว่ไปแลว้จะมคีวามซบัซ้อนกว่านัน้มาก การ

สรา้งแบบจาํลองการสัน่สะเทอืนเพื่ออธบิายลกัษณะการสัน่สะเทอืนในหลายๆ ครัง้ จงึต้องสรา้งใหม้จีาํนวน

องศาอสิระมากกว่าหน่ึง เพื่อใหผ้ลลพัธท์ีค่ํานวณได้มคีวามใกลเ้คยีงกบัความเป็นจรงิมากยิง่ขึน้ สําหรบัใน

บทน้ีจะกล่าวถงึวธิกีารวเิคราะห์ปญัหาการสัน่สะเทอืนของระบบที่มอีงศาอสิระมากกว่าหน่ึง โดยขอบเขต

ของปญัหาทีว่เิคราะหจ์ะแสดงดงัตารางที ่6-1 โดยวธิกีารวเิคราะหป์ญัหาจะแบ่งออกเป็น 2 วธิไีดแ้ก่ 1) วธิี

หาผลเฉลยโดยตรง และ 2) การวเิคราะห์โดยวธิโีมดลั โดยในส่วนแรกของบทจะกล่าวถงึวธิโีดยตรงก่อน 

และจะกล่าวถึงวิธโีมดลัในลําดบัถดัไป สําหรบัระบบที่พจิารณานัน้จะเน้นไปที่ระบบที่ไม่มตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืนซึง่สามารถวเิคราะหไ์ดโ้ดยง่าย และในหลายๆ ครัง้กส็ามารถใชผ้ลทีไ่ดป้ระมาณลกัษณะการสัน่

ในระบบทีม่ตีวัหน่วงขนาดน้อยๆ ไดเ้ป็นอยา่งด ีอยา่งไรกต็ามในส่วนทา้ยของบทกจ็ะมกีล่าวถงึการวเิคราะห์

ในระบบทีม่ตีวัหน่วง และลกัษณะเฉพาะของตวัหน่วงทีท่าํใหส้ามารถวเิคราะหด์ว้ยวธิโีมดลัไดด้ว้ย 

 

ตารางที ่6-1 ขอบเขตของปญัหาทีจ่ะกล่าวถงึในบทที ่6 

 Free Vibration Forced Vibration 

Undamped 1. Direct 

2. Modal Analysis 

1. Direct (harmonic excitation) 

2. Modal Analysis 

Damped 1. Modal Analysis  

(only some systems) 

1. Modal Analysis  

(only some systems) 

 

2. การสัน่สะเทือนอย่างอิสระของระบบท่ีไม่มีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

 หวัข้อน้ีจะกล่าวถึงการหาการสัน่สะเทือนของระบบที่ไม่มตีัวหน่วงการสัน่สะเทือน โดยวิธีการ

วิเคราะห์โดยตรง สําหรบัตัวอย่างของปญัหาที่จะยกเพื่ออธิบายจะเป็นปญัหาที่มีองศาอิสระเท่ากับ 2 

เน่ืองจากมคีวามซบัซอ้นน้อย สามารถเขา้ใจได้โดยง่าย อย่างไรก็ตามวธิกีารน้ีกส็ามารถประยุกต์ใชไ้ด้กบั

ระบบทีม่อีงศาอสิระสงูขึน้ไปไดเ้ช่นกนั 

 พจิารณาระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั 2 ดงัแสดงในรปูที ่6-1 

 



 
รปูที ่6-1 ระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั 2 และแผนผงัวตัถุอสิระ (Free Body Diagram, FBD) 

 

จากรปู และ แผนผงัวตัถุอสิระ (FBD) จะสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีข่องมวลแต่ละกอ้นไดด้งัน้ี 

1211 )( xmxxkkx =−−−  

2221 2)( xmkxxxk =−−  

สมการทัง้สองสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูเมตรกิซไ์ดด้งัสมการ 
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โดยสมการ (6-1) อาจจะเขยีนแบบยอ่ไดเ้ป็น 

    )()()( ttt FKxxM =+      (6-2) 

โดยตวัอกัษรตวัหนาในสมการจะหมายถงึเมตรกิซ ์หรอืเวคเตอร ์และ 

  M คอืเมตรกิซข์องมวล (inertia of mass matrix) มมีติ ิ(n×n) ในทีน้ี่คอื (2×2) 

 K คอืเมตรกิซข์องความแขง็เกรง็ (stiffness matrix) มมีติ ิ(n×n) ในทีน้ี่คอื (2×2) 

 F คอืเวคเตอรข์องแรงภายนอกทีก่ระทาํ (external force vector) มมีติ ิ(n×1) ในทีน้ี่คอื (2×1) 

 x คอืเวคเตอรบ์อกตําแหน่ง (position vector) มมีติ ิ(n×1) ในทีน้ี่คอื (2×1) 

 

 จากการสงัเกตลกัษณะการสัน่สะเทอืนอย่างอสิระของระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึงพบว่า การ

สัน่สะเทอืนจะเป็นแบบ Synchronous motion ซึง่หมายถงึระบบพกิดัทีใ่ชบ้อกตําแหน่งของระบบนัน้ทุกๆ 

ตวั จะเคลื่อนทีไ่ปพรอ้มๆ กนั ซึง่กค็อืผ่านจดุสมดุล และผ่านจดุทีม่ขีนาดการสัน่สงูทีสุ่ดพรอ้มๆ กนั และ

อตัราส่วนขนาดของพกิดัแต่ละตวัจะมคี่าเท่ากนัตลอดเวลา เพื่อใหส้ามารถเขา้ใจไดช้ดัเจนยิง่ขึน้ พจิารณา

ระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบัสอง ดงัแสดงในรปูที ่6-2 ดงัน้ี 

1. ในตวัอยา่งน้ีระบบพกิดัทีใ่ชอ้ธบิายการเคลื่อนที ่ คอืระยะทีว่ดัจากจดุสมดุล X1 และ X2 ซึง่ใน

ทีน้ี่แสดงถงึการเคลื่อนทีข่องมวลแต่ละกอ้นตามลาํดบั 

2. จะเหน็ว่ามวลทัง้สองกอ้นจะเคลื่อนทีผ่่านจดุทีม่ขีนาดการสัน่สงูทีสุ่ดพรอ้มๆ กนั และผ่านจดุ

สมดุลพรอ้มๆ กนั ไมว่่าเคลื่อนทีใ่นกรณีที ่1 หรอื 2 กต็าม 

m 2m
k k k

x1 x2

m 2mkx1 k(x1-x2) kx2



3. อตัราส่วนของขนาดของพกิดั X1/X2 จะมคี่าคงทีเ่สมอไม่ว่าจะพจิารณาทีต่ําแหน่งใดกต็าม 

การสัน่สะเทอืนเมื่อไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนจะเป็นแบบฮารโ์มนิก เช่นเดยีวกบัระบบที่มอีงศา

อิสระเท่ากบัหน่ึง ดงันัน้รูปแบบสมการที่ใช้อธบิายลกัษณะการสัน่สะเทือนจงึสามารถเขยีนให้อยู่ในรูป 

)sin( φω += tAx  หรอื )( φω += tjAex   ในกรณขีองระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึง เน่ืองจากการสัน่

จะเป็นแบบ Synchronous motion มวลทัง้สองกอ้นจงึตอ้งเคลื่อนทีไ่ปพรอ้มๆ กนั มคีวามถี่ในการสัน่เท่ากนั 

และมมีมุเฟสเท่ากนั ดว้ยเหตุน้ีการสัน่สะเทอืนของมวลแต่ละกอ้นในตวัอยา่งจงึสามารถเขยีนไดด้ว้ยสมการ 

)sin(11 φω += tAx  หรอื )(
11

φω += tjeAx     (6-3) 

)sin(22 φω += tAx  หรอื )(
22

φω += tjeAx     (6-4) 

 

 
รปูที ่6-2 การเคลื่อนทีแ่บบ Synchronous motion ของระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบัสอง 

 

ยอ้นกลบัไปยงัระบบในรปูที ่ 6-1 เน่ืองจากลกัษณะการสัน่เป็นไปตามค่า 1x  และ 2x ในสมการ (6-

3) และ (6-4) หรอือาจกล่าวไดว้่า 1x  และ 2x เป็นคาํตอบของสมการ EOM (6-1) ดงันัน้เมือ่แทนค่าลงใน

สมการ (6-1) สมการจงึเป็นจรงิดงัน้ี  
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รปูแบบปญัหาทีอ่ยูใ่นรปูแบบสมการ (6-5) มชีื่อเรยีกว่า Eigen value problem   สมการที ่(6-5) จะเป็นจรงิ

เสมอ เมือ่ค่าดเีทอรม์แินนต ์ของเมตรกิซม์คี่าเท่ากบั 0 ดงันัน้จะได ้









=

−−
−−

0
0

22
2

2

2

mkk
kmk
ω

ω
  0MK =− )()det( 2 txω  (6-6) 

สมการที ่(6-6) มชีื่อเรยีกว่า Characteristic equation (CHE)   จากสมการน้ีจะได ้
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เมือ่แกส้มการ (6-7) จะได ้

m
k634.02

1 =ω   และ 
m
k366.22

2 =ω     

และ    
m
k634.01 =ω  และ 

m
k366.22 =ω   (6-8) 

ค่า 2ω  น้ีเรยีกว่า Eigen value ส่วนค่า ω  แสดงถงึความถีก่ารสัน่สะเทอืน ค่า ω  น้ีตอ้งเป็นบวก

เสมอ ค่า ω  ทีเ่ป็นลบไม่มคีวามหมายทางกายภาพ สําหรบัค่า ω  ทีเ่ป็นบวก ตวัทีม่คี่าน้อยกว่าจะ

กําหนดใหเ้ป็น 1ω  ส่วนตวัทีม่ากกว่าจะกําหนดใหเ้ป็น 2ω  หากระบบมอีงศาอสิระมากกว่าน้ี กจ็ะเรยีงลาํดบั

จากน้อยไปมากเช่นเดยีวกบัในตวัอยา่งน้ี 

จากการคาํนวณขา้งตน้พบว่า การสัน่สะเทอืนของระบบจะมคีวามถี่เท่ากบั 1ω  หรอื 2ω  เสมอไม่ว่า

จะใหเ้งือ่นไขค่าเริม่ตน้อยา่งไร ดงันัน้ค่าน้ีจงึเป็นค่าความถี่ธรรมชาตขิองระบบ จาํนวนของความถี่ธรรมชาติ

จะเท่ากับจํานวนองศาความเป็นอิสระของระบบ ในกรณีระบบที่มีองศาอิสระเท่ากับหน่ึงจะมีความถี่

ธรรมชาติเพยีงค่าเดยีว ส่วนระบบที่มสีององศาอิสระจะมคีวามถี่ธรรมชาติ 2 ตวั ในทํานองเดยีวกนัหาก

ระบบมอีงศาอสิระเท่ากบั n กจ็ะมจีาํนวนความถีธ่รรมชาตเิท่ากบั n เช่นกนั 

จากสมการที ่ (6-5) จะไดค้วามสมัพนัธร์ะหว่างอตัราส่วนของ A1 และ A2 ซึง่เป็นขนาดของการ

สัน่สะเทอืนตามสมการ (6-3) และ (6-4) ออกมาดงัน้ี 
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ในกรณทีี ่ 1ωω =  จะไดอ้ตัราส่วนของ A1 และ A2 ดงัน้ี 
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  (6-10) 

ในกรณทีี ่ 2ωω =  จะไดอ้ตัราส่วนของ A1 และ A2 ดงัน้ี 
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อตัราส่วน A1/A2 แสดงถงึรปูรา่งการสัน่สะเทอืนของระบบ หรอื mode shape ดงัแสดงตวัอยา่งใน

รปูที ่ 6-3 ในกรณ ี 1ωω =  ค่า ( ) 731.0)1(21 =AA  ค่าทีเ่ป็นบวกแสดงใหเ้หน็ว่ามวลทัง้สองกอ้นจะเคลื่อนที่

ไปทศิทางเดยีวกนั โดยหากมวลกอ้นที ่ 2 เคลื่อนทีไ่ด ้ 1 หน่วยแลว้ มวลกอ้นที ่ 1 จะเคลื่อนทีไ่ด ้ 0.731 

หน่วยเสมอ ค่าอตัราส่วนในกรณทีี ่ 1ωω =  น้ีเรยีกว่า The first mode shape ส่วนกรณ ี 2ωω =  ค่า 

( ) 73.2)2(21 −=AA  ค่าทีเ่ป็นลบแสดงว่ามวลทัง้สองกอ้นเคลื่อนทีใ่นทศิทางตรงกนัขา้มกนั โดยหากมวล



กอ้นที ่ 2 เคลื่อนทีใ่นทศิทางบวกเป็นระยะ 1 หน่วยแลว้ มวลกอ้นที ่ 1 กจ็ะเคลื่อนทีใ่นทศิทางลบ (ตรงกนั

ขา้ม) ดว้ยขนาด 2.73 หน่วย   Mode shape ในกรณน้ีีเรยีกว่า The second mode shape 

Mode shape ทีไ่ดก้ล่าวมาขา้งตน้อาจเขยีนแสดงดว้ยเวคเตอร ์ )(1 xφ  หรอื )(2 xφ  ดงัแสดงในรปูที ่

6-3 และมชีื่อเรยีกว่า Eigen vector เน่ืองจาก Mode shape เป็นอตัราส่วนดงันัน้จงึอาจแสดงค่าในเวคเตอร์

เป็นเท่าไรกไ็ด ้ เพยีงแต่ใหอ้ตัราส่วนคงเดมิ อยา่งไรกต็ามโดยทัว่ไปนิยมจดัใหค้่าในเวคเตอรต์วัใดตวัหน่ึงมี

ค่าเท่ากบั 1 เวคเตอร ์ 

 

หมายเหตุ 

ในกรณทีีเ่ป็นระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่า 2 แลว้ การหาอตัราส่วนขนาดในสมการ (6-11) อาจจะ

ทาํไดไ้มส่ะดวกนกั และสมการที ่ (6-5) กไ็มอ่าจจะแกไ้ดค้าํตอบทีแ่น่นอนออกมาได ้ อยา่งไรกต็ามจะ

สามารถหาอตัราส่วนของ A ได ้โดยวธิกีําหนดให ้A ตวัใดตวัหน่ึงมคี่าคงทีเ่ท่ากบั 1 ไปก่อน 

 

 
รปูที ่6-3 Mode shape ของการสัน่สะเทอืน 

 

 ถงึแมว้่าจะสามารถหาอตัราส่วนของขนาดการสัน่สะเทอืนของมวลทัง้สองกอ้นได ้แต่เน่ืองจากขนาด

การสัน่สะเทอืนจะขึน้อยูก่บัค่าเงือ่นไขเริม่ตน้ของระบบดว้ย ดงันัน้จงึยงัไมส่ามารถหาค่าไดห้ากไมก่ําหนด

เงือ่นไขเริม่ต้นมาให ้ จากการคาํนวณขา้งตน้จะพบว่าคําตอบของสมการ (6-1) จะมอียู ่ 2 ชุด ขึน้กบั

ค่าความถีธ่รรมชาต ิไดแ้ก่ 
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โดยค่า 1c , 2c  และ 1ψ , 2ψ  เป็นค่าคงทีซ่ึง่หาไดจ้ากเงือ่นไขค่าเริม่ตน้ของระบบ 

 เน่ืองจากระบบการสัน่สะเทอืนเป็นระบบเชงิเสน้ หากทราบว่าคาํตอบชุดที ่ 1 และชุดที ่ 2 เป็น

คาํตอบของสมการ EOM แลว้ จะไดว้่าผลรวมของคําตอบชุดที ่ 1 และชุดที ่ 2 กจ็ะเป็นคาํตอบของ EOM 

ดว้ย ดงันัน้คําตอบสมบูรณ์ทีแ่สดงการสัน่ของระบบในรปูที ่6-1) จงึสามารถแสดงไดด้ว้ยสมการ 
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 สมการ (6-12) แสดงใหเ้หน็ว่ามวลทัง้กอ้นที ่1 และกอ้นที ่2 จะสัน่ดว้ยความถี ่ 1ω  ที ่Mode shape 

1 ผสมกบัสัน่ดว้ยความถี ่ 2ω  ที ่ Mode shape 2 โดยส่วนประกอบของความถีห่รอื Mode shape ไหนจะ

มากน้อยกว่ากนั ขึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ต้น ซึง่ส่งผลต่อค่า 1c , 2c  ซึง่แสดงขนาดการสัน่สะเทอืนของแต่ 

Mode shape   

ขอ้ระวงั นิสติ นกัศกึษา จาํนวนมากมกัจะมคีวามเขา้ใจผดิว่ามวลกอ้นที ่1 จะสัน่ดว้ย 1ω  ส่วนมวลกอ้นที ่2 

จะสัน่ดว้ย 2ω  ซึง่ไมถู่กตอ้ง 

 

การหาค่าคงทีข่องการสัน่สะเทอืนจากเงือ่นไขค่าเริม่ต้น 

 สมการที ่ (6-12) มคี่าคงทีอ่ยู ่ 4 ตวั ไดแ้ก่  1c , 2c  และ 1ψ , 2ψ  ค่าเหล่าน้ีสามารถหาไดโ้ดยการ

กําหนดเงือ่นไขเริม่ตน้การสัน่สะเทอืน 4 ตวั ซึง่ไดแ้ก่ การขจดัเริม่ตน้ของมวลทัง้สองกอ้น และความเรว็

เริม่ตน้ของมวลทัง้สองกอ้นดงัตวัอยา่งต่อไปน้ี 
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จากสมการ (6-12) หาอนุพนัธเ์ทยีบกบัเวลา จะไดค้่าความเรว็การเคลื่อนทีด่งัน้ี 
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แทนเงือ่นไขเริม่ต้นทีก่ําหนดใหล้งในสมการ (6-12) และ (6-13) จะได ้
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สมการที ่(6-14) และ (6-15) แต่ละสมการประกอบดว้ย 2 สมการยอ่ยซึง่แสดงการเคลื่อนทีข่องมวล

กอ้นที ่ 1 และ 2 ดงันัน้สมการทัง้หมดจงึม ี 4 สมการ และมตีวัแปรไมท่ราบค่า 4 ตวั จงึสามารถแกส้มการ

เพื่อหาค่าทีไ่ม่ทราบได ้โดยจากการแกส้มการจะได ้



,732.31 =c  ,268.02 =c  และ  2/21 πψψ ==  

แทนค่าคงทีเ่หล่าน้ีลงในสมการ (6-12) จะสามารถหาสมการทีอ่ธบิายการสัน่สะเทอืนไดด้งัน้ี 
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จากขัน้ตอนทีไ่ดอ้ธบิายมาขา้งตน้ทัง้หมด อาจสรปุวธิกีารหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนอยา่งอสิระของระบบทีม่ ี

องศาอสิระมากกว่าหน่ึงและไมม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนโดยวธิโีดยตรง ไดด้งัรปูที ่6-4 

 

 
 

 
รปูที ่6-4 สรปุขัน้ตอนการวเิคราะหป์ญัหาการสัน่สะเทอืนอยา่งอสิระ 

ของระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึง และไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 
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ตวัอยา่งที ่6-1 

จากการสัน่สะเทอืนของระบบในรปูที ่6-1 ซึง่มลีกัษณะการสัน่ตามสมการที ่(6-12)  
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ใหห้าค่าคงทีก่ารสัน่สะเทอืนเมือ่กําหนด 
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(a) แทนค่าเงือ่นไขเริม่ตน้ลงในสมการ  
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 ลงในสมการ (6-12) จะได ้
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 ลงในสมการ (6-13) จะได ้
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จากการสงัเกตเงือ่นไขขนาดการสัน่สะเทอืนตามสมการ (1) พบว่าอตัราส่วนของขนาดการสัน่ทีก่ําหนดมาให้

เท่ากบัอตัราส่วนขนาดของ Mode shape ที ่1 พอด ีดงันัน้จะไดว้่า 02 =c   

สมการที ่(1) และ (2) จงึสามารถลดรปูไดเ้ป็น 
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ค่า 01 ≠c  เพราะการสัน่สะเทอืนในสมการ (3) ไมเ่ท่ากบัศูนยต์ลอดเวลา ดงันัน้สมการ (4) จะเป็นจรงิเมือ่

มมุเฟส 21 πψ =  เมือ่แทนค่ามุมเฟสน้ีในสมการที ่(3) จะไดค้่า 21 =c  

จากค่าคงทีท่ีห่าไดข้า้งตน้ จงึไดส้มการการเคลื่อนที ่
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ANS 



(b) ในขอ้น้ีจะพบว่าเงือ่นไขขนาดการสัน่สะเทอืนทีก่ําหนดให ้ ตรงกบัอตัราส่วนขนาดของ Mode shape 2 

พอด ีโดยการพจิารณาในทํานองเดยีวกบัขอ้ (a) จะไดผ้ลลพัธก์ารสัน่สะเทอืนดงัสมการ 
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ขอ้สงัเกต 

1. โดยปกตกิารสัน่สะเทอืนของระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึง จะเป็นผลรวมของการสัน่สะเทอืนทีค่วามถี่

ธรรมชาตต่ิางๆ และ Mode shape ต่างๆ ในกรณขีองระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั 2 กจ็ะมผีลรวมของ

ความถีธ่รรมชาต ิและ Mode shape ทัง้ 2 ดงัสมการ (6-12) 

2. หากจดัใหเ้งือ่นไขเริม่ตน้ตรงกบั Mode shape ใด Mode shape หน่ึงแลว้ การสัน่สะเทอืนจะเกดิที ่Mode 

shape นัน้ และเกดิทีค่วามถีธ่รรมชาตทิีต่รงกบั Mode shape นัน้เท่านัน้ 

 

 

  

ANS 



3. การสัน่สะเทือนแบบบงัคบัของระบบท่ีไม่มีตวัหน่วงการสัน่สะเทือน 

 โดยปกตใินระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึงนัน้เมือ่มแีรงภายนอกมากระทํากบัระบบ จะไมส่ามารถ

วเิคราะหห์าการสัน่สะเทอืนโดยตรงได ้ อยา่งไรกต็ามในกรณเีฉพาะทีแ่รงภายนอกเป็นแบบฮารโ์มนิก จะ

สามารถวเิคราะหห์าลกัษณะการสัน่สะเทอืนโดยตรงได ้ พจิารณาระบบการสัน่สะเทอืนทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั

สอง ซึง่สามารถเขยีนสมการการเคลื่อนที ่EOM ไดด้งัน้ี 
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เน่ืองจากระบบไม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน และแรงกระตุน้อยูใ่นรปูฮารโ์มนิก ซึง่มคีวามถีเ่ท่ากบั 

ω  ดงันัน้การสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้จงึตอ้งอยูใ่นรปูแบบฮารโ์มนิก ซึง่มคีวามถีเ่ท่ากบั ω  ดว้ยดงัสมการ 
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สมการ (6-18) เป็นคาํตอบของสมการ (6-17)   เมือ่แทนสมการ (6-18) เขา้ในสมการ (6-17) จะได ้
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หากให ้ [ ])(ωZ  แทนเมตรกิซ ์2×2 ในสมการ (6-19) สมการจะเขยีนอย่างยอ่ไดเ้ป็น 

[ ] 







=








0

)( 1

2

1 F
X
X

Z ω  

เวคเตอร ์ X ซึง่เป็นขนาดการสัน่สะเทอืน สามารถหาไดโ้ดยการคณูอนิเวอรส์ของเมตรกิซ ์ Z  เขา้ทางดา้น

ซา้ยมอืทัง้สองขา้งของสมการดงัน้ี 
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โดย )(ωZ  คอืค่าดเีทอรม์แินนต ์ของเมตรกิซ ์ [ ])(ωZ  และหาไดจ้าก 

))(()( 22
2

22
121 ωωωωω −−= mmZ     (6-21) 

จากสมการ (6-20) และ (6-21) จะสามารถหาขนาดการสัน่สะเทอืนของมวลแต่ละกอ้นไดจ้าก 
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ตวัอยา่งที ่6-2 

ระบบในรปูมสีมการการเคลื่อนที ่EOM ดงัน้ี 
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จงแสดงลกัษณะการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัของระบบ 

 

จาก EOM สามารถหาค่าความถีธ่รรมชาตขิองระบบไดเ้ท่ากบั 

m
k

=1ω  และ 
m
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2 =ω  

เมือ่แทนค่ามวลและความแขง็เกรง็ตาม EOM ในสมการ (6-22) และ (6-23) จะสามารถหาการขจดัของการ

สัน่สะเทอืนแบบบงัคบัของมวลกอ้นที ่1 และกอ้นทีส่องไดด้งัน้ี 
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เมือ่นําผลการสัน่สะเทอืนของมวลแต่ละกอ้นมาวาดกราฟเทยีบกบัความถีก่ารกระตุน้ ω  จะไดก้ราฟดงัรปู 

 

 

โดยแกนตัง้ในรปูแสดงค่า FXk   

เสน้สน้ํีาเงนิแสดงการสัน่สะเทอืนของมวลกอ้นที ่1 

เสน้สแีดงแสดงการสัน่สะเทอืนของมวลกอ้นที ่2 

ลกัษณะการสัน่ของระบบในตวัอยา่งน้ีสามารถแบ่ง

ออกไดเ้ป็นช่วงๆ ดงัน้ี 

1. 1ωω <  

ในช่วงน้ีเสน้กราฟการสัน่ของมวลทัง้สองกอ้นเป็นบวก

ทัง้คู่ แสดงใหเ้หน็ว่ามวลทัง้สองกอ้นสัน่ในทศิทาง

เดยีวกนั และมเีฟสตรงกบัแรงกระตุน้ทีใ่หก้บัระบบ 

(คอืแรงกระตุน้ใหม้วลไปทางไหน มวลกเ็คลื่อนไปทาง

นัน้) รปูดา้นล่างกราฟแสดงถงึการเคลื่อนทีข่องมวล 

โดยมวลกอ้นทีห่น่ึงแสดงดว้ยสน้ํีาเงนิ และมวลกอ้นที่

สองแสดงดว้ยสแีดง 
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ในช่วงน้ีครึง่แรก เสน้กราฟการสัน่ของมวลทัง้สองกอ้นเป็นลบทัง้คู่ แสดงใหเ้หน็ว่ามวลทัง้สองกอ้นสัน่ใน

ทศิทางเดยีวกนั ค่าของกราฟทีเ่ป็นลบแสดงว่าการขจดัมเีฟสตรงกนัขา้มกบัแรงกระตุน้ทีใ่หก้บัระบบ (คอื

แรงกระตุ้นใหม้วลไปทางไหน มวลกเ็คลื่อนไปทศิตรงกนัขา้ม)  

สาํหรบัในครึง่หลงั เสน้กราฟแสดงการสัน่ของมวลกอ้นที ่1 เป็นบวก ส่วนมวลกอ้นที ่2 เป็นลบ แสดงใหเ้หน็

ว่ามวลทัง้สองกอ้นเคลื่อนทีใ่นทศิทางตรงกนัขา้มกนั หากมวลกอ้นที ่1 เคลื่อนไปทางขวา มวลกอ้นที ่2 กจ็ะ

เคลื่อนไปทางซา้ย ขนาดของมวลกอ้นที ่1 ทีเ่ป็นบวกแสดงใหเ้หน็ว่าทศิทางการเคลื่อนทีข่องมวลกบัทศิทาง

ของแรงกระทาํเป็นไปในทศิทางเดยีวกนั 

3. ωω <2  

ในช่วงน้ีเสน้กราฟการสัน่ของมวลกอ้นที ่ 1 เป็นลบ ส่วนกอ้นที ่ 2 เป็นบวก แสดงใหเ้หน็ว่าทัง้สองกอ้น

เคลื่อนทีใ่นทศิทางตรงกนัขา้มกนั โดยในช่วงน้ีมวลกอ้นที ่ 2 จะมทีศิทางการเคลื่อนทีใ่นทศิทางเดยีวกบัแรง

ทีก่ระตุน้ 

จากกราฟยงัสงัเกตไดว้่าเมื่อ 1ωω =  หรอื 2ωω =  ขนาดการสัน่สะเทอืนของมวลทัง้สองกอ้นจะมี

ค่ามาก เรยีกความถี่น้ีว่า ความถีก่ารสัน่พอ้ง (Resonance frequencies) ขนาดของการสัน่ในทาง

คณติศาสตรจ์ะมคี่าเขา้ใกลอ้นนัต ์ แต่ในความเป็นจรงิขนาดจะเพิม่ขึน้มากจนกระทัง่เกนิกว่าขดีจาํกดัการ

ยดืหยุ่นของระบบ ทําใหร้ะบบเสยีหายก่อนทีข่นาดจะเพิม่ไปถงึอนันต ์

เมือ่ความถีก่ารกระตุน้เขา้ใกล ้ 1ω  ขนาดการสัน่จะมากโดยมวลจะสัน่ในทศิทางเดยีวกนั และมี

อตัราส่วนของขนาดการขจดัเขา้ใกล ้Mode shape ที ่  1 แต่เมือ่ความถีก่ารกระตุ้นเขา้ใกล ้ 2ω  มวลทัง้สอง

กอ้นจะสัน่ในทศิทางตรงกนัขา้มกนั และมอีตัราส่วนของขนาดการสัน่เขา้ใกล ้Mode shape ที ่2 

นอกจากน้ียงัพบอกีว่ามคีวามถีท่ีท่ําใหม้วลกอ้นทีม่แีรงมากระทาํ (ในกรณน้ีีคอืมวลกอ้นที ่ 1) มี

ขนาดการสัน่สะเทอืนเท่ากบัศูนย ์ซึง่หมายความว่าในขณะนัน้มวลกอ้นที ่1 จะไมเ่กดิการสัน่เลย มวลกอ้นที่

สองเท่านัน้ทีเ่กดิการสัน่สะเทอืน ขอ้สงัเกตในกรณน้ีีสามารถนําไปใชป้ระยกุตเ์พื่อควบคุมการสัน่สะเทอืน

ของมวลกอ้นทีต่อ้งการได ้ โดยรายละเอยีดจะไดก้ล่าวถงึอกีครัง้ในหวัขอ้ “ตวัดดูซบัการสัน่สะเทอืน 

(Vibration absorber)” ในบทที ่7 วธิกีารควบคุมการสัน่สะเทอืน 

 

 

  



4. การวิเคราะหโ์ดยวิธีโมดลั 

4.1 หลกัการของการวเิคราะหโ์มดลั  

ปญัหาการสัน่สะเทอืนของระบบทีม่หีลายองศาอสิระมคีวามซบัซอ้น เน่ืองจากสมการการเคลื่อนที่

ของทัง้ระบบมคีวามเกี่ยวขอ้งกนั (Coupled equations) ไมส่ามารถแยกระบบสมการใหเ้ป็นสมการยอ่ยๆ 

เพื่อแกห้าผลการสัน่สะเทอืนโดยตรงได ้เพื่อใหเ้ขา้ใจลกัษณะปญัหายิง่ขึน้ พจิารณาสมการที ่(6-1) ซึง่นํามา

เขยีนอกีครัง้ดงัน้ี 
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   (6-1) 

ระบบสมการน้ีประกอบดว้ยสมการยอ่ย 2 สมการ ซึง่ไมส่ามารถแกไ้ดโ้ดยตรง เน่ืองจากแต่ละสมการตดิตวั

แปรสองตวัคอื 1x  และ 2x  การแกส้มการเพื่อหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนจงึตอ้งแกร้ะบบสมการพรอ้มๆ กนั 

 รปูที ่6-5 แสดงระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั 2 รปูทางดา้นซา้ยมอืแสดงการกําหนดระบบพกิดั x  ซึง่

แสดงการเคลื่อนทีใ่นแนวดิง่ทีจ่ดุศูนยถ่์วง และมุมทีม่วลหมนุ θ  เพื่ออธบิายการเคลื่อนที ่ โดยหากใชร้ะบบ

พกิดัน้ีแลว้จะไดส้มการการเคลื่อนดงัแสดงทางดา้นล่างซา้ยมอื แต่ถา้หากใชร้ะบบพกิดัอื่นดงัแสดงในรปู

ทางดา้นขวา โดยให ้ 1x  แสดงการเคลื่อนทีท่ีป่ลายดา้นซา้ย ส่วนมมุทีม่วลหมุน θ  กก็ําหนดใหว้ดัเทยีบกบั

ปลายดา้นซา้ยเช่นกนั การกําหนดพกิดัเช่นน้ีจะทาํใหไ้ดส้มการการเคลื่อนทีด่งัแสดงทางดา้นล่างขวามอื ซึง่

แตกต่างจากการกําหนดพกิดัตามแบบแรก  

 

 
รปูที ่6-5 ระบบพกิดักบัสมการการเคลื่อนที ่
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ตวัอยา่งน้ีแสดงใหเ้หน็ว่าการกําหนดพกิดัแสดงการเคลื่อนทีแ่ตกต่างกนั ทาํใหไ้ดส้มการการ

เคลื่อนทีท่ีต่่างกนัดว้ย สําหรบัวธิกีารวเิคราะหโ์มดลัจะใชป้ระโยชน์จากคุณสมบตักิารสมมาตรของเมตรกิซ์

ของมวล และเมตรกิซค์วามแขง็เกรง็ และคุณสมบตัคิวามตัง้ฉาก (Orthogonality property) ของ Mode 

shape แปลงพกิดัการเคลื่อนทีใ่หเ้ป็นพกิดัโมดลั (Modal coordinate) ทาํใหร้ะบบสมการทีม่สีมการการ

เคลื่อนทีย่อ่ยๆ แต่ละสมการทีม่คีวามเกีย่วขอ้งกนั กลายเป็นสมการหน่ึงองศาอสิระทีเ่ป็นอสิระต่อกนั จงึ

สามารถแกส้มการแยกกนัโดยตรงได ้

 

 
รปูที ่6-6 หลกัการวเิคราะหโ์มดลั 

 

 รปูที ่ 6-6 แสดงตวัอยา่งของการวเิคราะหแ์บบโมดลัเพื่อใหเ้ขา้ใจในภาพรวมของการคาํนวณ เริม่

จากสมการการเคลื่อนที ่ ซึง่ในทีน้ี่แสดงตวัอยา่งสมการทางดา้นซา้ยมอืในรปูที ่ 6-5 จะเหน็ว่าสมการน้ี

ประกอบดว้ยสมการยอ่ยๆ ทีเ่กีย่วขอ้งกนัไมส่ามารถแกโ้ดยตรงได ้ การวเิคราะหโ์มดลัจะเปลีย่นรปูแบบ

สมการน้ีจากพกิดั x  และ θ  มาเป็นพกิดัโมดลั 1r  และ 2r  ทาํใหส้ามารถแปลงรปูแบบสมการการเคลื่อนที่

ทีเ่กีย่วขอ้งกนั กลายเป็นสมการทีส่มการยอ่ยแต่ละสมการเป็นอสิระต่อกนัดงัสมการ 

)(11
2
11 tNrr n =+ω   และ )(22

2
22 tNrr n =+ω    

สมการขา้งบนน้ีสามารถแก้ไดโ้ดยตรงโดยใชห้ลกัการทีไ่ดก้ล่าวมาแลว้ในบทก่อนหน้า เมือ่แก้

สมการอนุพนัธย์อ่ยๆ ในพกิดัโมดลัไดแ้ลว้ คาํตอบทีไ่ดจ้ะเป็นการเคลื่อนทีใ่นพกิดัโมดลัเทยีบกบัเวลา )(tr  

จงึจาํเป็นทีจ่ะตอ้งแปลงผลทีไ่ดน้ี้ใหก้ลบัไปอยูใ่นพกิดัเดมิ ซึง่กค็อืการเคลื่อนที ่ )(tx  ตามทีต่อ้งการ 
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เน่ืองจากวธิกีารวเิคราะหโ์มดลัเป็นการแกส้มการยอ่ยๆ ทีเ่ป็นอสิระต่อกนั ดงันัน้จะสามารถหา

ผลตอบสนองชัว่ขณะ (Transient response) นอกเหนือจากผลตอบสนองในสภาวะคงตวั (Steady state 

response) ไดด้ว้ย และในกรณทีีเ่ป็นการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบั ซึง่ถูกกระทาํดว้ยแรงรปูแบบใดๆ ปญัหาน้ี

ไมอ่าจแกไ้ดด้ว้ยวธิโีดยตรง แต่กส็ามารถใชก้ารวเิคราะหแ์บบโมดลัในแกป้ญัหาได ้

หมายเหตุ พกิดัโมดลั 1r  และ 2r  ในทางกายภาพนัน้จะสมัพนัธก์บัการเคลื่อนทีต่าม Mode shape ที ่1 และ

ที ่2 ของระบบนัน้ตามลําดบั  

 

4.2 คุณสมบตัคิวามตัง้ฉาก  

 กําหนดให ้ ix  และ jx  เป็นเวคเตอรข์อง mode shape (Eigen vector) ซึง่สมัพนัธก์บัความถี่

ธรรมชาต ิ iω  และ jω  ตามลาํดบั เน่ืองจากเมตรกิซข์องมวล M  และเมตรกิซข์องความแขง็เกรง็ K  เป็น

เมตรกิซท์ีส่มมาตรเสมอ ดว้ยคุณสมบตัคิวามตัง้ฉาก (Orthogonal property) จะไดค้วามสมัพนัธข์อง

เวคเตอรข์อง mode shape และเมตรกิซข์องมวลและเมตรกิซค์วามแขง็เกรง็ดงัน้ี 

0=i
T
j Mxx  และ 0=i

T
j Kxx  เมือ่ ji ≠     (6-24) 

  iii
T
i M=Mxx  และ iii

T
i K=Kxx       (6-25) 

 ในกรณขีองระบบทีอ่งศาอสิระเท่ากบั 2 สมการ (6-24) และ (6-25) สามารถเขยีนในรปูเตม็ของการ

คณูเมตรกิซแ์ละเวคเตอรเ์พื่อความเขา้ใจไดด้งัน้ี 
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จะเหน็ว่าหากใชเ้วคเตอรข์อง Mode shape คนละ Mode คณูเขา้กบัเมตรกิซข์องมวลและความแขง็เกรง็

ตามสมการ (6-26) และ (6-27) แลว้ ค่าทีไ่ดจ้ะเท่ากบัศูนย ์แต่ถา้ใชเ้วคเตอรข์อง Mode shape ทีเ่ป็น mode 

เดยีวกนัแลว้ค่าทีไ่ดจ้ะไมเ่ท่ากบัศูนย ์   

เน่ืองจากขนาดของ Mode shape จะกําหนดเป็นเท่าใดกไ็ด ้แต่อตัราส่วนของ Mode shape ตอ้งคง

เดมิเสมอ เมือ่ปรบัขนาดของเวคเตอรข์อง Mode shape เทยีบกบัเมตรกิซข์องมวลโดยการคณูค่าคงที ่ C  ที่

เหมาะสมจะไดเ้วคเตอรข์อง Normalized mode shape iu  และ ju  หรอือาจเรยีกว่า Nomalized eigen 

vector ซึง่มสีมบตัดิงัน้ี 

ii Cxu =       (6-28) 

0=i
T
j Muu  และ 0=i

T
j Kuu    (6-29) 

1=i
T
i Muu       (6-30) 

จะเหน็ว่าสมการ (6-29) เป็นสมบตัเิดยีวกบัสมการ (6-24) ส่วนการปรบัขนาดเวคเตอรข์อง Mode shape 

ในสมการ (6-28) จะส่งผลใหข้นาด iiM  ในสมการ (6-25) มคี่าเท่ากบั 1 



ปญัหาการสัน่สะเทอืนของระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่า 1 จะเป็นปญัหาแบบ Eigen value problem 

ซึง่มรีปูแบบสมการทีใ่ชแ้กด้งัแสดงมาแลว้ในสมการ (6-5) และนํามาเขยีนใหมอ่กีครัง้ในทีน้ี่ 

0xMK =− )()( 2 tω      (6-5) 

เมือ่พจิารณากรณทีีค่วามถีธ่รรมชาตทิี ่ i สดัส่วนของ x  แต่ละตวัในเวคเตอร ์ )(tx  ในสมการ (6-5) จะมี

ความสมัพนัธต์าม Mode shape ใน mode ที ่ i   เมือ่แทนเวคเตอรข์อง Normalized mode shape ใน 

mode ที ่i  iu  ลงในสมการจะได ้

0uMK =− ii )( 2ω  

หรอื     iii MuKu 2ω=  

เมือ่คณูทัง้สองขา้งของสมการดว้ย T
iu  จะได ้

i
T
iii

T
i MuuKuu 2ω=  

ใชส้มบตัขิอง Normalize mode shape ในสมการที ่(6-30) จะได ้
22
ii

T
iii

T
i ωω == MuuKuu     (6-31) 

สมการน้ีแสดงใหเ้หน็ถงึสมบตัอิกีอยา่งหน่ึงของเวคเตอรข์อง Normalized mode shape ซึง่จะถูกใชต่้อไปใน

การวเิคราะหโ์มดลั 

หากนําเวคเตอรข์อง normalized mode shape มารวมเขา้ดว้ยกนัใหเ้ป็นเมตรกิซ ์ จะเรยีกเมตรกิซ์

นัน้ว่าโมดลัเมตรกิซ ์ (Modal matrix) ถา้เป็นระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั n  โมดลัเมตรกิซก์จ็ะมมีติ ิ nn×  

ดงัสมการ 
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โดยค่า pqu  ในเมตรกิซ ์หมายถงึค่า normalized mode shape ของ mode ที ่p และเป็นตวัที ่q  

ความสมัพนัธใ์นสมการที ่ (6-29), (6-30) และ (6-31) สามารถนํามาประยกุตใ์ชใ้นกรณขีองโมดลั

เมตรกิซไ์ดด้งัสมการ 
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โดยเมตรกิซ ์Λ  ในสมการที ่(6-34) มชีื่อเรยีกว่าสเปกทรลัเมตรกิซ ์(Spectral matrix) 

ความสมัพนัธใ์นสมการ (6-32) ถงึ (6-34) จะถูกนําไปใชใ้นการวเิคราะหโ์มดลั ซึง่จะกล่าวถงึในหวัขอ้ถดัไป 

 

4.3 ขัน้ตอนการวเิคราะหโ์มดลั  

พจิารณาสมการการเคลื่อนทีใ่นรปูแบบสมการ (6-2) ดงัน้ี 

    )()()( ttt FKxxM =+      (6-2) 

กําหนดเวคเตอรข์องพกิดัโมดลั (Modal coordinate) )(tr  มคีวามสมัพนัธก์บัพกิดั )(tx ดงัสมการ 

)()( tt Urx =      (6-35) 

แทนความสมัพนัธใ์นสมการ (6-35) ลงในสมการ (6-2) จะได ้

)()()( ttt FKUrrM U =+  

คณูทัง้สองขา้งของสมการดว้ย TU  จะได ้

)()()( ttt TTT FUKUrUrM UU =+  

จากความสมัพนัธส์มการที ่(6-33) และ (6-34) จะได ้

)()()( ttt T FUΛrr =+     (6-36) 

สมการ (6-36) เขยีนใหอ้ยูใ่นรปูเตม็ของการคณูเมตรกิซไ์ดด้งัน้ี 
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 (6-37) 

สมการที ่ (6-37) เป็นระบบสมการซึง่ประกอบดว้ยสมการยอ่ยๆ ทีเ่ป็นอสิระต่อกนั n  สมการ ดงันัน้จงึ

สามารถแกส้มการหาค่า )(tri  ของสมการยอ่ยๆ ไดโ้ดยตรง 

 เน่ืองจากการวเิคราะหด์ว้ยวธิโีมดลัจะเปลีย่นจากพกิดัปกตเิป็นพกิดัโมดลั ดงันัน้ค่าเงือ่นไขเริม่ต้นที่

กําหนดในพกิดัปกต ิ )0(x  จงึตอ้งเปลีย่นใหเ้ป็นเงือ่นไขเริม่ตน้ในพกิดัโมดลัดว้ย โดยใชค้วามสมัพนัธใ์น

สมการ (6-35) เช่นกนั ดงัน้ี 

)0()0( Urx =  

คณูทัง้สองขา้งดว้ย MUT  จะได ้  )0()0( MUrUMxU TT =  

เมือ่ใชค้วามสมัพนัธใ์นสมการ (6-33) จะได ้ )0()0( MxUr T=     (6-38) 

และ      )0()0( xMUr  T=     (6-39) 

สมการที ่ (6-38) และ (6-39) แสดงเงือ่นไขเริม่ตน้ในระบบพกิดัโมดลั เมือ่ใชเ้งือ่นไขเหล่าน้ีจะ

สามารถหาผลเฉลย )(tr  ออกมาได ้ อยา่งไรกต็ามผลทีไ่ดเ้ป็นผลในระบบพกิดัโมดลั จงึตอ้งแปลงผลทีไ่ด้

กลบัไปเป็นผลเฉลย )(tx  ซึง่แสดงการสัน่สะเทอืนตามทีต่อ้งการ โดยใชส้มการ (6-35)   ขัน้ตอนการ

วเิคราะหโ์มดลัทีไ่ดก้ล่าวมาแลว้ขา้งตน้สามารถสรปุอกีครัง้ไดด้งัแผนภาพในรปูที ่6-7 



 

 

 

 

 
 

6-7 ขัน้ตอนการวเิคราะหโ์มดลั 

 

หมายเหตุ 

ขัน้ตอนทีก่ล่าวมาทัง้หมดจะทาํโดย Normalized mode shape อยา่งไรกต็ามการวเิคราะหอ์าจจะทํา

โดยตรงจากเวคเตอรแ์ละเมตรกิซข์อง mode shape ตามความสมัพนัธพ์ืน้ฐานในสมการ (6-24) และ (6-25) 

เพยีงแต่ว่าเมตรกิซข์องมวล และเมตรกิซข์องความแขง็เกรง็ทีแ่ปลงแลว้ในพกิดัโมดลัจะแตกต่างไปจาก

สมการที ่(6-36) และ (6-37) โดยจะไดร้ปูแบบสมการดา้นล่างแทนสมการ (6-37) 



















=





































+





































)(

)(
)(

)(

)(
)(

00

00
00

)(

)(
)(

00

00
00

2

1

2

1

22

11

2

1

22

11

tN

tN
tN

tr

tr
tr

K

K
K

tr

tr
tr

M

M
M

nnnnnnn



























 

 

 

1. Draw FBD, apply Newton’s law to obtain EOM
2. Solve for natural frequencies through CHE
3. Determine mode shapes through EVP
4. Construct modal matrix (normalized) 

)()()( ttt FKxxM =+

0xMK =ω− )()( 2 t
0)det( 2 =ω− MK

[ ]nuuuU 21=

IMUU =T

ΛKUU =T

5. Perform a coordinate transformation )()( tt Urx =

)()()( ttt FKxxM =+ )()()( ttt FKUrrMU =+

)()()( ttt TTT FUKUrUrMUU =+

)()()( ttt T FUΛrr =+

6. Transform the initial conditions to modal coordinates

)()( tt Urx =

IMUU =T

)0()0( Urx =

)0()0( MUrUMxU TT =

)0()0( MxUr T=

From

and )0()0( xMUr  T=

7. Find the response in modal coordinates
8. Transform the response in modal coordinate 

back to that in original coordinate )()( tt Urx =

=)(tr
)(tr

)(tx



ตวัอยา่ง 6-3 

ระบบการสัน่สะเทอืนทีม่อีงศาอสิระเท่ากบั 2 มสีมการการเคลื่อนที ่
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กําหนดเงือ่นไขเริม่ตน้ 

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


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0v   

จงหาลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบน้ี 

 

เน่ืองจากการสัน่สะเทอืนของระบบเป็นแบบ Synchronous motion คาํตอบจะอยูใ่นรปูฟงักช์ัน่ไซนูซอยด ์

)sin( φω += tAx  และ xx 2ω−=  เมือ่แทนค่าน้ีลงในสมการการเคลื่อนทีจ่ะไดส้มการในรปูแบบ

เดยีวกบัสมการ (6-5) ดงัน้ี 
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แทนค่า 1ω  และ 2ω  ลงในสมการ (2) เพื่อหา Mode shape จะได ้
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เมือ่หา Normalized mode shape ของแต่ละ mode ไดแ้ลว้จะสามารถหา Modal matrix ไดด้งัน้ี 
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สมการ (4) น้ีสามารถแกไ้ดโ้ดยตรง และมคีําตอบดงัน้ี 
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)2cos(2 222 θ+= tAr                                  (8) 

หาเงือ่นไขเริม่ตน้ในระบบพกิดัโมดลัจากสมการ (6-38) และ (6-39) ดงัน้ี  
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แทนค่าเงือ่นไขเริม่ตน้น้ีในสมการที ่(5)-(6) เพื่อหาค่าคงทีใ่นกรณ ี 1r  

)sin(
2

3)0( 111 θAr ==  

)cos(20)0( 111 θAr ==  

แกส้มการขา้งบนจะได ้ 21 πθ =  และ 231 =A  ดงันัน้ 
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แทนค่าเงือ่นไขเริม่ตน้น้ีในสมการที ่(7)-(8) เพื่อหาค่าคงทีใ่นกรณ ี 2r  
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ค่า 1r  และ 2r  ในสมการ (9) และ (10) เป็นการสัน่สะเทอืนในพกิดัโมดลั จงึตอ้งแปลงกลบัเพื่อใหไ้ดก้าร

สัน่สะเทอืนในระบบพกิดัทีโ่จทยก์ําหนด 
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4. Rigid body mode 

 ในระบบการสัน่สะเทอืนบางระบบอาจม ี Mode shape ทีร่ะบบทัง้ระบบเคลื่อนทีไ่ปดว้ยกนั

เช่นเดยีวกบัการเคลื่อนทีข่องวตัถุแขง็เกรง็ Mode shape ทีม่ลีกัษณะเช่นน้ีเรยีกว่า Rigid body mode 

เน่ืองจากเป็นการเคลื่อนทีไ่ปดว้ยกนัหรอืหมุนไปดว้ยกนั ดงันัน้ความถีธ่รรมชาตทิีส่อดคลอ้งกบั Rigid body 

mode จงึมคี่าเท่ากบัศูนย ์ ( 0=nω ) ตวัอยา่งของระบบทีม่กีารสัน่สะเทอืน mode หน่ึงเป็น Rigid body 

mode แสดงในรปูที ่ 6-8 โดยทัง้รปู (a) และ (b) แสดงระบบซึง่ประกอบดว้ยมวล 2 กอ้น เชื่อมต่อกนัดว้ย

สปรงิ โดยรปู (b) เพลาตรงกลางทาํหน้าทีเ่ป็นสปรงิ เมือ่วตัถุเกดิการสัน่จะเกดิไดเ้พยีง 2 กรณเีท่านัน้ คอื

มวลทัง้สองเคลื่อนทีค่นละทศิทางกนั และมวลทัง้สองก้อนเคลื่อนทีไ่ปพรอ้มๆ กนั หรอืหมนุไปพรอ้มๆ กนั 

Mode shape ทีม่วลทัง้สองกอ้นเคลื่อนทีไ่ปพรอ้มๆ กนัน้ีคอื Rigid body mode 

 

 
6-8 ตวัอยา่งระบบทีม่ ีMode shape หน่ึงเป็น Rigid body mode 

 

 

 

ตวัอยา่ง 6-4 

หาลกัษณะการสัน่สะเทอืนของระบบดงัแสดงในรปู 

กําหนดให ้m1 = 1 kg, m2 = 4 kg, k = 400 N/m 

เงือ่นไขเริม่ต้น 
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ระบบทีโ่จทยก์ําหนดสามารถเขยีน FBD ไดด้งัรปูทางดา้น

ซา้ยมอื และสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 
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จาก EOM จะเขยีน สมการเพื่อคาํนวณหาความถีธ่รรมชาต ิและ Mode shape ไดด้งัน้ี 
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5002
2 =ω               rad/s   36.222 =ω                

จากสมการที ่(1) จะสามารถหาความสมัพนัธเ์พื่อหา Mode shape ดงัน้ี 
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แทนค่า 1ω  และ 2ω  ลงในสมการเพื่อหา Mode shape จะได ้

เมือ่ rad/s   01 ==ωω                  
1
1

2

1 =
x
x

     หรอื     








=








1
1

1
2

1

ω
x
x

     Mode shape ที ่1 

เมือ่ rad/s   36.222 ==ωω           
1

4

2

1

−
=

x
x

   หรอื     







−

=








1
4

2
2

1

ω
x
x

   Mode shape ที ่2 

ทาํการ Normalize mode shape เพื่อให ้ 1=i
T
i Muu  โดยกําหนดให ้ ii Cxu =   

กรณ ี rad/s   01 ==ωω          








=








=
1
1

1
2

1
1 C

x
x

C
ω

u  

จาก 1=i
T
i Muu   จะได ้         { } 1

1
1

40
01

112 =














C                
5

1
=C  

ดงันัน้                                 








=
1
1

5
1

1u  



กรณ ี rad/s  36.222 ==ωω    







−

=








=
1

4

2
2

1
2 C

x
x

C
ω

u  

จาก 1=i
T
i Muu   จะได ้         { } 1

1
4

40
01

142 =







−








−C                

52
1

=C  

ดงันัน้                                 







−

=
1

4
52

1
2u  

Modal matrix คอื              [ ] 







−

==
211

21
5

1
21 uuU  
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จาก    )()()( ttt T FUΛrr =+    ดงันัน้สมการ EOM จะแปลงใหอ้ยูใ่นพกิดัโมดลัไดด้งัน้ี 
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สมการน้ีสามารถแกไ้ดโ้ดยตรงดงัน้ี 
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หาเงือ่นไขเริม่ตน้ในระบบพกิดัโมดลัดงัน้ี  
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แทนเงือ่นไขเริม่ต้นลงในสมการ (3)-(6) และแกส้มการ จะได ้

C1 = 0,   C2 = 0.004472,   C3 = 0.008944,   θ = 0 rad 

ดงันัน้ผลเฉลยในพกิดัโมดลัคอื 
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ค่า 1r  และ 2r  ในสมการ (7) และ (8) เป็นการสัน่สะเทอืนในพกิดัโมดลั จงึตอ้งแปลงกลบัเพื่อใหไ้ดก้าร
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จากผลทีไ่ดแ้สดงใหเ้หน็ว่ามวลทัง้สองกอ้นมกีารเลื่อนทีไ่ปเป็นระยะ 0.002 m เน่ืองจากมกีารเคลื่อนที ่

mode หน่ึงทีเ่ป็น Rigid body mode และมกีารสัน่ดว้ยความถีธ่รรมชาต ิ22.36 rad/s รอบจดุสมดุลใหม ่โดย

มทีศิทางการเคลื่อนทีต่รงขา้มกนัตามสดัส่วนของ mode shape ที ่2 

 

 

5. การวิเคราะหโ์มดลัในระบบท่ีมีความหน่วง 

 การวิเคราะห์ที่ได้กล่าวมาก่อนหน้าน้ีทัง้หมด เป็นการวิเคราะห์ในปญัหาที่ไม่มีตัวหน่วงการ

สัน่สะเทอืนในระบบ ในกรณีที่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนนัน้ โดยปกตวิธิกีารวเิคราะห์โมดลัจะไม่สามารถ

กระทําได้ เน่ืองจากเทอมที่เกี่ยวขอ้งกบัเมตรกิซ์ของตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน C  จะไม่สามารถแปลงเป็น

เมตรกิซใ์นแนวเสน้ทแยงมุมได ้ระบบสมการจงึยงัเกี่ยวขอ้งกนัอยู่ไม่สามารถแก้ไดโ้ดยตรง   อย่างไรกต็าม

มีบางกรณีที่การวิเคราะห์โดยวิธีโมดัลสามารถกระทําได้ หากเมตริกซ์ของมวล ความแข็งเกร็ง และ

ความหน่วง มคีวามสมัพนัธก์นัดงัสมการ 

CKMKCM 11 −− =      (6-40) 

ระบบทีม่คี่าความหน่วงทีม่คีวามสมัพนัธด์งัน้ีจะเรยีกว่า Classical damped system   สาํหรบักรณี

อยา่งงา่ยทีส่อดคลอ้งกบัสมการ (6-40) ไดแ้ก่กรณทีีส่มัประสทิธิก์ารหน่วงเป็นสดัส่วนโดยตรงกบัมวลและ

ความแขง็เกรง็ของระบบ ดงัสมการ 

KMC βα +=       (6-41) 

เมือ่ค่า α และ β  เป็นค่าคงที ่ ค่าสมัประสทิธก์ารหน่วงน้ีมชีื่อเรยีกว่า Proportional damping   

สาํหรบัในทีน้ี่จะพจิารณาเฉพาะกรณน้ีีเท่านัน้   พจิารณาสมการการเคลื่อนทีซ่ึง่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนใน

ระบบ ดงัสมการ 

)()()()( tttt FKxxCxM =++      (6-42) 

เน่ืองจากตวัหน่วงการสัน่สะเทอืนเป็นสดัส่วนกบัเมตรกิซข์องมวลตามสมการ (6-41) เมือ่แทนค่าลง

ในสมการ (6-42) จะได ้

)()()()()( tttt FKxxKMxM =+++  βα    (6-43) 

ทาํการหาเมตรกิซข์อง Mode shape U  ตามวธิกีารเดยีวกบักรณทีีไ่ม่มตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

และกําหนดให ้ )()( tt Urx =  เมือ่แทนลงในสมการ (6-43) จะได ้

)()()()()( tttt FKUrrUKMrMU =+++  βα  

คณูทุกพจน์ของสมการดว้ย TU  จะได ้

)()()()()( TTTT tttt FUKUrUrUKMUrMUU =+++  βα  



)()()()()()( T ttttt NFUΛrrΛIr ==+β+α+     (6-44) 

สมการ (6-44) สามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูเตม็ของเมตรกิซไ์ดด้งัน้ี 
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            (6-45) 

จะเหน็ว่าสมการยอ่ยแต่ละสมการไม่มคีวามเกีย่วขอ้งกนั และสามารถแกไ้ดโ้ดยตรง โดยสมการยอ่ย

แต่ละสมการจะอยูใ่นรปู 

)()()()()( 22 tNtrtrtr iiiiii =+++ ωβωα   

หรอื    )()()(2)( 2 tNtrtrtr iiiiiii =++ ωωζ      (6-46) 

เมือ่ 22 iii βωαωζ +=  

 สมการที ่ (6-46) อยูใ่นรปูแบบเดยีวกบัสมการของระบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบัหน่ึงทีม่ตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืนโดยทัว่ไป จงึสามารถแกส้มการไดโ้ดยงา่ย และเน่ืองจากคําตอบทีห่าไดอ้ยูใ่นพกิดัโมดลั จงึตอ้ง

แปลงกลบัใหอ้ยูใ่นพกิดัปกต ิดว้ยสมการ )()( tt Urx =  เช่นเดยีวกบัปญัหาทีไ่มม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืน 

 

ตวัอยา่งที ่6-5 

Determine the forced response of a belt-driven lathe as shown in the figure for zero initial 

conditions and the applied moment M(t) is a unit impulse. 

 

Given 

• Bearings are modeled as providing 

viscous damping 

• Shafts provide stiffness 

• Belt drive provides  an applied torque 

/radkg.m10 2
321 === JJJ  

N.m/rad103
21 == kk  

N.m.s/rad2=c  

 



 
จาก FBD จะสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดด้งัน้ี 

)()( 1212111 θθθθθ  −+−= ckJ  

)()()()( 232321212122 θθθθθθθθθ  −+−+−−−−= ckckJ  

)()()( 2323233 tMckJ +−−−−= θθθθθ   

หรอือาจเขยีนในรปูเมตรกิซไ์ดด้งัน้ี 
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และเขยีนในรปูอยา่งยอ่ไดเ้ป็น )(tMKθθCθJ =++   

หาค่าความถีธ่รรมชาตขิองระบบโดยพจิารณา Characteristic equation (CHE) กรณทีีไ่มม่ตีวัหน่วงการ

สัน่สะเทอืน 
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จากสมการ CHE จะไดค้วามถีธ่รรมชาตอิอกมา 3 ค่า ไดแ้ก่ 

rad/s   300,10,0 321 === ωωω  

 

นําความถีธ่รรมชาตทิีไ่ดแ้ทนลงในสมการ 0ΘJK =− )( 2ω  เพื่อหา Mode shape  

1st Mode: rad/s   01 =ω  

0ΘJK =− 1
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เมือ่ให ้ 11 C=Θ  จะได ้    
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11 Cu  

เน่ืองจาก rad/s   01 =ω  ดงันัน้ Mode shape น้ีจงึเป็น Rigid body mode และไดอ้ตัราส่วนการเคลื่อนที่

ของมวลแต่ละกอ้นเท่ากนัหมด 

2nd Mode: rad/s   102 =ω  

0ΘJK =− 2
2
2 )( ω                  0=
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เมือ่ให ้ 21 C=Θ  จะได ้    
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3rd Mode: rad/s   3003 =ω  
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เมือ่ได ้Mode shape แลว้ ขัน้ต่อไปทาํการ Normalized mode shape โดยสมการ 1=i
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โดยจะได ้
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3rd mode 
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นํา Mode shape ทีไ่ดม้าสรา้ง Modal matrix ไดด้งัน้ี 
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U  

วเิคราะหโ์มดลั โดยแปลงระบบพกิดัเป็นพกิดัโมดลัดว้ยสมการ  )()( tt Urθ =  

แปลงเงือ่นไขเริม่ตน้ซึง่เป็น zero initial conditions  ใหอ้ยูใ่นพกิดัโมดลัดว้ยสมการ  

0JθUr == )0()0( T      และ     0θJUr == )0()0(  T  

พจิารณาเมตรกิซข์องตวัหน่วงการสัน่สะเทอืน C  พบว่าเมตรกิซน้ี์เป็นสดัส่วนกบัเมตรกิซข์องความแขง็

เกรง็ K  ดงัสมการ 
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= β  

ดงันัน้จะสามารถแปลง EOM ใหอ้ยูใ่นพกิดัโมดลัไดด้งัน้ี 

)(tMKUrrKUrJU =++  β  

)(tTTTT MUKUrUrKUUrJUU =++  β  

)(tT MUΛrrΛrI =++  β  

หรอืเขยีนเป็นรปูเตม็ไดด้งัน้ี 
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สมการยอ่ยในระบบสมการขา้งบนเป็นอสิระต่อกนั จงึสามารถแยกแกส้มการทลีะสมการได ้ โดยมคีาํตอบ

ของแต่ละสมการยอ่ยดงัน้ี 

สมการ เงือ่นไขเริม่ต้น ผลเฉลย 
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ค่า dω  หาจากความสมัพนัธข์องสมัประสทิธิเ์ทอม ir  กบั iiωζ2  และสมการ  21 iidi ζωω −=  

เช่นเดยีวกบัปญัหากรณรีะบบทีม่อีงศาอสิระเท่ากบัหน่ึง ดงัน้ี 

01 =ζ   

01.0
)10(2

2.0
2 ==ζ  rad/s   9995.901.0110 2
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รปูดา้นล่างแสดงถงึลกัษณะการสัน่สะเทอืนของมวลแต่ละกอ้นในขอ้น้ี โดยรปูทางดา้นซา้ยแสดงการ

สัน่สะเทอืนในพกิดัโมดลั ส่วนรปูทางดา้นขวาแสดงการสัน่สะเทอืนในระบบพกิดัตามรปูโจทย ์

 

 
 

 

 

  



6. สรปุ 

 ในบทน้ีกล่าวถงึการวเิคราะหก์ารสัน่สะเทอืนของระบบทีม่อีงศาอสิระมากกว่าหน่ึง ในการวเิคราะห์

จะตอ้งหาความถีธ่รรมชาตขิองระบบ และ Mode shape ซึง่แสดงลกัษณะของการสัน่สะเทอืนของระบบ

เสยีก่อน ในการสัน่อยา่งอสิระ ลกัษณะการสัน่สะเทอืนจะเกดิจากการผสมกนัของการสัน่ทีค่วามถีธ่รรมชาติ

ต่างๆ และ Mode shape ต่างๆ ซึง่ลกัษณะการสัน่จะใกลเ้คยีงกบั Mode shape ใดนัน้ ขึน้อยูก่บัเงือ่นไข

เริม่ตน้ของระบบ ในส่วนครึง่หลงัของบทกล่าวถงึการวเิคราะหแ์บบโมดลั ซึง่ใชห้ลกัการการเปลีย่นพกิดัของ

ระบบใหเ้ป็นระบบพกิดัโมดลั ทาํใหร้ะบบของสมการการเคลื่อนทีซ่ึง่แต่ละสมการยอ่ยมคีวามเกีย่วขอ้งกนั 

สามารถแยกออกเป็นสมการยอ่ยๆ ทีเ่ป็นอสิระต่อกนั จงึสามารถแกป้ญัหาไดโ้ดยตรง เมือ่แกส้มการเสรจ็จงึ

แปลงระบบพกิดัโมดลัใหก้ลบัเป็นระบบพกิดัเดมิ การวเิคราะหโ์มดลันัน้นอกจากจะนําไปประยกุตเ์พื่อเขยีน

โปรแกรมคํานวณไดส้ะดวกแลว้ ยงัสามารถนําไปใชก้บัปญัหาการสัน่สะเทอืนแบบบงัคบัทีร่ปูแบบของแรง

กระทําไมใ่ช่แรงแบบฮารโ์มนิค ซึง่ไมส่ามารถแกไ้ดด้ว้ยวธิโีดยตรงไดด้ว้ย ในส่วนสุดทา้ยของบทกล่าวถงึ

ระบบทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนซึง่เป็นสดัส่วนกบัมวลและความแขง็เกรง็ของระบบ ซึง่เป็นกรณเีฉพาะที่

สามารถประยกุตใ์ชว้ธิวีเิคราะหโ์มดลัในการแกป้ญัหาได ้ สาํหรบักรณีทีม่ตีวัหน่วงการสัน่สะเทอืนเป็นค่า

อื่นๆ อาจจะตอ้งใชว้ธิกีารประมาณค่าอตัราส่วนความหน่วงในการแกป้ญัหา 
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