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Review

XaXb = Xa+b

Xa / Xb = Xa-b

(Xa)b = Xab

definition logx B =  A iff x A =  B

log (AB) = B log A

 n

Σ 2i = 2n+1 – 1
i=0

 n

Σ ai = (an+1 – 1) / (a – 1) a > 1
i=0 ≤ 1 / (1 – a) 0 < a < 1, n -> ∝

= 1 / (1 – a) n = ∝
proof

S =  1 + a + a2 + a3 + …
aS =  a + a2 + a3 + a4 + …
S – aS =  1
S (1 – a) =  1
S =  1 / (1 – a)

 !

Σ i / 2i = 2
i=1
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proof
S =  1/2 + 2/22 + 3/23 + 4/24 + 5/25 + …
2S =  1    + 2/2  + 3/22 + 4/23 + 5/24 + …
2S – S =  1    + 1/2  + 1/22 + 1/23 + 1/24 + …
S =  2

n

Σ i = n (n+1) / 2 ≈  n2 / 2
i=1

n

Σ i2 = n (n+1) (2n+1) / 6 ≈  n3 / 3
i=1

Modular arithmetic
A ≡ B (mod n) if  n  divides  A - B

81 ≡ 61 ≡ 1 (mod 10)

A + C ≡ B + C (mod n)
AD ≡ BD (mod n)
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An example of proof by induction

Fi <  (5/3)i for F0 = 1,  F1 = 1

basic step: F1 <  5/3
inductive step: Fn <  (5/3)n

from Fibonacci Fk+1 =  Fk  +  Fk-1

Fk+1 <  (5/3)k  +  (5/3)k-1

<  (3/5)(5/3)(5/3)k  +  (3/5)2(5/3)2(5/3)k-1

<  (3/5)(5/3)k+1  +  (9/25)(5/3)k+1 =  (3/5+9/25)(5/3)k+1

=  (24/25)(5/3)k+1

<  (5/3)k+1

proof by counterexample
Fk ≤  k2   is false

we can find F11 =  144  >  112

proof by contradiction
theorem:  there is an infinite number of primes
สมมุติจํ านวนจํ าเพาะมีจ ํากัด (สิ้นสุด  หรือไม infinite)  กํ าหนดใหจํ านวนจ ําเพาะตัวสุดทาย (ที่ใหญที่สุด)
คือ  Pk  เมื่อนํ าจ ํานวนจ ําเพาะทั้งหมด (P1, P2,…, Pk) มาคูณกันแลวบวกหน่ึง  จะได

n =  P1P2…Pk + 1

แสดงวา
n >  Pk

แตโดยสมมุติฐานขางตน  n ไมเปนจํ านวนจ ําเพาะ  เพราะ  Pk เปนจํ านวนจ ําเพาะตัวสุดทาย   แตปรากฏวา
ไมมีจํ านวนจ ําเพาะใด (P1, P2,…, Pk) ท่ีหาร  n ลงตัว (จะมีเศษ 1 เสมอ)   ดังน้ันขอสมมุติท่ีวา  Pk เปน
จํ านวนจํ าเพาะตัวสุดทาย (ใหญที่สุด) นั้นไมจริง  เพราะ  n มากกวา  Pk  ซ่ึงหมายความวา ทฤษฎเีปนจริง
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Algorithm analysis

O(n): T(n) = O(f(n)), c, n0  such that T(n) ≤ cf(n), n ≥ n0

นอยกวาหรือเทากับ f(n)

Ω(n): T(n) = Ω (g(n)), c, n0  such that T(n) ≥ cg(n), n ≥ n0

มากกวาหรือเทากับ g(n)

Θ(n): T(n) = O(h(n))
Ω (h(n)) เทากับ h(n)

o(n): T(n) = o(p(n)), T(n) = O(p(n))
≠ Θ (p(n))

rules:
1. T1(n) = O(f(n)) T2(n) = O(g(n))

a) T1(n) + T2(n) = max( O(f(n)), O(g(n)) )
b) T1(n) * T2(n) = O(f(n) * g(n))

2. if T(n) is a polynomial of degree  k,
T(n) = Θ (nk)

3. logk n  =  O(n)  for any constant k,  logarithms grow very slowly.

4. lim  f(n) / g(n) by L’Hôpital’s rule
n->∝
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• " limit is  0: f(n) = o(g(n))
• " limit is  c: f(n) = Θ (g(n))
• " limit is  ∝ : f(n) = o(f(n))
• " limit oscillates: there is no relation

growth rates: c, log n, log2 n, n, nlog n, n2, n3, 2n

Running time calculations
จากตัวอยางหนา 21

int
sum(int N)
{

int i, partialsum;

/* 1 */ partialsum = 0;
/* 2 */ for (i = 1; i <= N; i++)
/* 3 */ partialsum += i * i * i;
/* 4 */ return partialsum;

}

/* 1 */ ใชเวลา 1
/* 4 */ ใชเวลา 1
/* 3 */ ใชเวลา 4n
/* 2 */ ใชเวลา (1 + n+1 + n)

รวมเปน 1  +  1  +  4n  +  (1 + n+1 + n) = 6n + 4 = O(n)
rule 1: เวลามากท่ีสุดท่ีใชในการกระทํ าคํ าสั่งภายในลูป (รวมท้ังทดสอบ) คูณกับจํ านวนคร้ังของการทํ า

ซํ้ า (iteration)
rule 2: nested loops  ใหทํ าจากลูปในออกไปหาลูปนอก
rule 3: คํ าสั่งท่ีตอเน่ืองกัน  ใหนํ ามาบวกกัน
rule 4: คํ าสั่ง  if-else  ใหคิดตอนทดสอบ บวกกับ S1 หรือ S2  สุดแตคํ าส่ังใดจะใชเวลานานกวากัน
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ตัวอยางท่ีไมดี
long  int
Fib(int  n)
{

if (n <= 1)
return 1;

else
return Fib(n-1) + Fib(n-2);

}

T(n) = T(n-1) + T(n-2) + 2 (มาจาก  if  บวกกับ  + )
ถา  n > 4

Fib(n) ≥ (3/2)n ซึ่งเปนการเพิ่มแบบ  exponential
จะเห็นวา recursion เปนการออกแบบ algorithm  ท่ีทํ าใหโปรแกรมมีขนาดส้ัน (เหมาะกับปญหาบาง
ประเภทเทาน้ัน)  แตใชเวลาในการคํ านวณนาน  เพราะเปนการเรียกซํ ้าๆ กันในลักษณะของ recurrence  ท่ี
ลดจํ านวนของขอมูลจาก n ลงทีละหนึ่งเปน n-1,  n-2  จนถึง 1 ตามลํ าดับ   หากมีวิธีอ่ืน เชน iteration  ก็
ควรเลี่ยงไปใชวิธีนี ้ ซึ่งทํ างานไดเร็วกวา recursion มาก แมวาขนาดของโปรแกรมอาจจะยาวกวา (และใน
บางกรณีก็เขาใจยากกวาหรือเขียนยากกวา)  ดังตัวอยางท่ีเปนท่ีรูจักกันดีขางลาง

int
recursion(int n)
{

return n <= 1 ? 1 : n * recursion(n-1);
}

int
iteration(int n)
{

int i, fact = 1;

for (i = 1; i <= n; i++)
fact *= i;

return fact;
}

(ดูตัวอยางเพิ่มเติมในหนา 27 และคํ าอธิบายในหนา 28)
สรุป โดยทั่วไป  การวิเคราะหจะพิจารณา 2 กรณ ีคือ

Average case  การวิเคราะหจะยุงยากซับซอน
Worst case  การวิเคราะหจะงายกวา  แตจะสงผลใหเปนการประมาณท่ีเกินความเปนจริง

Note: เกร็ดความรูของการหาคาสูงสุดจาก arrays
ตัวอยาง รับคา array ขนาด n  เร่ิมจากกํ าหนดใหตัวแรกใน array มีคามากท่ีสุด โดยนํ าไปเก็บในตัวแปร
ชื่อ maxv  (assign ใหกับ maxv)  จากน้ัน ใชเทคนิคของลูป โดยเร่ิมตนจากตัวท่ี 2 (subscript i = 1) จนถึง
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ตัวสดุทาย (i = n-1)   หากปรากฏวาตัวใดมีคามากกวา maxv  (ในคํ าสั่ง if) ก็ใหเก็บคาของตัวน้ันไวใน
maxv แทนท่ีคาเดิม  ทํ าเชนน้ีจนครบทุกคาใน arrays   แลวสงคา maxv กลับคืนสูท่ีมา (ฟงชันขางบนที่เรียก
func1)

int
func1(int value[N], int n)
{

int maxv;
int i;

maxv   = value[0];
for (i = 1; i < n; i++)

if (value[i] > maxv)
maxv = value[i];

return maxv;
}
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