
                                                                                                                                                            

2301113 บทที่ 1  1 

 

 

 

บทที่ 1 

การจําลองแบบปรากฏการณทางชีววิทยา  
แคลคลูัสเปนเครื่องมือสําคัญสําหรับการศึกษาคนควาหาความรูทางวิทยาศาสตร เซอร 

ไอแซก นิวตนั (พ.ศ. 2185-2270) เปนผูหน่ึงที่คิดคนแคลคลูัสขึ้นมาเพื่อใชในการสรางทฤษฎี
ฟสิกสของเขา  อีกคนหนึ่งที่มีบทบาทสําคัญในการคิดคนแคลคลูัสคอื กอตตฟรีด วิลเฮลม ไลบ
นิตซ  (พ.ศ. 2189-2260) 

วิธีการศึกษาหาความรูวิทยาศาสตรของนิวตันน้ันเปนไปตามแนวคดิที่ กาลิเลอี กาลิเลโอ 
เสนอไวทุกประการ  กาลิเลโอ (พ.ศ. 2107-2185) เสนอแนวทางสําหรับใชในการศึกษาหา
ความรูวทิยาศาสตรไววา   การศึกษาวิทยาศาสตรทุกสาขาควรทําโดยการแสวงหากฎขั้น
พ้ืนฐานเกี่ยวกับปรากฏการณธรรมชาต ิ แลวอนุมานขอความรูตางๆจากกฎเหลานั้น  คือทํา
แบบเดียวกันกับการพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ  จากสัจพจนอยางที่ทํากันในคณิตศาสตร แต
จะตองมีการตรวจสอบขอความรูเหลานั้นดวยสังเกตการณหรือการทดลองเพื่อใหสามารถใช
วิธีการของคณิตศาสตรได กฎตาง ๆ  จึงควรอยูในรูปที่ใชภาษาคณิตศาสตร เชน เปนสมการที่
แสดงความสัมพันธระหวาง ปริมาณตาง ๆ เปนตน   ปจจุบันนี้การศึกษาหาความรูวิทยาศาสตร
ก็คงเปนไปตามแนวทางที ่กาลิเลโอวางไว   ขั้นตอนหลักของวธิีการศึกษาหาความรู
วิทยาศาสตรมีดังน้ี 

1. สังเกตปรากฏการณที่เราตองการศึกษาปรากฏการณที่กลาวถึงน้ี อาจเปน
ปรากฏการณ ธรรมชาติหรือปรากฏการณที่ไดจากการทดลองก็ได 

2. ตั้งขอสันนิษฐานเกี่ยวกับปรากฏการณน้ัน  ขอสันนิษฐานดังกลาวนีก้็คือสิ่งที่เราคาด
เดาวาคงจะเปนจริงโดยทั่วไปสําหรับปรากฏการณแบบเดียวกันนี ้

3. ลองสมมติดูวาหากขอสันนิษฐานเปนจริงจะตองมีปรากฏการณอะไรเกิดขึ้นอีกบาง      
กลาวคือ ใชขอสันนิษฐานเปนหลักในการพยากรณปรากฏการณอ่ืน ๆ โดยการใชการ
คิดอยางมีเหตุผล 

4. ทําสังเกตการณเพ่ิมเติมเพ่ือตรวจสอบดวูาบรรดาสิ่งทีพ่ยากรณไวในขอ 3 ถูกตองดี
หรือไม 

5. ถาสิ่งที่พยากรณไวไมถูกตอง  แสดงวาขอสันนิษฐานทีค่ิดไวน้ันไมถกูตอง  ในกรณี
เชนน้ีเราตองปรับปรุงขอสนันิษฐานเสยีใหม หรือตั้งขอสันนิษฐานใหมโดยสิ้นเชิง แลว
ทําขอ 2,3,4  กันใหม แตถาสังเกตการณชี้ชัดวา ขอพยาการณที่ใชขอสันนิษฐานเปน
หลักนั้นถูกตองดีทุกขอ  ขอสันนิษฐานของเราก็เปนสิ่งที่ใชพยากรณปรากฏการณ
อ่ืนๆไดดี  ในกรณีเชนน้ีเราก็ยอมรับขอสันนิษฐานเปนกฎ 
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ข้ันตอนหลักของวิธีการศกึษาหาความรูวิทยาศาสตร 

 

ถาสังเกตความกวางและความยาวของใบไมในธรรมชาติ ดังตัวอยางตอไปน้ีแสดงความกวาง
และความยาวของใบมะมวงน้ําดอกไม 5 ใบซึ่งเก็บโดยสุมจากตนเดียวกัน  

ตารางแสดงสวนสัดของใบมะมวงน้าํดอกไม 

ลําดับที ่ ความยาว(L) ซม. ความกวาง(W) ซม. 

1 15.0 3.6 

2 13.0 2.9 

3 22.5 5.6 

4 21.1 5.0 

5 19.3 5.2 

สังเกตการณ 

ตั้งขอสันนิษฐาน 

ตั้งขอสันนิษฐาน
ไวเปนกฎ 

พยากรณ 

ตรวจสอบการ
พยากรณ 

ใช ไมใช 
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เม่ือนําคามาเขียนลงจุดระหวางความกวาง (W) และความยาว (L) ของใบมะมวง จะสังเกตวา
ลักษณะคลายเสนตรง ทําใหเกิดขอสันนิษฐานถึงความสัมพันธระหวางความกวางและความยาว
ของใบไมมีลักษณะเปนเสนตรง ขั้นตอไปในการพยากรณความกวางและความยาวของใบ
มะมวงนี้คือการหาสมการเสนตรงที่แทนความสัมพันธของขอมูลน้ีไดดีที่สุด น่ันคือมีความ
คลาดเคลื่อน(error) นอยที่สุด ซ่ึงในที่น้ีจะวัดความคลาดเคลื่อนโดยการหาคากําลังสองของ
ผลตางของคาที่ไดจากสมการเสนตรงและขอมูลจริง โดยจะเรียกวาความคลาดเคลื่อนกําลัง
สอง หรือ squared error และคํานวณหาผลรวมของ squared error ของขอมูลทั้งหมด 

ตัวอยางเชน ถาเราลองประมาณขอมูลดวยสมการ 0.33 1.7W L= −  จะได คา squared 

error ดังตารางตอไปน้ี 
 

 

ลําดับที ่ ความยาว(L) 
ความกวาง

(W) 

คาที่ไดจาก

สมการ 
Error SquaredError 

1 15.0 3.6 3.25 0.35 0.1225 

2 13.0 2.9 2.59 0.31 0.0961 

3 22.5 5.6 5.72 -0.12 0.0144 

4 21.1 5.0 5.26 -0.26 0.0676 

5 19.3 5.2 4.66 0.54 0.2916 

 

น่ันคือ ผลรวมของ squared error ทั้งหมด จะเปน 0.5922  ถาใชสมการเสนตรงอ่ืนคาผลรวม
ของ squared error ก็จะแตกตางกันออกไป สมการเสนตรงที่ใหคาผลรวมของ squared 

error นอยทีสุ่ด คือสมการเสนตรงทีต่องการ 

0

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

L

W

0.33 1.7W L= −  
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ขอมูลที่เปนปรากฏการณธรรมชาติอีกตวัอยางหนึ่ง คือ ความสัมพันธระหวางสวนสูงและ
นํ้าหนักเด็กเลก็ดังแสดงในตารางขางลาง ถาลงจุดในกราฟจะไดความสัมพันธเปนลกัษณะคลาย
เสนตรง 

ตารางแสดงสวนสูงและน้าํหนักเด็กเลก็ 
 

สวนสูง(ซ.ม.) นํ้าหนัก(ก.ก.) 

50.0 2.8 

51.0 4.0 

57.0 5.2 

61.0 8.6 

63.6 8.0 

65.5 8.3 

69.5 9.1 

71.0 9.2 

77.0 11.8 

81.5 11.5 

82.0 12.3 

97.0 15.8 
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1.1 การประมาณขอมูลดวยสมการเสนตรง 

ตัวอยาง 1.1 

จงประมาณขอมูลตอไปน้ีดวยสมการเสนตรง 

 

 

 

 

ใหz mx c= +  เปนสมการเสนตรงประมาณคาขอมูลที่กําหนดให 
ตองการหา m  และ c  ที่ทําให  ( )y x  และ ( )z x  มีผลรวมความคลาดเคลื่อนกําลังสองนอยสุด 

ให 2SE  เปนผลรวมของความคลาดเคลื่อนกําลังสองทั้งหมด 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

2 22

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 1 (*)

SE y x z x y mx c

y y mx c mx c

y ymx yc m x mxc c

y m xy c y m x mc x c

= − = − +

= − + + +

= − − + + +

= − − + + +

∑ ∑
∑
∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

ตอไปแทนคา 2 2, , ,y xy y x∑ ∑ ∑ ∑  และ x∑   ที่ไดจากตารางขางลางลงใน (*) จะได
คา 2SE  ในรูปของ m และ c 

 

x y 2y  xy  2x  

2 1 1 2 4 

3 4 16 12 9 

4 5 25 20 16 

9x =∑  10y =∑  2 42y =∑  34xy =∑  2 29x =∑  

x y 

2 1 

3 4 

4 5 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 2

2 22 2

2 2 2 2

42 2 34 2 10 29 2 9 3

29 18 2 34 3 20 42

1
29 29 18 2 34 29 3 20 42

29
1

29 2 29 9 34 9 34 9 34 87 29 20 29 42
29
1

29 9 34 81 18 34 34 87 29 20 29 42
29

SE m c m mc c

m c m c c

m c m c c

m m c c c c c

m c c c c c

= − − + + +

= + − ⋅ + − +

⎡ ⎤= + − ⋅ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − + − − − + − ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

= + − − + ⋅ − + − ⋅ + ⋅

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

1
29 9 34 6 32 62

29
1 1

29 9 34 6 6 32 62
29 6
1 1

29 9 34 6 2 6 16 16 16 62
29 6

1 1 16
29 9 34 6 16 62

29 6 6

m c c c

m c c c

m c c c

m c c

⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + − + + ⋅ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + − + + + − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( ) ( )2 22 1 1 116
29 9 34 6 16

29 6 6
SE m c c

⎡ ⎤
= + − + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

เม่ือ 29 9 34 0m c+ − =  และ 6 16 0c + =  จะไดคา m  และ c  ที่ทําให 2SE  มีคานอย
ที่สุด 

ดังน้ัน 
6 16 0

6 16

8
3

c

c

c

+ =

= −

= −

 และ 

29 9 34 0

8
29 9 34 0

3
29 34 24

2

m c

m

m

m

+ − =

⎛ ⎞⎟⎜+ − − =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
= +

=

 

ดังน้ัน  8
2

3
z x= −   เปนเสนตรงที่ใชประมาณขอมูลที่กําหนดใหมีความคลาดเคลื่อนนอย

ที่สุด 
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ในกรณีชุดของขอมูลใดๆ เราสามารถหา m และ c  โดยวิธีดังตวัอยาง 1.1 ไดในทํานอง
เดียวกัน ถากาํหนดให 

2 2, , , ,x A x B y D y E xy F= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

และสังเกตวา 1 n=∑  เม่ือ n  คือ จํานวนขอมูล ดังน้ัน คา 2SE  สามารถเขียนไดในรูปของ 
m, c และ n ดังตอไปน้ี   

แทนคา 2 2, , , ,x x y y xy∑ ∑ ∑ ∑ ∑ และ  1 n=∑  ใน (*)  ขางบน  จะได

วา  

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 ( 2 )

1
2 2

1
2 2

1
2 2

1
( ) (2 2

SE E Fm Dc Am Bcm nc

Am Bc F m nc Dc E

A m Bc F Am nAc ADc AE
A

Am Am Bc F Bc F Bc F nAc ADc AE
A

Am Bc F c B BFc F nAc ADc AE
A

Am Bc F nA B c BF AD
A

= − − + + +

= + − + − +

⎡ ⎤= + − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − + − − − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − − + − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + − + − + −

( )

( )

( )

2

2

2 2 2 2 2
2

2
2

2

2

2
22 2

2 2

)

1 1
( ) 2( ) ( ) ( )

( )

1
1 ( )

( )

c AE F

Am Bc F

nA B c nA B c BF AD BF AD
A nA B

BF AD
AE F

nA B

Am Bc F

BF ADA nA B c BF AD AE F
nA B nA B

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= + − + − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥− + −⎢ ⎥−⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
+ − + − − + −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

จะเห็นวา เม่ือ  0Am Bc F+ − = และ  2( ) 0nA B c BF AD− + − = จะใหคา 2SE  
นอยสุด 

จาก 2( ) 0nA B c BF AD− + − =   ไดวา   

2

AD BF
c

nA B
−

=
−
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และจาก 0Am Bc F+ − =    ไดวา 

2

2 2

2

2

1

1

F Bc
m

A
AD BF

F B
A nA B

nAF B F ABD B F
A nA B

nF BD
nA B

−
=

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎟⎜⎢ ⎥= − ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠−⎣ ⎦
⎡ ⎤− − +⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎣ ⎦
−

=
−

 

ดังน้ัน เสนตรงที่ใชประมาณขอมูลซ่ึงมีคาความคลาดเคลื่อนกําลังสองนอยสุดคือ z mx c= +  
เม่ือ 

           
( )22

n xy x y
m

n x x

−
=

−

∑ ∑ ∑
∑ ∑

  และ 
( )

2

22

x y x xy
c

n x x

−
=

−

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑

 

แบบฝกหัด 1.1 

จงหาสมการเสนตรงเพ่ือประมาณขอมูลตอไปน้ี 

 

 

 

 

1.2 การประมาณขอมูลดวยสมการอื่นๆ 

ขอมูลที่พบในธรรมชาตทิั่วไปอาจมีความสัมพันธกันในรูปแบบอ่ืนที่ไมใชเสนตรง ดังขอมูลใน
ตารางขางลางไดจากการศึกษาความเขมขนของกรดไฮดรอกซีบิวไทริกในเซลลของแบคทีเรีย 
Baciilus sp. BA-019 ในหองปฏิบัติการของภาควิชาจุลชีววิทยา คณะวิทยาศาสตร 
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซ่ึงแสดงความเขมขน C มิลลิกรัมตอลติร เม่ือเวลาผานไป T ชั่วโมง 
จะเห็นวาลักษณะจุดของขอมูลมีความสัมพันธไมเปนเสนตรง 

x y 

2 1 

4 2 

5 3 
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ตารางที่ 1  ความเขมขนของกรดไฮดรอกซีบิวไทริก 

ในเซลลแบคทีเรีย Baciilus sp. BA-019 ท่ีอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส ณ เวลาตางๆ 

 

เวลา(ชั่วโมง) 

T 

ความเขมขน(มิลลิกรัมตอลิตร) 

C 

12 

24 

36 

48 

60 

72 

196.51 

303.93 

368.65 

406.35 

414.61 

438.53 

แตถาพิจารณาความสัมพันธระหวางคา lnT  และ C จากตารางที่ 1 แทนดังตารางที่ 2 จะเห็น
วาลักษณะจุดของขอมูลที่ไดจะมีความสัมพันธกันเปนเสนตรงมากขึน้ 

ตารางที่ 2  ความเขมขนของกรดไฮดรอกซีบิวไทริก 

ในเซลลแบคทีเรีย Baciilus sp. BA-019 ท่ีอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส ณ คา ln ของเวลาตางๆ 

 

ln(T) C 

2.48     

3.18     

3.58     

3.87     

4.09     

4.28 

196.51 

303.93 

368.65 

406.35 

414.61 

438.53 

 

 

 

 

ขอมูลที่ความสัมพันธที่ไมใชเสนตรงบางชุดสามารถแปลงแลวมีความสัมพันธเปนลักษณะ
เสนตรงได  ซ่ึงบอยครั้งอาจทําโดยพิจารณาคา ln ของขอมูลชุดแรก กับขอมูลชดุที่สอง หรือ 
พิจารณา ขอมูลชุดแรกกับคา ln ของขอมูลชุดที่สอง หรือ คา ln ของขอมูลทั้งสองชุดแทน ถา
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ความสัมพันธใหมที่ไดมีลักษณะเปนเสนตรง จะใชวิธีในตอนที่ 1.1 หาเสนตรงทีป่ระมาณคา
ขอมูลชุดที่แปลงแลว นําไปสูความสัมพันธระหวางขอมูลแรกดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 1.2 

กราฟแสดงจุดของขอมูลในตารางมีลักษณะไมเปนเสนตรง 

x  y  

6 15 
12 21 

23 28 

61 36 

159 44 

 

แตกราฟของ lnx และ y มีลักษณะใกลเคียงเสนตรงมากกวา 

 

 

 

 

 

 

เราจึงประมาณความสัมพันธระหวางขอมูล lnx และ y ดวยเสนตรง ซ่ึงหาไดโดยวิธใีนตอนที่
แลวดังตอไปนี ้

x  y  lnx  
2(ln )x  lny x  

6 15 1.7918 3.2104 26.8764 

12 21 2.4849 6.1748 52.1830 

23 28 3.1355 9.8313 87.7938 

61 36 4.1109 16.8993 147.9915 

159 44 5.0689 25.6938 223.0318 

 144 y =∑
 

ln

16.5919

x

=
∑

 
2(ln )

= 61.8096

x∑  
( ln )

537.8765

y x

=
∑  
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น่ันคือ 

2 2

2

( ln ) ln

(ln ) ( ln )

5(537.8765) (16.5919)(144)
5(61.8096) (16.5919)

8.8917

n y x x y
m

n x x

−
=

−

−
=

−
=

∑ ∑ ∑
∑ ∑

 

2

2 2

2

(ln ) ln ln

(ln ) ( ln )

(61.8096)(144) (16.5919)(537.8765)
0.7062

5(61.8096) (16.5919)

x y x y x
c

n x x

−
=

−

−
= = −

−

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑  

ฉะนั้น สมการประมาณคาความสัมพันธระหวาง x และ y  คือ 8.8917 ln 0.7062y x= −  

ตัวอยาง 1.3 

x  y  

1 7.38 

1.5 33.11 

2 148.41 

2.5 665.14 

3 2980.95 

จะเห็นวากราฟแสดงความสัมพันธระหวาง x และ y ไมเปนเสนตรง แต x และ lny เปนเสนตรง 
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เพราะฉะนั้น เราจึงประมาณคาระหวาง x  และ lny  
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x  y  lny  2x  lnx y  

1 7.38 1.9988 1.0000 1.9988 

1.5 33.11 3.4998 2.2500 5.2497 

2 148.41 5.0000 4.0000 10.0000 

2.5 665.14 6.5000 6.2500 16.2500 

3 2980.95 8.0000 9.0000 24.0000 

x∑ =10  ln 24.9986y =∑
 

2 22.5000x =∑  ln

57.4985

x y

=
∑

 

ความสัมพันธดังกลาวคือ   ln 3.0005 1.0013y x= −  หรือ 3.00050.3674 xy e=  

 

แบบฝกหัด 1.2 

กําหนดขอมูล 

x  y  

2 2.98 

3 3.26 

10 4.11 

30 4.88 

87 5.62 

256 6.38 

 
จงแปลงขอมูลเปนคาทีเ่หมาะสมเพื่อประมาณคาความสัมพันธน้ันดวยสมการเสนตรงและจงหา
เสนตรงนั้นดวยการสรางตารางเพื่อหาคาของความชัน  m  และคาคงที่  c  
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1.3 ฟงกชัน 

การเขียนแสดงกฎดวยภาษาคณิตศาสตรตามแนวทางที่กาลิเลโอเสนอแนะไวน้ัน อาจ
เขียนไดในรูปตางๆ หลายแบบ   แบบที่มักจะพบเห็นบอย ๆ ก็คือ การเขียนในรูปของ
ความสัมพันธระหวางปริมาณสองปริมาณ  ความสัมพันธเหลานี้ สวนใหญจะมีลกัษณะเปน
ฟงกชัน  การศึกษาเรื่องฟงกชันจึงเปนเรือ่งพ้ืนฐานที่สําคัญของการนําคณิตศาสตรไปใชใน
การศึกษาวิทยาศาสตร 

ตอไปน้ีเปนความคิด(concepts) ตางๆเกี่ยวกับฟงกชนั 

บทนิยาม 1.1 

เรากลาววา f  เปน ฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง  ถา f  เปนเซตของคูลําดับของ
จํานวนจริงที่คูลําดับตางๆกันมีสมาชิกตวัแรกไมซํ้ากันเลย   เราเรยีกเซตของบรรดาสมาชิกตวั
แรกในคูลําดบัทั้งหลายวา โดเมน (domain) ของ f  และเรียกเซตของบรรดาสมาชิกตัวที่สอง

ในคูลําดับตาง ๆ วา พิสัย (range) ของ f  

บทนิยาม 1.2 

ถา ( , )x y  เปนคูลําดับหนึ่งในฟงกชัน f  เรากลาววา y  เปน คา (value) ของ f  ที่ x   

เรานิยมเขียนแทนคาของ f  ที่ x  ดวยสัญลกัษณ ( )f x  นอกจากนั้นการพรรณนาฟงกชันเราก็
นิยมพรรณนาดวยคาของมัน เชนเขียนพรรณนา f  วา 

2( ) 3 2 5, 0 2f x x x x= − + < <  

คือบอกคาของ f  ที่จุดตางๆ แทนที่จะเขยีนพรรณนา f  ในรูปของเซตวา 
2{( , 3 2 5) | 0 2}f x x x x= − + < <  

เปนตน 

การบอกคาฟงกชันน้ัน เราอาจบอกดวยสูตรหลาย ๆ สูตรก็ได  เชน 

2

3

7 5 1 , 0

( ) 0 , 0

1 , 0

x x x

g x x

x x

⎧⎪ + − <⎪⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪ − >⎪⎪⎩

 

เปนตน 
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บทนิยาม 1.3 

ให S  เปนเซตยอยใดๆ ของโดเมนของฟงกชัน f  เรากลาววาจํานวนจรงิ u  เปน 
ขอบเขตบน (upper bound) ของ f  บน S  ถา ( )f x u≤ สําหรับทุกๆ x  ใน S  

บทนิยาม 1.4 

ให S  เปนเซตยอยใดๆ ของโดเมนของฟงกชัน f  ถา u  เปนขอบเขตบนของฟงกชัน f  

บนเซต S  ซ่ึงไมมีขอบเขตบนอื่นใดของฟงกชัน f  บนเซต S  ที่นอยกวา u  เรากลาววา u  

เปน ขอบเขตบนต่ําสุด (least upper bound) ของ f  บน S  

บทนิยาม 1.5 
(แบบฝกหัด) 

ขอบเขตลาง (lower bound) ของ f  บน S  

บทนิยาม 1.6 
(แบบฝกหัด) 

ขอบเขตลางสูงสุด (greatest lower bound) ของ f  บน S  

บทนิยาม 1.7 

ให S  เปนเซตยอยใดๆของโดเมนของฟงกชัน f  เรากลาววาจํานวนจริง M  เปน 
คาสูงสุด (maximum) ของ f บน S  ถา มี t  ใน S  ซ่ึง ( )f t M=  และ ( )f x M≤ สําหรับ
ทุกๆ x ใน S  

บทนิยาม 1.8 
(แบบฝกหัด) 

คาต่ําสุด (minimum) ของ f บน S   

ขอสังเกต 
คาสูงสุดของฟงกชันบนเซต S  ใดๆ (ถามี) ยอมเปนขอบเขตบนต่ําสดุของฟงกชันนั้นบน

เซต S  น้ัน 

คาต่ําสุดของฟงกชันบนเซต S  ใดๆ (ถามี) ยอมเปนขอบเขตลางสูงสดุของฟงกชันน้ัน
บนเซต S  น้ัน 
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บทนิยาม 1.9 

เรากลาววา f  เปนฟงกชันเพิ่ม (increasing function) ถา ( ) ( )f x f y<  สําหรับ 
,x y  ใดๆ ซ่ึง x y<  

บทนิยาม 1.10 

เรากลาววา f เปนฟงกชันไมลด (nondecreasing function) ถา ( ) ( )f x f y≤  
สําหรับ ,x y  ใดๆ ซ่ึง x y≤  

บทนิยาม 1.11 

เรากลาววา f  เปนฟงกชันลด (decreasing function)  ถา ( ) ( )f x f y>  สําหรับ 
,x y  ใดๆซึ่ง x y<  

บทนิยาม 1.12 

เรากลาววา f  เปนฟงกชันไมเพิ่ม (nonincreasing function) ถา ( ) ( )f x f y≥  
สําหรับ ,x y  ใดๆซึ่ง x y≤  

บทนิยาม 1.13 

เรากลาววา f  เปนฟงกชันทางเดียว (monotone function) ถา f  เปนฟงกชันไม
เพ่ิมหรือเปนฟงกชันไมลด 

ขอสังเกต 
การพิจารณาหาคาสูงสุด คาต่ําสุด ขอบเขตบนต่ําสุด และขอบเขตลางสูงสุดของฟงกชัน

ทางเดียวบนชวงใดๆ เราพิจารณาไดจากคาฟงกชันที่บริเวณจุดปลายของชวง 
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แบบฝกหัด 1.3 

กําหนดฟงกชันและชวงดงัตอไปน้ี   จงตอบคําถามขอ a) ถึง f) 

a) เซตของขอบเขตบน (upper bound)  

b) ขอบเขตบนต่าํสุด (least upper bound) 

c) เซตของขอบเขตลาง (lower bound) 

d) ขอบเขตลางสงูสุด (greatest lower bound) 

e) คาสูงสุด (maximum) 

f) คาต่ําสุด (minimum) 

1. ให ( )
1

, 0f x x
x

= ≠  บนชวงยอยที่กําหนดให 

1.1. ( )0,S = +∞  
1.2. [ )1,T = +∞  
1.3. ( )1,0 (0, )V = − ∪ ∞  
1.4. ( ), 1W = −∞ −  

2. ให ( ) 2 sinf x x=  บนชวงยอยที่กําหนดให 

2.1. (0, )
2

S
π

=  

2.2. ( , ]
2 2

T
π π

= −  

2.3. 3
[ ,2 ]
2

V
π

π=  

2.4. [ , )
4 3

W
π π

= −  

3. กําหนดให  3( ) 4 1f x x= −  เม่ือ    1 5x≤ <     

4. กําหนดให  4( )f x x=    เม่ือ  [ 2, 3]x ∈ −     

5. กําหนดให 1
( )

1
f x

x
=

+
   เม่ือ   1 x≤    

6. กําหนดให  ( ) 1f x x= −   เม่ือ   3x ≤−   

 


