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บทที่ 10 

สมการดิฟเฟอเรนเชียลและประยุกตใชในการสราง
แบบจําลอง 

10.1 การสรางแบบจําลอง 

10.1.1 เสนโคงการเติบโต (growth curve) 

การสรางแบบจําลองการเจริญเติบโตของประชากรเปนปญหาหนึ่งของวิทยาศาสตร
ชีวภาพ  เชน ในการเพาะเลีย้งสิ่งมีชีวิตบางอยางในเนื้อที่จํากัดดวยอาหารที่จํากัด เราก็คง
ตองการทราบวาสิ่งที่เราเพาะเลี้ยงนั้นเจรญิเติบโตอยางไร  จะหาสูตรคณิตศาสตรมาพรรณา 
การเจริญเติบโตน้ันไดอยางไรหรือไม   ไดมีการศึกษาเรื่องดังกลาวนี้กันมาแลวมากมาย ตอไปน้ี
จะนําบางสวนของการศึกษาในแนวนี้มาเปนตัวอยาง 

ให ( )N t  เปนปริมาณของสิ่งที่เราเพาะเลี้ยง (หรือจะปลอยไวตามธรรมชาติก็ตาม) 
ในขณะเวลา t 

   ( )N t′  ก็คืออัตราการเปลี่ยนปรมิาณของประชากรในขณะเวลา t  

ตัวอยางเชน ( )N t  อาจหมายถึงชีวมวลของเชือ้ราในถังหมักเม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง  หรือ
อาจเปนน้ําหนักหรือจํานวนปลาในบอเลีย้งเม่ือเวลาผานไป t  วัน  หรืออาจเปนจํานวน
ประชากร (มนุษย) ในเมืองหน่ึง เม่ือเวลาผานไป t  ป เปนตน 

ในการศึกษาจากของจริง  เราจะมีขอมูลที่ประกอบดวยคา ( )N t  ที่คาตางๆ ของ t  เชน 

          t (ค.ศ.)     ( )N t  (ลานคน) 

           1790        3.9 

           1800        5.3 

           1810        7.24 

           1820        9.60 

            . . .          . . . 

ในทางปฏิบตัิ  เราประมาณ ( )N t′  ดวยสตูร 

( ) ( )
( )

2
N t h N t h

N t
h

+ − −′ ≈  
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เชนใน ตวัอยางขางตน เราจะไดวา 

7.24 3.9
(1800) 0.167

20
N

−′ ≈ =  

เราอาจคํานวณ ( )N t′  สําหรับคาทั้งหลายของ t  แลวศึกษาหาความสัมพันธระหวาง  t     

( )N t  ( )N t′  หรือคา log ของมัน 

การศึกษาในลกัษณะดังกลาวทําใหมีผูกําหนด assumption ตางๆ เกี่ยวกับการ
เจริญเติบโตของประชากร 

แบบที่หนึ่ง 

กําหนด assumption วา  

( )N t′  แปรผันโดยตรงกับ ( )N t   ซ่ึงจะไดวา  ( ) ( )N t rN t′ =  

โดยที่  r  เปนคาคงตัวของการแปรผัน 

จากสมการ ( ) ( )N t rN t′ =  เราอาจเขียนเสียใหมไดวา 

( )
( )

( )
( )

dN t
rN t

dt
dN t

r dt
N t

=

=
 

ดังน้ันจึงไดวา 

dN
r dt

N
=∫ ∫  

เม่ืออินทิเกรตแตละขาง เราไดวา 

ln( )N rt C= +  

จึงไดวา 

( ) rt C

C rt

rt

N t e

e e

Ke

+=

=

=

 

เม่ือ 0t =  จะไดวา  (0) 1  N K K= ⋅ =  

จึงไดสูตรสําหรับปริมาณของประชากรวา 

( ) (0) rtN t N e=  
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เราเรียกการเจริญเติบโตแบบนี้วา การเจริญเติบโตแบบเอกซโพเนนเชียล (exponential 

growth) ในที่น้ี (0)N  ก็คือปริมาณเริ่มตน  r  เปนอัตราการเติบโต  เรา assume วา r  เปน
บวก  ตามสูตรนี้  จะเห็นวา ( )N t  เพ่ิมขึ้นอยางไมมีขีดจํากัด   สูตรนี้จะใชไดเม่ือ t  มีคาไม
มากนักเทานั้น 

แบบที่สอง 

แบบน้ี assume วามีความจํากัดของสิ่งตางๆ เชน มีที่อยูจํากัด มีอาหารจํากัด ฯลฯ  
ขนาดของประชากรจึงตองมีความจํากัด  ดังน้ันจึงตองมีปริมาณสูงสุดที่อาจมีไดของประชากร
อยูคาหนึ่ง  ในที่น้ีจะเรียกคานี้วา M  

แบบน้ี assume วา 

( )N t′  แปรผันโดยตรงกับทั้ง ( )N t  และ ( )M N t−  

จาก assumption ดังกลาว เขียนเปนสมการไดวา 

 ( ) ( )( ( ))N t rN t M N t′ = −  

ซ่ึงเขียนเสียใหมไดเปน 

( )
( )( ( ))

dN t
r dt

N t M N t
=

−
 

ดังน้ันจึงไดวา 

( )
dN

r dt
N M N

=
−∫ ∫  

เม่ืออินทิเกรตแตละขาง (แสดงในหองเรียน) เราไดวา 

1
ln( )

N
rt C

M M N
′= +

−
    

ซ่ึง เม่ือแกสมการหา N  (แสดงในหองเรียน)  จะไดวา 

( )
1

1

Mrt

Mrt

Mrt

MKe
N t

Ke
M
Ce−

=
+

=
+

 

ในที่น้ี C  เปนคาคงตัวที่เกิดจากคาคงตัว C ′  ผาน K  เราหาคา C  ไดโดยการกําหนดให 
0t =  ซ่ึงเราจะไดวา 

(0)
(0)

M N
C

N
−

=  
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เราเรียกการเจริญเติบโตแบบที่สองนี้วา การเจริญเตบิโตแบบโลจสิติก (logistic growth)  

และเรียกกราฟของฟงกชันการเจริญเติบโตน้ีวา logistic curve 

ตัวอยาง 10.1  (แสดงในหองเรียน)   
จงใชวิธีรางเสนโคงพิจารณาวา logistic  curve มีลักษณะความเวาอยางไรในชวงใดบาง   มี
จุดเปลี่ยนความเวาที่ใดบางหรือไม  และจงพิจารณาวาเม่ือ t  มีคาเพิ่มขึ้นสูอนันต คาของ 

( )N t  จะเขาสูคาลมิิตใดหรือไม ขอมูลเกี่ยวกบักราฟขางตนนี้มีความหมายอยางไรในความเปน
จริง (ใน physical world) 

10.1.2 การเจริญเติบโตของ organisms 

ให ( )m t  เปนมวลของ organ ในขณะเวลา t   การเปลี่ยนมวลของ organ ขึ้นอยูกับ 
ingestion ของอาหาร และ excretion  

เรา assume วา  

( ) ( ) ( )m t a s t bm t′ = −  

โดยที่ s เปน surface area สวน a กับ b เปนคาคงตวัของการแปรผัน ( intake แปรผันตาม 
surface area excretion แปรผันตามมวล) 

ในการหาสูตรสําหรับ ( )m t  เราคิดดังน้ี 

มวล ( )m t  ยอมเปนปฏิภาคกับปริมาตร ซ่ึงก็ขึ้นอยูกับกําลงัสามของความยาวของสวน
ใดสวนหนึ่งซ่ึงจะแทนดวย ( )l t  

3
1( ) ( )m t k l t=  

สวนพ้ืนที่ผวิ ( )s t  ยอมขึ้นอยูกับกําลังสองของ ( )l t    

2
2( ) ( )s t k l t=  

แทน ( )m t  กับ ( )s t  ในสมการ 

( ) ( ) ( )m t a s t bm t′ = −  

ก็จะไดสมการใหมในพจนของ ( )l t  ในรูป 

( ) ( ( ))l t k c l t′ = −  

โดยการอินทิเกรตจะได (แสดงในหองเรียน)   
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( ) ktl t c Ae−= +  

ซ่ึงเม่ือแทนคากลับไปในพจนของ ( )m t  เราได 

3
1( ) ( )ktm t k c Ae−= +  

ให  0 (0)m m=   และ lim ( )
t

m m t∞ → +∞
=  จะไดสูตรเปน 

1 1 1 33 3 3
0( ) { ( ) }ktm t m m m e−

∞ ∞= − −  

เราเรียกสูตร 
1 1 1 33 3 3

0( ) { ( ) }ktm t m m m e−
∞ ∞= − −  

วา von Bertalanffy Growth Curve ตามชื่อผูคดิคน 

อน่ึงหากเราตองการความเติบโตดานความยาว ( )l t  เราจะไดวา 

0( ) ( ) ktl t l l l e−
∞ ∞= − −  

เราเรียกสูตรดังกลาวนี้วาvon Bertalanffy Growth Curve เชนกนั   

10.1.3  Compartment Analysis    

มีสารละลายอยูในสอง compartment A กับ B กั้นอยูดวย membrane ที่เรา assume  

วาสารซึมผานได  ให  1 2 1 2, , ,V V c c  เปนปริมาตรและความเขมขนของสารละลายใน 

compartment ทั้งสอง ปริมาตรมีคาคงที่ แตความเขมขนจะแปรเปลี่ยนไปตามเวลา แต 
ผลบวก 1 1 2 2cV cV+   มีคาคงตัว ปริมาณสารที่ลดลงจาก A ก็คือปริมาณที่เพ่ิมขึ้น ใน B  

ปริมาณเหลานึ้เปนปฏิภาคกับผลตางของความเขมขนที่อยูคนละฝงของ membrane  จึงไดวา 

1 1
1 2

( )
( )

d cV
k c c

dt
− = −  

2 2
1 2

( )
( )

d cV
k c c

dt
= −  

เราเขียนสมการทั้งสองเสียใหมไดเปน 

1 1 1 2( )...........(1)V c k c c′− = −  

2 2 1 2( )...........(2)V c k c c′ = −  

เราขจัด 2c  ไดโดยการดิฟเฟอเรนชิเอตสมการ (1) แลวแทน 2c ′  จาก (2)   พรอมกับแทน  

1 2( )k c c−  ที่เกิดขึ้นใหมดวยซายมือของ (1)  เรากจ็ะได 

1 2 1 1 2 1( ) 0VV c k V V c′′ ′+ + =  
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จะเห็นวาเขยีนสมการนี้ไดเปน 

1 2 1 1 2 1{ ( ) } 0
d

VV c k V V c
dt

′ + + =  

จึงไดวา 

*
1 2 1 1 2 1( )VV c k V V c C′ + + =  

โดยที่ *C  เปนตวัคงคาของการอินทิเกรต 

เราตองอินทิเกรตกันตอไปเพ่ือหาสูตรสําหรับ 1( )c t  ซ่ึงจะไดสูตรในรูป 

1 2

1 2

( )

1( )
k V V t

VVc t C De
+

−

= +  

โดยที่ ,C D  เปนตวัคงคาของการอินทิเกรต 

(แสดงในหองเรียน)   

เม่ือให t  มีคามาก(เขาสูอนันต) เราเห็นไดวา 

1lim ( )
t

c t C
→∞

=      1lim ( ) 0
t

c t
→∞

′ =  

และเม่ือใชสมการ (1) กับ (2) ดวย เราจะไดดวยวา 

2lim ( )
t

c t C
→∞

=      2lim ( ) 0
t

c t
→∞

′ =  

จากคาลิมิตเหลานี้เห็นไดวาระบบจะเขาสูสมดุลย 

หากเราตองการสูตรสําหรับ 2( )c t  ก็อาจหาไดจาก (1) และจากนั้นเราก็จะหา ,C D  ได

ในพจนของ 1(0)c , 2(0)c  
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10.2 สมการดิฟเฟอเรนเชียล 

เราเรียกสมการที่ผูกความสัมพันธระหวางฟงกชันกับอนุพันธของมันวา  สมการดิฟเฟอ
เรนเชียล (differential equation)  เราเรียกอันดับสูงสุดของอนุพันธที่ปรากฏในสมการวา  
อันดับ (order) ของสมการ 

หมายเหตุ 
ราชบัณฑิตยสถานใชคําวา สมการเชิงอนุพันธ เปนคาํแปลของ differential equation 

 

ตอไปน้ีเปนตวัอยางของสมการดิฟเฟอเรนเชียล 

       

1 2 1 1 2 1

(1) ( ) ( )

(2) ( ) ( )( ( ))

(3) ( ) ( ( ))

(4) ( ) 0

N t rN t

N t rN t M N t

l t k c l t

VV c k V V c

′ =

′ = −

′ = −

′′ ′+ + =

 

 (1)-(3)  เปนสมการดิฟเฟอเรนเชียลอันดับที่หน่ึง  สวน (4) เปนสมการอันดับที่สอง 
(ในที่น้ีละไวเปนที่เขาใจวา"สมการ" หมายถึง"สมการดิฟเฟอเรนเชียล") 

ในการเขียนสมการดิฟเฟอเรนเชียลนั้น โดยทั่วๆ ไป  นิยมใช y เปนฟงกชันของตัวแปร
คา x  เชน 

       

3 2 2 2(5) (2 ) (3 2 ) 0

(6) ( 1) 0

(7) x

x y dx x y xy dy

dy
x x y

dx
xy y e

+ + + =

+ + =

′ + =

 

ในที่น้ี y  เปน unknown function ที่เราตองการหาวามีสูตรวาอยางไร  หรือตองการ
ประมาณคาของมัน สําหรับคาตางๆ ของ x 

การหา unknown function น้ันเราทําโดยการอินทิเกรต เชน จากสมการ (7)  ถาเขียน
เสียใหมเปน 

( )
(7 ) xd xy

e
dx

′ =  

แลวอินทิเกรต (หาปฏิยานพัุนธ) จะได 
*(7 ) xxy e C= +  
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ซ่ึงในที่น้ี นิยาม y  โดยปริยาย  ผลที่ไดจากการอินทิเกรตนี้ไมใชฟงกชันหนึ่ง หากแต
เปน family หน่ึงของฟงกชัน  แตละคาของตัวคงคา C   ใหหน่ึงฟงกชัน เชนถาให 1C =  
เราได 

1xxy e= +  

อีกนัยหนึ่ง 

# 1
(7 )

xe
y

x
+

=  

หากเรานํา y  ใน #(7 ) ไปแทนใน (7) เราจะพบวา y  ดังกลาวนี้สอดคลอง (7)      
(แสดงในหองเรียน ) 

หากนํา y  ใน (7*) ไปแทนใน (7) เราจะพบวา y  เหลานั้นก็สอดคลอง (7) เชนกัน  

สําหรับสมการ 

1 2 1 1 2 1(4) ( ) 0VV c k V V c′′ ′+ + =  

น้ัน เราไดเห็นมาแลววาเราตองอินทิเกรตถึงสองครั้ง  จึงจะไดสูตรสําหรับ 1( )c t  ซ่ึงทําใหสูตรมี
ตัวคงคาที่เกิดจากการอินทิเกรตถึงสองตวั 

โดยทั่วๆ ไป เม่ืออินทิเกรตสมการอันดับที่ n เพ่ือหาฟงกชันที่สอดคลองสมการนั้น  เรา
จะได family ของฟงกชันที่ประกอบดวยตัวคงคา n ตัว  เราเรียก family ของฟงกชันดังกลาว
น้ีวา ผลเฉลยทั่วไป หรือ  general solution   

เม่ือกําหนดใหตัวคงคาตางๆใหมีคาเปนจํานวนจริงตางๆจนครบทุกตัว ก็จะไดฟงกชัน
หน่ึงที่สอดคลองสมการ  เราเรียกฟงกชันใดๆที่ไดน้ีวาผลเฉลยเฉพาะ หรือ particular 

solution  

ตัวอยางเชน 

*(7 ) xxy e C= +  

เปน ผลเฉลยทั่วไป ของ 

(7) xxy y e′ + =  

และ 

# 1
(7 )

xe
y

x
+

=  

เปน ผลเฉลยเฉพาะของ (7) เปนตน 
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10.2.4 สมการแบบแยกตัวแปรได 

เราไดพบเห็นสมการแบบแยกตัวแปรไดในเร่ือง growth และ compartment analysis  

ในการหาผลเฉลยของสมการตางๆ เหลานั้น สิ่งที่เราไดทําไปก็คือ จัดสมการใหเปนการเทากัน
ของดิฟเฟอเรนเชียลของตางตัวแปรกัน เชนดานซายมือเปน ...dN  และดานขวามือเปน ...dt 

เปนตน 

เรากลาววา  

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  

เปนสมการแบบแยกตัวแปรไดถาเราสามารถจัดพจนเสียใหมใหอยูในรูป 

( ) ( ) 0A x dx B y dy+ =  

เราหาผลเฉลยของสมการแบบนี้ไดโดยการอินทิเกรตทลีะเทอม 

(x)   +  (y)  = A dx B dy C∫ ∫  

ตัวอยาง 10.2   (แสดงในหองเรียน)   

สําหรับสมการตอไปน้ี  จงหาผลเฉลยทัว่ไป และหาผลเฉลยเฉพาะที่สอดคลองเง่ือนไขที่
กําหนดให  
     1. 3 ,     (1) 2xy y y′ = =  

     2. 2 0,      (0) 1y xy y′ + = =  

ตัวอยาง 10.3  (แสดงในหองเรียน)   
สาร radioactive สลายตวัดวยอัตราในขณะใดๆ เปนปฏิภาคกับปรมิาณที่มีอยูขณะน้ัน      

ให ( )y t  เปนปริมาณสาร radioactive อยางหนึ่งในขณะเวลา t  จงเขียนขอความขางบนเปน
สมการดิฟเฟอเรนเชียล  แลวแกสมการดังกลาวเพื่อหาสูตรของ ( )y t   
half-life ของสาร radioactive คือระยะเวลาที่สารนั้นสลายตวัจนเหลืออยูเพียงครึ่งเดียว      
จากสูตร ( )y t  ที่ไดไวแลวน้ัน จงหาสูตรสําหรับคํานวณ half-life ถาสาร radioactive อยาง
หน่ึงมี half-life 26.8 นาท ี สารนึ้จะสลายตัว 1% ของปริมาณที่มีอยูในเวลาเทาใด 
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ตัวอยาง 10.4  (แสดงในหองเรียน)   
วัตถุพรุนจะสญูเสียความชืน้ในอัตราที่เปนปฏิภาคกับความชื้นที่มีอยูในแตละขณะ จงแปลความ
ขางบนนี้เปนสมการดิฟเฟอเรนเชียล แลวหาผลเฉลยทั่วไปของสมการดังกลาว     ทดลองตาก
ผาในรมที่ไมมีลมพัดผาน และวัดความชื้นผาในขณะตางๆ 
      เม่ือเรื่มตน ความชื้น = 100 % 
      เม่ือสิ้น 1 ชั่วโมง ความชื้น = 50 % 
อยากทราบวาเม่ือใดจะคงเหลือความชื้น 10 % 

10.2.5 สมการเชิงเสน (อันดับที่หนึ่ง) 

เรากลาววา  ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  เปนสมการเชงิเสน ถาเราสามารถจัดพจน
เสียใหมใหอยูในรูป  ( ) ( ) y P x y Q x′ + = ตัวอยางเชน 

(1) ( ) ( )

(3) ( ) ( ( ))

(6) ( 1) 0

(7) x

N t rN t

l t k c l t

dy
x x y

dx
xy y e

′ =

′ = −

+ + =

′ + =

  

ในกรณีที่ ( )Q x  เปนฟงกชันศูนย เชนในกรณี (1) กับ (6) เรากลาววาสมการเปน
สมการเอกพันธุ(homogeneous equation) 

สมการเชิงเสนเปนชนิดของสมการที่มีประโยชนในหลายๆดาน มีการศึกษากันมาก  และ
มีสูตรสําหรับหาผลเฉลยอยูแลวเปนอยางดี   สูตรดังกลาวคือ 

( ) ( )
{ ( ) }

P x dx P x dx
y e Q x e dx C

−∫ ∫= +∫  

หรืออีกนัยหนึ่ง 

( ) ( ){ ( ) }h x h xy e Q x e dx C−= +∫  

โดยที่ 

( ) ( )h x P x dx= ∫  
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ตัวอยาง 10.5  (แสดงในหองเรียน)   
จงแสดงใชสูตรผลเฉลยของสมการเชิงเสน หาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี  แลวหาผล
เฉลยเฉพาะทีส่อดคลองเง่ือนไขที่กําหนดให 

1. ,y xy x′ + =  เม่ือ 5 0y x= =  

ln( )
2. ,

x
xy y

x
′ + =  เม่ือ 3 1y x= =  

ตัวอยาง 10.6  (Michaelis-Menton equation) 

การ process drug ของรางกายเปนไปตามสมการ 

dx Kx
dt A x

−
=

+
 

โดยที่  x เปนความเขมขนของ drug ในรางกายในขณะเวลา t   K กับ A เปนคาคงตวั
ที่ขึ้นอยูกับชนิดของ drug   สําหรับ drug บางอยาง A มีคามากกวา x มากๆ  ในกรณีเชนน้ี
เราประมาณสมการไดเปน 

dx Kx
dt A

−
=  

สมมติวามีการให drug อยางตอเน่ืองเปนเวลา 12 ชั่วโมงในอัตรา 10 มิลลิกรัมตอนาที  
แลวหยุดอัตราการไหลเขาของ drug  จึงเปน 

( ) 10 0 12,

0 12

D t t

t

= ≤ ≤

= >
 

สมมติวาการ process drug เปนไปตามสมการเชิงเสนขางบนและเปนไปตาม 

0.1
dx

x
dt

= −  

ให ( )y t  เปนความเขมขนของ drug ในผูที่ไดรับ drug ดังกลาว ดังน้ัน  เรายอมไดวา       

( ) 0.1
dy

D t y
dt

= −  

หรืออีกนัยหนึ่ง  0.1 ( )
dy

y D t
dt

+ =  

เรา assume วาเมื่อเริ่มตนน้ันยังไมมี drug ในรางกาย  ดังน้ัน (0) 0y =  

จากนี้เราก็จะหาผลเฉลยของสมการได ( แสดงวิธีทําในหองเรียน ) 
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ตัวอยาง 10.7  (แสดงในหองเรียน)   
ถังใบหนึ่งมีนํ้าเกลืออยู 100 ลิตร นํ้าเกลอืดังกลาวนี้มีเกลือละลายอยู 0.3 กก.ตอลิตร เติมนํ้าจืด
ลงไปในถัง  และขณะเดียวกันปลอยน้ําเกลือออกจากถังดวยอัตราเดียวกัน และคนใหนํ้าเกลือใน
ถังผสมกันดีตลอดเวลา จงเขาสมการดิฟเฟอเรนเชียลสาํหรับความเขมขนของน้ําเกลือ  แลวแก
สมการหาสูตรของความเขมขนของน้ําเกลือในถังในขณะเวลาใดๆ 

ตัวอยาง 10.8  (แสดงในหองเรียน)   
ถังใบหนึ่งมีนํ้าจืดอยู 200 ลิตร  เติมนํ้าเกลือที่มีเกลือละลายอยู 0.25 กก.ตอลิตรในอัตรา 4 ลิตร
ตอนาที โดยคนใหผสมกันดีตลอดเวลา  เม่ือเวลาผานไป 30นาที จึงเปลี่ยนจากการเติมนํ้าเกลือ
เปนการเติมนํ้าจืดในอัตราเดียวกัน  จงเขาสมการดิฟเฟอเรนเชียลสาํหรับความเขมขนของ
นํ้าเกลือในถัง  แลวแกสมการหาสูตรของความเขมขนของน้ําเกลือในถังในขณะเวลาใดๆ 

 แบบฝกหัด 10.1 

จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี และหาผลเฉลยเฉพาะที่สอดคลองเง่ือนไข 

ที่กําหนดให   

1. 3 ,     (1) 2xy y y′ = =  

2. 1
1

du r
dr u

+
=

+
 

3. 
22 sec

2
du t t
dt u

+
=  

4. 22 1 , (0) 0y x y y′ = − =  

5. 
2 1

y

x x
y

ye
+′ =  

 


