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บทที่  2 

ความตอเนื่องและลิมิต 
ความคิดเรื่องลิมิต กับเรื่องความตอเน่ืองเปนความคิดที่เกี่ยวของกัน  เม่ือเขาใจเรื่องใด

เรื่องหน่ึงดีแลวก็จะเขาใจอีกเรื่องหน่ึงไดโดยงาย โดยการใชเรื่องที่เขาใจดีแลวอธบิายอีกเรื่อง
หน่ึง ตําราสวนมากนิยมอธิบายเรื่องลิมิตเสียกอน  แลวจึงใชเรื่องลิมิตอธิบายเรื่องความตอเน่ือง  
ในที่น้ีเราจะทาํกลับกัน จะเริ่มดวยการอธิบายเรื่องความตอเน่ือง  แลวจึงใชเรื่องความตอเน่ือง
อธิบายเรื่องลมิิต  การอธิบายเรื่องความตอเน่ืองและลมิิตของฟงกชันที่จะทําในทีน้ี่จะแบงเปน
สองตอน 

     ตอนที่ 1  จะเปนการอธิบายคราวๆ โดยใชกราฟซึ่งยอมใชไดกับฟงกชันที่เราเขียน 

กราฟไดเทานั้น ซ่ึงจะอธิบายในบทนี ้
ตอนที่ 2  จะเปนการอธิบายดวยบทนยิามที่รัดกุมซ่ึงยอมใชไดโดยทั่วไป ซ่ึงจะ 

อธิบายในบทที่ 3 

2.1 ความตอเนื่องและลิมิต 

แนวคิดคราวๆ เรื่องความตอเน่ืองมีดังน้ี 

ให f  เปนฟงกชันใดๆ ฟงกชันหนึ่งซ่ึงมีคาที่จุด a   ถากราฟของ f บนชวงหน่ึงจากจุด 
a  ไปทางขวาของ a  มีลักษณะเปนเสนตอเน่ือง  เรากลาววา f  ตอเน่ืองที่ a จากทางขวา 

ถากราฟของ f บนชวงหนึ่งจากจุด a  ไปทางซายของ a  มีลักษณะเปนเสนตอเน่ือง  เรา
กลาววา f ตอเน่ืองที่ a จากทางซาย 

ถา f  มีความตอเน่ืองที่ a  ทั้งจากทางขวาและจากทางซาย  เรากลาววา f ตอเน่ืองที่ a 

ตัวอยาง 2.1 

จงพิจารณาฟงกชัน f  ซ่ึงมีคากําหนดโดย 

, 2

( ) , 2

4 , 2

x x

f x c x

x

⎧⎪ <⎪⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪ >⎪⎪⎩
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ในกรณีที่ c มีคา  3, 2 และ 4 

 

 

 

 

                     

             

 

 

 

 

 

 

 

 

สังเกตวา ถาเราเริ่มตนจากจุด (2, (2))f  ลากไปตามเสนกราฟทางขวามือของ 2 แลวเรา
ไมตองยกมือไดชวงหนึ่ง แสดงวา f  ตอเน่ืองที่ 2 จากทางขวา ทํานองเดียวกัน ถาลากตาม
เสนกราฟไปทางซายมือของ 2 โดยที่ไมตองยกมือไดชวงหนึ่ง แสดงวา f  ตอเน่ืองที่ 2 จาก
ทางซาย และถาเราสามารถลากไปตามเสนกราฟผานจุด 2 จากซายไปขวาบนชวงหนึ่งไดโดย
ไมตองยกมือ แสดงวา f  ตอเน่ืองที่ 2  

ดังน้ัน ในรูปที่ 1 ฟงกชัน f  ไมตอเน่ืองที่ 2 ทั้งจากทางซายและทางขวา สําหรับรูปที ่2 

กรณี 2c =  เราไดวา ฟงกชัน f  ตอเน่ืองที่ 2 จากทางซาย แตไมตอเน่ืองที่ 2 จากทางขวา 
สวนในรูปที่ 3 กรณี 4c =  จะเห็นวา  f  ไมตอเน่ืองที่ 2 จากทางซาย แตตอเน่ืองที่ 2 จาก
ทางขวา 

รูปที่ 1    กรณี 3c =  

2

2

3

4

X

Y

รูปที่ 2    กรณี 2c =  

 

2

2

3

4

X

Y

รูปที่ 3    กรณี 4c =  

2

2

3

4

X

Y
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ตัวอยาง 2.2 

พิจารณาความตอเน่ืองของฟงกชันจากกราฟรูปแบบตาง ๆ 

 

  
  

รูปที่ 1    f   ตอเน่ืองที่ a                              รูปที่ 2     f   ไมตอเน่ืองที่ a        
 

 

                      

รูปที่ 3    f   ไมตอเน่ืองที่ a     รูปที่ 4    f   ไมตอเน่ืองที่ a   

เพราะ f  ไมตอเน่ืองที่ a จากทางขวา                      เพราะ f  ไมตอเน่ืองที่ a  จากทางซาย 

ขอสังเกต 
ฟงกชันจะตอเน่ืองที่จุดใดๆ ฟงกชันน้ันตองมีคาที่จุดนั้น  หากฟงกชันไมมีคาที่จุดใดๆ 

ฟงกชันยอมไมตอเน่ืองที่จุดนั้นๆ ตัวอยางเชน  
2 4

( )
2

x
f x

x
−

=
−

  ไมตอเน่ืองที่จุด 2x =  

 

a

a
a

a

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y
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แนวคิดคราวๆ เรื่องลิมิตมีดังน้ี 

ให f เปนฟงกชนัใดๆ ฟงกชันหนึ่งซ่ึงมีคาที่จุด a  หรือไมก็ได ถาการกําหนดให
( )f a L= ทําให f  มีความตอเน่ืองที่ a   เรากลาววา L  เปนลิมิตของ f  ที่ a   และเรา

เขียนแสดงดวยสัญลักษณ 

lim ( )
x a

f x L
→

=  

และถาไมมีจํานวนจริง L  ดังขางตน เรากลาววา lim ( )
x a

f x
→

 ไมมีคา 

ถาการกําหนดให ( )f a L= ทําให f  ตอเน่ืองที่ a  จากทางขวา เรากลาววา L  เปน
ลิมิตทางขวาของ f  ที่ a   และเราเขียนแสดงดวยสัญลักษณ 

lim ( )
x a

f x L
+→

=  

และถาไมมีจํานวนจริง L  ดังขางตน เรากลาววา lim ( )
x a

f x
+→

 ไมมีคา 

ถาการกําหนดให ( )f a L= ทําให f  ตอเน่ืองที่ a จากทางซาย เรากลาววา L  เปน
ลิมิตทางซายของ f  ที่ a  และเราเขียนแสดงดวยสัญลกัษณ 

lim ( )
x a

f x L
−→

=  

และถาไมมีจํานวนจริง L  ดังขางตน เรากลาววา lim ( )
x a

f x
−→

 ไมมีคา 

การพิจารณาความตอเน่ืองและลิมิตของฟงกชันน้ัน  เราอาจทําไดโดยการใชทฤษฎีบท
ตางๆ  ตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1 

ถา f  กับ g  ตอเน่ืองที่ a  จะไดวา ,f g f g+ −  และ fg  ตอเน่ืองที่ a  ดวย  และถา 

( ) 0g a ≠  จะไดดวยวา /f g  ก็ตอเน่ืองที่ a  ดวยเชนกัน 

ทฤษฎีบท 2.2 

ให  ( ) ( ( ))h x f g x=  ถา g  ตอเน่ืองที่ a  และ f   ตอเน่ืองที่ ( )g a  จะไดวา h  ก็
ตอเน่ืองที่ a  

โดยการใชทฤษฎีบทที่กลาวมานี้ ประกอบกับความรูเกี่ยวกับความตอเน่ืองของฟงกชัน
บางฟงกชัน  เราจะทราบไดถึงความตอเน่ืองของฟงกชันอ่ืนๆ อีกมากมาย  เชน เราทราบวา                   

( ) ,f x c=  ( c  เปนคาคงตัว ) 
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( )g x x=  

ตอเน่ืองที่จุดใดๆ ก็ทราบไดดวยวา 

( ) 2 ,h x x=  

( ) 2 7k x x= +  

และโดยทั่วๆ ไป 2
0 1 2( ) n

np x a a x a x a x= + + + +…  

ลวนเปนฟงกชันที่ตอเน่ืองที่ทุกๆ จุด 

น่ันคือทราบไดวาบรรดาฟงกชันพหุนาม (polynomial function)  ลวนเปนฟงกชันที่
ตอเน่ืองที่ทุกๆ จุด ดังน้ัน ฟงกชันตรรกยะ (rational function) ซ่ึงเขียนไดเปนเศษสวนของ
ฟงกชันพหุนาม ก็ยอมตอเน่ืองที่ทุกๆ จุดที่ฟงกชันพหุนามที่เปนสวนไมเปน  ศูนย เชน   

  

2
3 2

( )
4
x

f x
x
−

=
−

 

ตอเน่ืองที่ทุกๆ จุดที่ไมใช 2 หรือ 2−  

ทฤษฎีบท 2.3 

ถา  lim ( ) , lim ( )
x a x a

f x A g x B
→ →

= =  จะไดวา  

( )lim ( ) ( )
x a

f x g x A B
→

+ = +  

lim( ( ) ( ))
x a

f x g x AB
→

=  

และถา  0B ≠  จะไดดวยวา 
( )

( )
( )

lim
x a

f x A

g x B→
=  

หมายเหตุ 

ทฤษฎีบท 2.3 คงเปนจริงหากเราแทน lim
x a→

 ดวย  lim
x a+→

 หรือดวย  lim
x a−→

 

ทฤษฎีบท 2.4 

ให  ( ) ( ( ))h x f g x=  ถา lim ( )
x a

g x B
→

=  และ  f  ตอเน่ืองที่ B   จะไดวา   

lim ( ) ( )
x a

h x f B
→

=  

หรือ อีกนัยหน่ึงเราเขียนไดวา 
lim ( ( )) (lim ( ))
x a x a

f g x f g x
→ →

=  
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ตัวอยาง 2.3  
2

23 3 3

2 7 3 ( 3)(2 1) (2 1) 5
lim lim lim

2 3 ( 3)( 1) ( 1) 4x x x

x x x x x
x x x x x→ → →

− + − − −
= = =

− − − + +
  

สังเกตวาเนื่องจาก 2

3
lim 2 3 0
x

x x
→

− − =  เราจึงใช ทฤษฎีบท 2.4 กับตัวอยางขางบนไมได 

ขอสังเกต  
L เปนลิมิตของ f ที่ a หมายถึง การกําหนดให ( )f a L=  ทําให f ตอเน่ืองที่ a น่ันคือ f 

ตอเน่ืองที่ a จากทางซายและจากทางขวา ดังน้ัน  

lim ( )
x a

f x L
→

=  ก็ตอเม่ือ lim ( )
x a

f x L
−→

=  และ lim ( )
x a

f x L
+→

=  

ฉะน้ัน ถา lim ( )
x a

f x
−→

 หรือ lim ( )
x a

f x
+→

 ไมมีคา หรือ มีคาแต lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
− +→ →

≠  แลว 

lim ( )
x a

f x
→

 จะไมมีคา 

ตัวอยาง 2.4  
2

23 3 3

3 3

3

2 7 3 ( 3)(2 1) 3 2 1
I. lim lim lim

2 3 ( 3)( 1) ( 3)( 1)

( 3) 2 1 2 1
lim lim

( 3)( 1) ( 1)
2 1 5

lim
1 4

x x x

x x

x

x x x x x x
x x x x x x

x x x
x x x
x
x

+ + +

+ +

+

→ → →

→ →

→

− + − − − −
= =

− − − + − +
− − −

= =
− + +
−

= =
+

  

2

23 3 3

3 3

3

2 7 3 ( 3)(2 1) 3 2 1
II. lim lim lim

2 3 ( 3)( 1) ( 3)( 1)

( 3) 2 1 2 1
lim lim

( 3)( 1) ( 1)

(2 1) 5
lim

1 4

x x x

x x

x

x x x x x x
x x x x x x

x x x
x x x

x
x

− − −

− −

−

→ → →

→ →

→

− + − − − −
= =

− − − + − +
− − − − −

= =
− + +

− − −
= =

+

  

2

23

2 7 3
III. lim

2 3x

x x

x x→

− +

− −
 ไมมีคา เน่ืองจาก 

 
2 2

2 23 3

2 7 3 2 7 3
lim lim

2 3 2 3x x

x x x x

x x x x− +→ →

− + − +
≠

− − − −
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แบบฝกหัด 2.1 

จงพิจารณาหาคาลิมิตตอไปน้ี  

1. 
2

lim ( 2)
x

x
−→

+  2. 
2

3

9
lim

3x

x
x+→

−
−

 

3. 43

1
lim 2 5
x

x x
+→

+ +  4. 
0

4 2
lim
x

x
x→

+ −
 

5. 
3

3 2 3
lim

3x

x
x→

+ −
−

 6. 
9

1 1
3lim
9x

x
x→

−

−
 

7. 
2

22

5 14
lim

3 4 4x

x x
x x→

+ −
− −

 8. 
3

0

( 2) 8
lim
x

x
x→

+ −
 

9. 
2

2 2
lim

1x

x
x+→

− −
−

 10. 
0

5 2 | |
lim

3 | |x

x x
x x→

−
−

 

11. 23
2

5 | 2 3 |
lim

1x

x
x x−

→

+ −
− +

 12. 
2

0

| |
lim 1

x

x
x+→

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

13. 
3

0

8 2
lim
x

x
x→

+ −
 14. 

3

20

8
lim

1 1x

x x x

x→

+ +

− +
 

15. กําหนดให 

2 4
, 2

( ) 2
1 ,

x
x

f x x
x

⎧⎪ −⎪ <⎪⎪= −⎨⎪⎪ ≥ 2⎪⎪⎩

   

จงพิจารณาหาคาของ  
2

lim ( )
x

f x
→

 

16. กําหนดให   2

2 3 ; 0

( ) ( 1) 2 ; 0 3

10 ; 3

x x

f x x x

x

⎧ + ≤⎪⎪⎪⎪⎪= + + < ≤⎨⎪⎪⎪ >⎪⎪⎩

  

จงพิจารณาหาคาของ   
0

lim ( )
x

f x
+→

, 
0

lim ( )
x

f x
−→

, 
3

lim ( )
x

f x
+→

 และ 
3

lim ( )
x

f x
−→

 

17. กําหนดให  3
( ) , 3

| 3 |
x

f x x
x
−

= ≠
−

 

จงพิจารณาหาคาของ  
3

lim ( )
x

f x
→

 และ   
5

lim ( )
x

f x
→
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18. กําหนดให  2
| 2 |

( ) , 2
4

x
f x x

x
−

= ≠ ±
−

 

จงพิจารณาหาคาของ   
2

lim ( ),
x

f x
−→ 2

lim ( )
x

f x
+→

 และ 
2

lim ( )
x

f x
→

 

19. กําหนดให  ( ) [ ] , [0, 2)f x x x x= + ∈  โดยที่ [ ]x  คือจํานวนเต็มที่มากที่สุดที่มีคานอย

กวาหรือเทากบั x  จงพิจารณาวา 
1 1 1

lim ( ), lim ( ), lim ( )
x x x

f x f x f x
− +→ → →

 มีคาหรือไม 

เรากลาววาฟงกชันใดฟงกชันหนึ่งตอเน่ืองบนชวง ( , )a b  ถาฟงกชันน้ันตอเน่ืองที่ทุกๆ 
จุด  ภายในชวงนั้น  เรากลาววาฟงกชันใดฟงกชันหนึ่งตอเน่ืองบนชวง[ , ]a b  ถาฟงกชันนั้น
ตอเน่ืองที่ทุกๆจุดภายในชวงนั้น และ ตอเน่ืองจากทางขวาที่ a  และ ตอเน่ืองจากทางซายที่ b 

ทฤษฎีบท 2.5 

ถาฟงกชัน f  ตอเน่ืองบนชวงปด [ , ]a b   และ  k เปนคาที่อยูระหวาง ( )f a กับ ( )f b  ยอม
ไดวามี c ระหวาง a  กับ b ที่ทําให ( )f c k=  

ทฤษฎีบท 2.6 

ถาฟงกชัน f  ตอเน่ืองบนชวงปด [ , ]a b  ยอมไดวา f  มีทั้งคาสูงสุดและคาต่ําสดุในชวง 
[ , ]a b  และ f  มีคาทกุๆ คาที่อยูระหวางคาสูงสุดกับคาต่ําสุด 

บทนิยาม 2.1 

ถา ( ) 0f x > ทุกๆ x  ในชวงเปดจาก a  ไปทางขวาของ a  อยางนอยหน่ึงชวงเปดและ  
1

lim 0
( )x a f x+→

=   แลวเรากลาววา lim ( )
x a

f x
+→

= +∞  

บทนิยาม 2.2 

ถา ( ) 0f x >  ทุกๆ x  ในชวงเปดจาก a  ไปทางซายของ a  อยางนอยหนึ่งชวงเปด 

และ  1
lim 0

( )x a f x−→
=  แลวเรากลาววา lim ( )

x a
f x

−→
= +∞  

บทนิยาม 2.3 

ถาทั้ง  lim ( )
x a

f x
+→

= +∞   และ lim ( )
x a

f x
−→

= +∞  

เรากลาววา lim ( )
x a

f x
→

= +∞  
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ตัวอยาง 2.5  

จงพิจารณาหาคาของ 
0

1
lim

x x+→
 

วิธีทํา เน่ืองจาก 0x +→  ดังน้ันพิจารณากรณี 0x >  จะไดวา 1
0

x
>  

และ 
0 01

1
lim lim 0

x x

x

x
+ +→ →

= =   

ฉะนั้นจากบทนิยาม 2.1 สรุปไดวา 
0

1
lim

x x+→
= +∞   

ตัวอยาง 2.6  

จงพิจารณาหาคาของ 22

5 1
lim

2x

x
x x+→

+
−

 

วิธีทํา เน่ืองจาก 2x +→  ดังน้ันพิจารณากรณี 2x >  จะไดวา 2 0x − >  

เน่ืองจาก 2x >  ดังน้ัน 0x >  และ 1
5

x >−  หรือ 5 1 0x + >  

ดังน้ัน 2
5 1 5 1

( ) : 0
2 ( 2)

x x
f x

x x x x
+ +

= = >
− −

 

2

0 0 0
2

1 1 2 0
lim lim lim 05 1( ) 5 1 11

2
x x x

x x
xf x x

x x

+ + +→ → →

−
= = = =+ +

−

  

เพราะฉะนั้นจากบทนิยาม 2.1 สรุปไดวา 22

5 1
lim

2x

x
x x+→

+
= +∞

−
  

ตัวอยาง 2.7  

จงพิจารณาหาคาของ 22

1
lim

( 2)x

x
x−→

+
−

 

วิธีทํา เน่ืองจาก 2x −→  ดังน้ันพิจารณากรณี 2x < แตใกลๆ  2 จะไดวา 1 0x + >  และ 
2( 2) 0x − >  ดังน้ัน 2

1
( ) : 0

( 2)
x

f x
x

+
= >

−
 

2

2 2 2
2

1 1 ( 2) 0
lim lim lim 01( ) 1 3

( 2)
x x x

x
xf x x
x

− − −→ → →

−
= = = =+ +

−  

เพราะฉะนั้นจากบทนิยาม 2.2 สรุปไดวา 22

1
lim

( 2)x

x
x−→

+
= +∞

−
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ตัวอยาง 2.8  

จงพิจารณาหาคาของ 22

1
lim

( 2)x

x
x→

+
−

 

วิธีทํา จะแสดงวา 22

1
lim

( 2)x

x
x+→

+
= +∞

−
 ทําไดดังน้ี 

เน่ืองจาก 2x +→  ดังน้ันพิจารณากรณี 2x >  จะไดวา 1 0x + >  และ 2( 2) 0x − >  

ดังน้ัน 2
1

( ) : 0
( 2)
x

f x
x

+
= >

−
 และ 

2

2 2 2
2

1 1 ( 2)
lim lim lim 01( ) 1

( 2)
x x x

x
xf x x
x

+ + +→ → →

−
= = =+ +

−  

และจากตวัอยาง 2.7 ไดวา 22

1
lim

( 2)x

x
x−→

+
= +∞

−
  

จากบทนิยาม 2.3 สรุปไดวา 22

1
lim

( 2)x

x
x→

+
= +∞

−
  

บทนิยาม 2.4 

ถา ( ) 0f x < ทุกๆ x  ในชวงเปดจาก a  ไปทางขวาของ a  อยางนอยหน่ึงชวงเปดและ  
1

lim 0
( )x a f x+→

=  แลวเรากลาววา lim ( )
x a

f x
+→

= −∞  

บทนิยาม 2.5 

ถา ( ) 0f x <  ทุกๆ x  ในชวงเปดจาก a  ไปทางซายของ a  อยางนอยหนึ่งชวงเปดและ  
1

lim 0
( )x a f x−→

=  แลวเรากลาววา lim ( )
x a

f x
−→

= −∞  

บทนิยาม 2.6 

ถาทั้ง  lim ( )
x a

f x
+→

= −∞   และ lim ( )
x a

f x
−→

= −∞  

เรากลาววา lim ( )
x a

f x
→

=−∞  

ตัวอยาง 2.9  

จงพิจารณาหาคาของ 
3

4
lim

3x

x
x→

−
−

 

วิธีทํา เราตองพิจารณาคา I.
3

4
lim

3x

x
x−→

−
−

 และ II.
3

4
lim

3x

x
x+→

−
−
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I. เน่ืองจาก 3x −→  ดังน้ันพิจารณากรณี 3x < แตใกลๆ  3 จะไดวา 4 0x − <  และ 

3 0x − >  ดังน้ัน 4
( ) : 0

3
x

f x
x
−

= <
−

 

3 3 3

1 1 3 0
lim lim lim 04( ) 4 1

3
x x x

x
xf x x
x

− − −→ → →

−
= = = =− − −

−  

เพราะฉะนั้นจากบทนิยาม 2.5 สรุปไดวา 
3

4
lim

3x

x
x−→

−
=−∞

−
 

II. เน่ืองจาก 3x +→  ดังน้ันพิจารณากรณี 3x > แตใกลๆ 3 จะไดวา 4 0x − <  และ 

3 0x − >  ดังน้ัน 4
( ) : 0

3
x

f x
x
−

= <
−

 

3 3 3

1 1 3 0
lim lim lim 04( ) 4 1

3
x x x

x
xf x x
x

+ + +→ → →

−
= = = =− − −

−  

เพราะฉะนั้นจากบทนิยาม 2.4 สรุปไดวา 
3

4
lim

3x

x
x−→

−
=−∞

−
 

จาก I., II. และบทนิยาม 2.6 สรุปไดวา 
3

4
lim

3x

x
x→

−
=−∞

−
  

แบบฝกหัด 2.2 

1. 32

1
lim

( 2)x x−→ −
 2. 

5

4
lim

5x

x
x+→

−
−

 

3. 
2

1
lim

2x

x
x−→

+
−

 4. 
2

1
lim

2x

x
x+→

+
−

 

5. 
32

1
lim

2x x−→ −
 6. 

2

1

1
lim

1x

x
x+→

+
−

 

7. 23

4
lim

( 3)x

x
x→−

−
+

 
8. 

21

2
lim

1x

x
x+→

+
−  

9. 
2

21

3 2
lim

2 1x

x x
x x−→

− +
− +

 10. 
3

1
lim

3x x−→− − −
 

11. 
2

1

3 4
lim

1x

x x
x+→

+ +
−

 12. 
2

0

10 1
lim

x

x
x+→

+ +
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บทนิยาม 2.7 

ในกรณีที่โดเมนของ f  ครอบคลุมชวงในรปู  ( , )a +∞  เรานิยาม 

0

1
lim ( ) lim ( )

x t
f x f

t+→+∞ →
=  

และในกรณีทีโ่ดเมนของ f  ครอบคลุมชวงในรูป  ( , )a−∞  เรานิยาม 

0

1
lim ( ) lim ( )

x t
f x f

t−→ −∞ →
=  

ตัวอยาง 2.10  

จงพิจารณาหาคาของ 
3

3 2
2 5 7

lim
4 1x

x x
x x x→ +∞

+ −
− + −

 

วิธีทํา
  

3 3

3 2 0
3 2

2 3

2 30

2 5
72 5 7

lim lim 4 1 14 1 1

2 5 7 1
lim

24

x t

t

x x tt
x x x

tt t
t t

t t t

+

+

→ +∞ →

→

+ −+ −
=

− + − − + −

+ −
= =

− + −

  

ตัวอยาง 2.11  

จงพิจารณาหาคาของ 
3

3 2
2 5 7

lim
4 1x

x x
x x x→ −∞

+ −
− + −

 

วิธีทํา
   

3 3

3 2 0
3 2

2 3

2 30

2 5
72 5 7

lim lim 4 1 14 1 1

2 5 7 1
lim

24

x t

t

x x tt
x x x

tt t
t t

t t t

−

−

→ −∞ →

→

+ −+ −
=

− + − − + −

+ −
= =

− + −

  

ตัวอยาง 2.12  

จงพิจารณาหาคาของ lim
1x

x
x→ +∞ +

 

วิธีทํา   
0 0 0

1 1
1

lim lim lim lim 1111 111x t t t

x t t
x t

tt

+ + +→ +∞ → → →
= = = =

+ +++
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ตัวอยาง 2.13  

จงพิจารณาหาคาของ lim
1x

x
x→ −∞ +

 

วิธีทํา   
0 0 0

1 1
1

lim lim lim lim 1111 111x t t t

x t t
x t

tt

− − −→ −∞ → → →
= = = = −

+ −−+
  

บทนิยาม 2.8 

ถา ( ) 0f x >  ทุกๆ x  ในชวงอนันตจากจุดใดจุดหนึ่งไปทางขวาของจุดนั้น และ   
1

lim 0
( )x f x→+∞

=  เรากลาววา 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

บทนิยาม 2.9 

ถา ( ) 0f x > ทุกๆ x  ในชวงอนันตจากจุดใดจุดหนึ่งไปทางซายของจุดนั้น และ   
1

lim 0
( )x f x→−∞

=   เรากลาววา 

lim ( )
x

f x
→ −∞

= +∞  

บทนิยาม 2.10 

ถา ( ) 0f x <  ทุกๆ x  ในชวงอนันตจากจุดใดจุดหนึ่งไปทางขวาของจุดนั้น และ   
1

lim 0
( )x f x→+∞

=  เรากลาววา 

 lim ( )
x

f x
→+∞

=−∞  

บทนิยาม 2.11 

ถา ( ) 0f x <  ทุกๆ x  ในชวงอนันตจากจุดใดจุดหนึ่งไปทางขวาของจุดนั้น และ   
1

lim 0
( )x f x→ −∞

=  เรากลาววา 

 lim ( )
x

f x
→ −∞

=−∞  
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ตัวอยาง 2.14  

จงพิจารณาหาคาของ 
2

lim
4x

x x
x→+∞

−
−

 

วิธีที่ 1 จากบทนิยาม 2.7 ไดวา

2

2

20 0

1 1
1

lim lim lim
14 44x t t

x x tt t
x t t

t

+ +→+∞ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= =

⎛ ⎞− −⎟⎜ −⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 

ตอไปจะแสดงวา 20

1
lim

4t

t
t t+→

−
=−∞

−
 

เน่ืองจาก 0t +→  ดังน้ันพิจารณากรณี 0t >  แตใกลๆ  0 ซ่ึงจะไดวา 1 0t − <  และ 

1 4 0t− >  ดังน้ัน 2
1 1

( ) : 0
4 (1 4 )

t t
f t

t t t t
− −

= = <
− −

 

และ 
2

0 0 0
2

1 1 4 0
lim lim lim 01( ) 1 1

4
x x x

t t
tf t t

t t

+ + +→ → →

−
= = = =− − −

−  

จากบทนิยาม 2.5 สรุปไดวา 20

1
lim

4t

t
t t+→

−
=−∞

−
 น่ันคือ 

2

lim
4x

x x
x→+∞

−
=−∞

−
  

วิธีที่ 2  ให 
2 (1 )

( ) : 0
4 4

x x x x
f x

x x
− −

= = <
− −

  เม่ือ x → ∞  

2

22 0 0

1
4

1 4 4 0
lim lim lim lim 0

( ) 1 11 1x x t t

x t tt
f x x x t

t t

+ +→+∞ →+∞ → →

⎛ ⎞⎟⎜ −⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠
= = = = =

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ดังน้ันจากบทนิยาม 2.10 สรุปไดวา 
2

lim
4x

x x
x→+∞

−
=−∞

−
  

ตัวอยาง 2.15  

จงพิจารณาหาคาของ 
3 1

lim
1x

x
x→ −∞

+
−

 

วิธีทํา  ให 
3 1

( ) : 0
1

x
f x

x
+

= >
−

  เม่ือ x →−∞  

2 3

33 30 0

1
1

1 1 0
lim lim lim lim 0

( ) 1 1 11
1

x x t t

x t tt
f x x t

t

− −→ −∞ → −∞ → →

⎛ ⎞⎟⎜ −⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠= = = = =
+ +⎛ ⎞⎟⎜ +⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 

ดังน้ันจากบทนิยาม 2.9 สรุปไดวา 
3 1

lim
1x

x
x→ −∞

+
= +∞

−
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แบบฝกหัด 2.3 

 

1. 2
1 2

lim
3 5x

x
x x→ +∞

−
+ −

 2. 
4

2
1

lim
3x

x
x→ −∞

−
−

 

3. 
2 1

lim
2 4x

x
x→ −∞

+
−

 4. 
2 2 3

lim
1x

x x
x→ +∞

− +
−

 

5. 
3 2 1

lim
2x

x x
x→ −∞

− +
+

 6. 
3 2

2
3 2

lim
5x

x x x
x x→+∞

+ −
−

 

7. 
3 2

2
3 2

lim
5x

x x x
x x→ −∞

+ −
−

 8. 
2

2

7
lim

2 2x

x

x x→ +∞

−

− −
 

9. 
3

3 2
1

lim
3 4x

x x
x x→∞

+ +
+ +

 10. 
33 1

lim
3 5z

z
z→ −∞

+
−

 

11. 
2

3

2
lim

1 4x

x x

x x→ −∞

+ −

− −
 12. 2lim ( 4)

x
x x x

→∞
− +  

13. 
24

lim
4x

x
x→ −∞

+
+

 14. 
2 1

lim
4v

v
v→∞

+
+

 

15. 
2 1

lim
4v

v
v→ −∞

+
+

 16. 2lim ( )
x

x x x
→∞

+ −  

17. 2
1 3

lim ( )
2 4x x x→∞
−

− −
 18. 

210 1
lim
x

x
x→∞

+ +
 

19. 
2

1
3

1
lim

3 1
z

z

z
→ −∞

+

−

 20. 3 33 3lim ( 1)
x

x x x
→ −∞

+ − +  

21. 
6 4

2lim
12x

x x
x x→ +∞

−
+ −

 22. 
3

3 2
| |

lim
| 2 2 |x

x x
x x x→ −∞

−
− − +

 

 



                                                                                                                                                         

2301113 บทที่ 2   32 

 

2.2 ลิมิตของลําดับของจํานวนจริง 

ความคิดที่เกีย่วของกับความคิดเรื่องความตอเน่ืองและลิมิตของฟงกชันอยางหนึ่งคือ
ความคิดเรื่องลิมิตของลําดบัของจํานวนจริง 

คําวาลําดับ(sequence) โดยทั่วๆ ไป หมายถึง ฟงกชันที่มีโดเมนเปนเซตของจํานวนนับ 
ดังน้ัน  ลําดบัของจํานวนจริง ก็คือฟงกชันคาจริงที่มีโดเมนเปนเซตของจํานวนนับ  
ตัวอยางเชน  

           ,( 1) 1,2, 3,
1

n n
a n n

n

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜= − =⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠+⎪ ⎪⎩ ⎭
…  

ตอไปน้ีเราจะเรียกลําดับของจํานวนจริงแตเพียงยอๆวา "ลําดับ" 

สําหรับลําดับ s ใดๆ  เราเรียกคา ( )s n  วาพจนที่ n  ของ s และนิยมเขียนแทนดวย

สัญลักษณ ns  ลําดับ  ,( 1) 1,2, 3,
1

n n
a n n

n

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜= − =⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠+⎪ ⎪⎩ ⎭
…  จึงมีพจนที่ n เปน

( 1)
1

n
n

n
a

n
= −

+
 

นอกจากนั้นเราไมนิยมเขียนพรรณนาลําดับเปนเซตของคูอันดับในรูป 

,( 1) 1,2, 3,
1

n n
n n

n

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜ − =⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠+⎪ ⎪⎩ ⎭
…  

แตนิยมเขียนพรรณนาโดยการบอกพจนที่ n ไวในวงเล็บปกกา  เชนเขียนลําดับขางบน
ดวยสัญลักษณ 

{ }( 1)
1

n n
n

−
+

 

ให   { }ns  เปนลําดับของจํานวนจริง ถา L เปนจํานวนจริงซ่ึงทุกชวงเปดที่ลอม L มี
พจนของลําดับอยูดวยเปนจํานวนอนันต หรืออีกนัยคือ มีพจนของลําดับ { }ns เปนจํานวน
อนันตพจนลูเขาสู L เรากลาววา L เปน จุดลิมิต (limit point) ของลําดับ { }ns   

ตัวอยาง 2.16  

จงพิจารณาหาจุดลิมิตของลําดับ { }( 1)
1

n n
n

−
+

 

วิธีทํา  ให ( 1)
1

n
n

n
a

n
= −

+
 

จาก 
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1 2

3 4

5 6

1 2
2 3
3 4
4 5
5 6
6 7

a a

a a

a a

= − =

= − =

= − =

 

สังเกตเห็นวา ลําดับทางซายมือลูเขา 1−  และลําดับทางขวามือลูเขา 1 ซ่ึงแสดงไดดังน้ี 
กรณี n เปนจํานวนคู เขียน 2n k=  จะไดวา  

2
2

2 2
( 1)

2 1 2 1
k

n k
k k

a a
k k

= = − =
+ +

 และ 2
lim 1

2 1k

k
k→∞

=
+

 

น่ันคือ มีพจนของลําดับ { }na  เปนจํานวนอนันตพจนลูเขาสู 1 ดังน้ัน 1 เปนจุดลิมิตของ { }na  
กรณี n เปนจํานวนคี่ เขียน 2 1n k= +  จะไดวา  

2 1
2 1

2 1 2 1
( 1)

(2 1) 1 2 2
k

n k
k k

a a
k k

+
+

+ +
= = − = −

+ + +
 และ 2 1

lim 1
2 2k

k
k→∞

+
− = −

+
 

น่ันคือ มีพจนของลําดับเปนจํานวนอนันตพจนลูเขาสู 1−  ดังน้ัน 1−  เปนจุดลิมิตของ { }na   

ขอสังเกต 
ถา A และ B เปนเซตของจุดลิมิตของลาํดับยอย { }2ka  และ { }2 1ka + ของลําดับ { }na  

แลว A B∪  คือ เซตของจุดลิมิตของลําดับ { }na  

 

สําหรับลําดับใดๆ เรากลาววา +∞  เปนจุดลมิิตของลําดบั  ถาทุกๆ ชวงเปดในรูป 
( , )a +∞  มีพจนของลําดับน้ันอยูดวยเปนจํานวนอนันต 

สําหรับลําดับใดๆ เรากลาววา −∞  เปนจุดลมิิตของลําดบั  ถาทุกๆ ชวงเปดในรูป 
( , )b−∞  มีพจนของลําดับน้ันอยูดวยเปนจํานวนอนันต ตัวอยางเชน { }( 1)nn− มีทั้ง +∞และ
−∞  เปนจุดลิมิต 

ตัวอยาง 2.17  

จงแสดงวา +∞  และ −∞  เปนจุดลิมิตของลําดับ{ }na  โดยที่ ( 1)n
na n= −  

วิธีทํา กรณี n เปนจํานวนคู เขียน 2n k=  จะไดวา  
2

2 ( 1) (2 ) 2k
n ka a k k= = − =  และ lim 2

k
k

→∞
= +∞  

กรณี n เปนจํานวนคี่ เขียน 2 1n k= +  จะไดวา  
2 1

2 1 ( 1) (2 1) (2 1)k
n ka a k k+

+= = − + = − +  และ lim (2 1)
k

k
→∞

− + = −∞  

ดังน้ัน ไดวา +∞  และ −∞  เปนจุดลิมิตของลําดบั{ }na     
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ถาลําดับใดมจุีดลิมิตเพียงคาเดียว เรากลาววา ลําดับน้ัน มีลิมิต  และเรียกจุดลมิิตเพียง
คาเดียวนั้นวา ลิมิต ของลําดับน้ัน  ถา L เปนลิมิตของ { }ns  เราเขียนแสดงดวยสัญลักษณ 

lim n
n

s L
→∞

=  

ถาลําดับใดมลีิมิตเปนจํานวนจริง เรากลาววาลําดับน้ันเปน ลําดับลูเขา (convergent 

sequence) มิเชนน้ันเรากลาววาเปน ลําดับลูออก (divergent sequence) 

ดังน้ันถาลําดับใดมีลิมิตเปนจํานวนจริง L เราก็กลาววาลําดับน้ีลูเขาหา L แตถาลําดับมี
ลิมิตเปน  +∞  หรือ −∞  เรากลาววา ลําดับดังกลาวลูออกแบบ +∞หรือ −∞  ตามลําดับ 

ตัวอยาง 2.18  

จงพิจารณาวาลําดับ{ }na  เปนลําดับลูเขาหรือลูออก  โดยที่ ( 1)n

na
n

−
=  

วิธีทํา กรณี n เปนจํานวนคู เขียน 2n k=  จะไดวา  
2

2

( 1) 1
2 2

k

n ka a
k k

−
= = =  และ 1

lim 0
2k k→∞

=  

กรณี n เปนจํานวนคี่ เขียน 2 1n k= +  จะไดวา  
2 1

2 1

( 1) 1
2 1 2 1

k

n ka a
k k

+

+

−
= = =

+ +
 และ 1

lim 0
2 1k k→∞

=
+

 

ดังน้ัน ไดวา 0 เปนจุดลิมิตของลําดับ{ }na   
เน่ืองจากลําดับ { }na  มีจุดลิมิตเพียงจุดเดียว ดังน้ัน ลําดับ { }na  มีลิมิตเปน 0    

น่ันคือ ลําดับ { }na  เปนลําดับลูเขาสู 0     

ตัวอยาง 2.19  

จงพิจารณาวาลําดับ{ }na  เปนลําดับลูเขาหรือลูออก  โดยที่ ( 1)

2

n

n

n
a n −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 เม่ือ [ ]x  คือ 

จํานวนเต็มมากสุดที่มีคาไมเกิน x  

วิธีทํา กรณี n เปนจํานวนคู เขียน 2n k=  จะไดวา  
2

2 2 2n ka a k k k= = ⋅ =  และ 2lim 2
k

k
→∞

= +∞  

กรณี n เปนจํานวนคี่ เขียน 2 1n k= +  จะไดวา  
1

2 1 (2 1)
2 1n k

k
a a k k

k
−

+= = ⋅ + =
+

 และ 1
lim

2 1 2k

k
k→∞

=
+

 

ดังน้ัน ไดวา +∞  และ 1
2

 เปนจุดลิมิตของลําดบั{ }na   

เน่ืองจาก { }na  มีจุดลิมิตมากกวาหนึ่งจุด ดังน้ัน { }na  เปนลําดับลูออก  
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ทฤษฎีบท 2.7 

ถา lim ,n
n

a A
→∞

=   lim n
n

b B
→∞

=  โดยที่  A, B เปนจํานวนจริง  จะไดวา 

    1)   lim ( )n n
n

a b A B
→∞

+ = +  

    2)  lim ( )n n
n

a b AB
→∞

=  

    3)  lim ( )n

n n

a A
b B→∞

=  

ทั้งน้ีในขอ 3) น้ัน B ตองไมเปนศูนย 

ทฤษฎีบท 2.8 

ถา n n na c b≤ ≤  ทุกๆ  n และถา lim limn n
n n

a b L
→∞ →∞

= =  

แลวไดวา   
lim n

n
c L

→∞
=  

ทฤษฎีบท 2.9 

ถา f  มีความตอเน่ืองที่ c  และถา lim n
n

x c
→∞

=  

แลวไดวา   
lim ( ) ( )n

n
f x f c

→∞
=  

ทฤษฎีบท 2.10 

ถา  lim ( )
x c

f x L
→

=  และถา lim n
n

x c
→∞

=  โดยที่ nx c≠  ทุกๆ  n 

แลวไดวา    
 lim ( )n

n
f x L

→∞
=  

ตัวอยาง 2.20  

จงพิจารณาหาคาลิมิต lim
3 1n

n
n→∞ −

 

วิธีทํา สังเกตวา จะใชทฤษฎีบท 2.7 (3) ไมได เน่ืองจาก lim
n

n
→∞

และ lim 3 1
n

n
→∞

−  ไมเปน

จํานวนจริง ดังน้ัน เราตองจัดรูปซ่ึงไดวา 
1

lim lim 13 1 3
n n

n
n

n
→∞ →∞

=
− −
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และเนื่องจาก 1
lim 3 3 0
n n→∞

− = ≠  ดังน้ันจากทฤษฎีบท 2.7 สรุปไดวา 

 
lim 11 1

lim lim 1 13 1 33 lim 3

n

n n

n

n
n

n n

→∞

→∞ →∞

→∞

= = =
− − −

  

ตัวอยาง 2.21  

จงพิจารณาหาคาลิมิต 2lim
1n

n
n→∞ +

 

วิธีทํา   2

2 2

1 1
lim 0

lim lim 01 11 11 lim1

n

n n

n

n n n
n

n n

→∞

→∞ →∞

→∞

= = = =
+ + +

  

ตัวอยาง 2.22  

จงพิจารณาหาคาลิมิต lim (2 1) (2 1)
n

n n n n
→∞

+ − −  

วิธีทํา   

( ) (2 1) (2 1)
(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)

(2 1) (2 1)

(2 1) (2 1)

(2 1) (2 1)

2

(2 1) (2 1)

2
1 1

2 2

n n n n
n n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n

n n n n

n n

+ + −
+ − − = + − −

+ + −

+ − −
=

+ + −

=
+ + −

=
+ + −

  

เน่ืองจาก 1
lim 2 2
n n→∞

± =  และ ( ) :f x x=  ตอเน่ืองที่ 2x =  ดังน้ัน 

โดยทฤษฎีบท 2.9  จะไดวา 1 1
lim 2 lim 2 (2) 2
n n

f f
n n→∞ →∞

⎛ ⎞⎟⎜± = ± = =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 ฉะนั้น 

 

2
lim (2 1) (2 1) lim

1 1
2 2

2 1
2 2 2

n n
n n n n

n n

→∞ →∞
+ − − =

+ + −

= =
+
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แบบฝกหัด 2.4 

จงพิจารณาวาลําดับตอไปนี้ ลูเขาหรือลูออก กรณีที่ลําดับลูเขา จงหาวา ลําดับน้ันลูเขาหาคาใด 
กรณีที่ลําดับลูออก จงใหเหตุผลประกอบพรอมทั้งระบุวาเปนลําดบัลูออกแบบ ,−∞ +∞  หรือ

ไมใชทั้งสอง 

1. { }2
1

n
n
−
+

 2. { }( 1)n−  

3. 
2

2 1
n

n

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪+⎪ ⎪⎩ ⎭
 4. 

1

2
( 1)n

n

+⎧ ⎫⎪ ⎪−⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
 

5. 
2 1 3
2 1

n
n

⎧ ⎫⎪ ⎪+ −⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
 6. { }sin( )

2
nπ

 

7. 
3

3
(2 1) 1

8
n

n

⎧ ⎫⎪ ⎪− +⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭
 8. 

sin( )
2

n

n

π⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 

9. { }1 2n n− − +  10. { }2 2 2n n n+ − +  

 

 


