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บทที่  3 

อินทิกรัลจํากัดเขตและการประยุกต 

3.1 ความหมายของอินทิกรัล 

Morris Kleine กลาวไวในหนังสือชื่อ Mathematics  and the Physical World 

วานิวตันตองรอถึง 20 ป  กวาจะพิมพเผยแพรกฎขอที่ 3 ของเขา  เพราะตองรอใหพิสูจนได
เสียกอนวาการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุรูปทรงกลมนั้นอาจคํานวณไดโดยคิดถือเอาวามวล
ของทรงกลมนั้นอยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม  การพิสูจนตองใชความคิดเรื่องอินทิกรัล
(integral) ซ่ึงเปนเรื่องหน่ึงของแคลคูลสั  กอนอ่ืนเรามาพิจารณาดูกันวาเหตุใดจึงนาสงสัยวา
เราคิดเอาไมไดวามวลของวตัถตุางๆที่ดึงดูดกันน้ันตองอยูที่จุดศูนยกลางของวัตถุน้ันๆ 

ลองพิจารณาแรงดึงดูดระหวางวตัถุ A กับ B ในสองกรณีตอไปน้ีเปรียบเทียบกัน 

 

  กรณีใดมากกวากัน ?    กรณีใดควรจะมีแรงดึงดูดมากกวา? 

กรณี (ข) วัตถุ B ประกอบดวย B ในกรณี (ก) รวมกับสวนที่ยาวขึน้กวากรณี (ก) สวนที่
ยาวขึ้นนี้ยอมทําใหไดแรงดึงดูดเพิ่มขึ้น  จึงตอบวาแรงดึงดูดในกรณี (ข) มากกวาในกรณี (ก) 

แตถาเราใชกฎของนิวตันคาํนวณหาแรงดึงดูด โดยการถือเอาวามวลของ B อยูที่จุด
ศูนยกลางของ B  ไดดังตอไปน้ี 

ให A มีมวล m และ A อยูหางจาก B เปนระยะ L 

กรณี (ก)   สมมติ B ยาว 2L และมีมวล M 

จะไดวามวลของ A และ B อยูหางกัน L+L = 2L 

ดังน้ัน แรงดึงดูดคือ 2 2 2
2
8(2 ) 4

GmM GmM GmM
L L L

= =  

A B 

A 

 

B 

 

(ก) 

(ข) 
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กรณี (ข)   สมมติ B ยาว 4L ดังน้ันมีมวล 2M 

จะไดวามวลของ A และ B อยูหางกัน L+2L = 3L  

ดังน้ัน แรงดึงดูดคือ 2 2 2
(2 ) 2

9(3 ) 9
GmM Gm M GmM

L L L
= =  

ซ่ึงจะพบวา การถือเอาวามวลของ B อยูที่จุดศูนยกลางของ B คํานวณแรงดึงดูดในกรณี 
(ข) นอยกวาในกรณี (ก) ซ่ึงขัดแยงกับสิง่ที่ควรเปน 

ตัวอยางที่กลาวมาขางตนแสดงใหเห็นวาการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุโดยทัว่ๆไป
ดวยกฎของนิวตันนั้น เราไมอาจที่จะถือเอาวามวลของวัตถุอยูที่จุดศนูยกลางของมันเสมอไป  
ตอไปน้ีเปนแนวทางในการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุในตัวอยางที่กลาวมา  การคํานวณ
ดังกลาวนี้จะเปนการประมาณคา เพ่ือหาวาแรงดึงดูดที่แทจริงน้ันมีคาอยูระหวางสองคาใด 

สมมติวาวตัถชุิ้นที่หน่ึงเปนจุด A มีมวล m  วัตถุชิ้นทีส่องเปนสวนของเสนตรง BC ซ่ึงมี
ความยาว L และมีมวล M  วัตถทุั้งสองวางเรียงกันอยูดังรูป  

 

ในที่น้ีจะสมมติวา A อยูที่จุดกําเนิด   B อยูหางจาก A ดวยระยะทาง d  และ BC มี
ความยาว L และจะถือเอาวามวลของ BC อยูระหวาง B กับ C  สมมติวามวลของ BC อยูที่
จุด T หางจาก A เปนระยะทาง  t  หนวย 

 

ดังน้ันแรงดึงดูด =  2
GmM

t
   แต  t  มีคาอยูระหวาง  d  กับ d+L  จึงไดวา 

2 2 2( )
GmM GmM GmM
d L t d

≤ ≤
+

 

น่ันคือ เราไดวา แรงดึงดูดมีคาอยูระหวางคาสองคา 

A B C T 

A B C 
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คราวนี้เราจะคิดเอาวา BC ประกอบดวยวัตถุสองชิ้น  คือ  BD กับ DC 

 

แลวประมาณคาแรงดึงดูดของวัตถุแตละชิ้นวาอยูระหวางสองคาใด  เม่ือนํามารวมกันเรา
ก็จะไดคาประมาณของแรงดึงดูดที่อยูในชวงที่แคบเขามา  หากเราแบง BC ออกเปนชิ้นที่ยิ่ง
เล็กลง แตมีมากชิ้นขึ้น การประมาณก็จะยิ่งดีขึ้น 

มีการคํานวณปริมาณตางๆหลายอยางที่ทําไดดวยวธิกีารหาคาประมาณเปนชวง  โดยทํา
ใหชวงทีใ่ชในการประมาณนั้นแคบเขาเทาใดก็ได   ในทํานองเดียวกนักับที่เราทํากับการคํานวณ
แรงดึงดูด  เราจะหยุดพักเรื่องแรงดึงดูดไวชัว่คราว จะไปดูการคํานวณอยางอ่ืนในลักษณะ
เดียวกันที่เห็นไดงายกวากันเสียกอน    แลวจึงกลบัมาพิจารณาการคํานวณแรงดึงดูดระหวาง
วัตถ ุอยางอ่ืนที่วานี้ก็คือ พ้ีนที่ใตเสนโคง 

ตอไปน้ีจะแสดงตัวอยางการคํานวณหาพื้นที่ที่อยูระหวางกราฟของฟงกชันกับชวงปดบน
แกน X  ฟงกชันที่จะนํามาเปนตัวอยางในที่น้ี คือ 2( ) , 0 2f x x x= ≤ ≤  

ซ่ึงมีกราฟในชวงดังกลาวดงัน้ี  
 

 

เราจะพิจารณาวาพื้นที่ A ระหวางกราฟกับชวง [0,2] 

มีคาเทาใด 

โดยจะประมาณวา A มีคาอยูระหวางสองคาใด 

 

 

 

 

เราจะหาคาทีน่อยกวาพื้นที ่A โดยการแบงชวง [0,2]ออกเปน
สวนยอยๆ แลวสรางสี่เหลีย่มผืนผาบนชวง 

ยอย บรรจุลงในพื้นที่ดังกลาวใหสูงมากทีสุ่ดเทาที่จะทําได 

ผลบวกพื้นทีส่ี่เหลี่ยมผืนผาเหลา น้ียอมนอยกวาพื้นที ่A 

 

A B C D 

2 

4 

2( )f x x=

X

Y

2 

A

4 

2( )f x x=

X

Y
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เราจะหาคาทีม่ากกวาพื้นที ่A โดยการแบงชวง [0,2] 

ออกเปนสวนยอยๆ แลวสรางสี่เหลี่ยมผืนผาบนชวงยอย ให
คลุมพ้ืนที่ดังกลาว  แตใหต่ําที่สุดเทาที่จะทําได 

ผลบวกพื้นทีส่ี่เหลี่ยมผืนผาเหลานี้ยอมมากกวาพื้นที ่A 

 

 

 

 

สําหรับการแบงที่ใชหาคาที่นอยกวาพื้นที่ A น้ัน  ถาเรา
แบงชวงใหเปนสวนยอยยิ่งขึ้น ผลบวกพืน้ที่สี่เหลี่ยมผนืผาจะมี
คามากขึ้น จึงใกลคาพื้นที่ A ยิ่งขึ้น 

สําหรับการแบงที่ใชหาคาที่มากกวาพื้นที่ A น้ัน ถาเรา
แบงชวงใหเปนสวนยอยยิ่งขึ้น  ผลบวกพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผาจะมี
คานอยลง  และใกลเคียงคาพื้นที่ A ยิ่งขึ้นเชนกัน 

   

      เราจะแบงชวง [0,2] ออกเปน n สวนเทาๆ กัน แลวคาํนวณหาผลบวกพื้นที่เหลี่ยมผืนผา
ทั้งสองแบบในพจนของ n  เราจะแทนผลบวกพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผาทีบ่รรจุภายใน และผลบวก
พ้ืนที่สี่เหลี่ยมผืนผาที่ใชปกคลุมดวยสัญลกัษณ  nL  และ nU  ตามลําดับ 

เราจะพบวา (แสดงในหองเรียน) 
2 2

2
3 3 3

1 1 1

2( 1) 2 8( 1) 8 8 ( 1) (2 1)
( 1)

6

n n n

n
i i i

i i n n n
L i

n n n n n= = =

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ − − −⎟⎜ ⎟⎜= = = − =⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠∑ ∑ ∑

 

2
2

3 3
1 1

2 2 8 8 ( 1)(2 1)
6

n n

n
i i

i n n n
U i

n n n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + +⎟ ⎟⎜ ⎜= = =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  

เม่ือพิจารณาหาคาลิมิต เราจะพบวา 
32 8

lim lim
3 3n n

n n
L U

→∞ →∞
= = =  

แตเน่ืองจาก n nL A U≤ ≤   จึงไดวา 
32 8
3 3

A = =  

2( )f x x=

2 

4 

X

Y

4 

2 

2( )f x x=

X

Y
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ในที่น้ี เราได คาแมนตรง (exact value) ของ A 

การไดคาแมนตรงของ A น้ันไมใชเรื่องบงัเอิญ เฉพาะกรณีของฟงกชัน  2( )f x x=  บน
ชวง [0,2] เทานั้น  เราอาจใชวธิกีารคํานวณแบบที่กลาวมากับฟงกชันใดๆ บนชวงปดที่มี
ขอบเขตใดๆ ก็ได  ถาฟงกชันนั้นๆ เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนชวงดังกลาว เราจะไดวา 

lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=  

เสมอ 

ฟงกชันที่เรานํามาคํานวณหาพื้นที่ระหวางกราฟของมันกับชวงบนแกน X น้ันตองเปน
ฟงกชันที่ไมมีคาเปนลบในชวงนั้น เพ่ือวาเสนกราฟจะไดอยูเหนือแกน X  ตลอดชวง  อยางไรก็
ตามวิธีการคาํนวณที่ใชคํานวณหาพื้นทีดั่งที่กลาวมานั้น หากจะนํามาใชกับฟงกชันโดยทั่วไป  

ที่มีคาเปนลบบางก็ยอมทําได  แตจะใชผลลัพธที่ไดเปนพ้ืนที่ยอมทําไมได  เพราะพจนตางๆ ที่
บวกกันเปน nL  กับ nU น้ันอาจมีบางพจนเปนลบตัดกันไปบาง 

วิธีการคํานวณดังกลาวนี้ นอกจากจะใชคํานวณหาพื้นที่แลว  ยังใชคํานวณหาปริมาณ
อยางอ่ืนๆ ไดอีกมากมาย เชน งาน แรง  นักคณิตศาสตรจึงศึกษาวธิีการคํานวณนี้สําหรับ
ฟงกชันโดยทั่วๆ ไป  โดยเรียกวิธคีํานวณแบบนี้วา การอินทิเกรต (integration) และเรียก
ผลลัพธของการคํานวณวา อินทิกรัล (integral) คําวา integral น้ี ราชบัณฑิตทยสถาน ใหใช
คําไทยวา ปริพันธ หรือ อินทิกรัล   ตอไปน้ีจะใชคําวา อินทิกรัล 

อินทิกรัลที่จะกลาวถึงตอไปนี้เปน อินทิกรัลจํากัดเขต (definite integral) มีบทนิยาม
ของอินทิกรัลตางๆ กันหลายแบบ  ในที่น้ีจะนํามากลาวเพียงสองแบบ  คือ  แบบของดารบู 
(Darboux) กับ แบบของรีมันน (Riemann) บทนยิามสองแบบนี้อธิบายไมเหมือนกัน  แต
พิสูจนไดวาใหความหมายเดียวกัน  กลาวคือเปนบทนิยามที่สมมูลกัน 

ตอไปน้ีเปนบทนิยามแบบของดารบ ู
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บทนิยาม 3.1 

ให  f   เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [ , ]a b  และมีขอบเขตบนชวง [ , ]a b   

ให n เปนจํานวนนับใดๆ  และให 

0 1 2 3 1n na x x x x x x b−= < < < < < < =…  

เปนการแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ n ชวง คือ 

   0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

สําหรับแตละ i = 1, 2, 3, . . . , n  ให 
glbim =  ของ f  บน 1[ , ]i ix x−  

  lubiM =  ของ f  บน 1[ , ]i ix x−  

ในที่น้ี glb กับ lub หมายถึงคาขอบเขตลางสูงสุด กับคาขอบเขตบนต่ําสุดของ f  ในชวง 

1[ , ]i ix x−  ตามลําดับ 

เราเรียกผลบวก   1
1

( )
n

i i i
i

L m x x −
=

= −∑   วา  ผลบวกลางแบบดารบ ูและเรียก

ผลบวก  1
1

( )
n

i i i
i

U M x x −
=

= −∑  วา  ผลบวกบนแบบดารบ ู

เราเรียก ขอบเขตบนต่ําสุด ของเซตของบรรดาคา L ทั้งหลายทั้งหลายวา  อินทิกรัลลาง 
(lower integral) ของ f  บนชวง [ , ]a b  และเรยีก ขอบเขตลางสูงสุด ของเซตของบรรดาคา 
U ทั้งหลายทัง้หลายวาอินทิกรัลบน (upper integral) ของ f  บนชวง [ , ]a b  

ถา อินทิกรัลลาง กับ อินทิกรัลบน ของ f  บนชวง [ , ]a b  มีคาเทากัน  เรากลาววา f  

เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  ( f  is integrable over the interval [ , ]a b  ) 

และเรียกคาทีเ่ทากันของอินทิกรัลลางกบัอินทิกรัลบนนั้นวา อินทิกรัล (integral) ของ f   บน
ชวง [ , ]a b  

ตัวอยาง 3.1 

กําหนดให ( )f x x=  จงหาผลบวกบนแบบดารบูและผลบวกลางแบบดารบูของ f  บนชวง 
[0,2] 

วิธีทํา  แบงชวง [0,2] เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง 2
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1
2 2

[ , ] [( 1) , ]i i
i

x x i
n n− = −  

ซ่ึงไดวา ( 1)2
i

i
m

n
−

=  และ 2
i

i
M

n
=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f  บนชวง [0,2] คือ 
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2

1 2
1 1

2 2

2 2

( 1)2
( )

2 2 ( 1)
(0 1 ( 1))

2

n n

n i i i
i i

i
L m x x

n

n n
n

n n

−
= =

−
= − =

−
= + + + − =

∑ ∑
 

และผลบวกบนแบบดารบูของ f  บนชวง [0,2] คือ 

  

2

1 2
1 1

2 2

2 2

(2)
( )

2 2 ( 1)
(1 2 )

2

n n

n i i i
i i

i
U M x x

n

n n
n

n n

−
= =

= − =

+
= + + + =

∑ ∑
  

หมายเหตุ 
เน่ืองจากบทนิยามกําหนดไววาฟงกชัน f  เปนฟงกชันที่มีขอบเขต  จึงตองมีคา M  คา

หน่ึง ซ่ึง ( )f x M≤  ทุกๆ x ในชวง [ , ]a b  ดังน้ัน , 1,2, ,im M i n≤ = …  

จึงไดวา 

1
1

( ) ( )
n

i i i
i

L m x x M b a−
=

= − ≤ −∑  

คือเราไดวา  

เซตของบรรดาคา  L ทั้งหลายเปนเซตทีมี่ขอบเขตบน  จึงยอมมีขอบเขตบนต่ําสดุ 

ในทํานองเดียวกันเราจะไดวา 

เซตของบรรดาคา  U ทั้งหลายเปนเซตทีมี่ขอบเขตลาง  จึงยอมมีขอบเขตลางสูงสดุ 

ขอสังเกต 

        1.  สําหรับวิธีแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ แลวนํามาคํานวณ ผลบวกลาง 
L กับผลบวกบน U  ยอมไดวา L U≤  เสมอไป 

        2.  ถา  L'  เปนผลบวกลาง ที่คาํนวณโดยใชการแบงที่แบงยอยกวาการแบงที่ใช
ในการคํานวณผลบวกลาง L ยอมไดวา L L′≤  สวนผลบวกบน U ′ กับ U ทีค่ํานวณจาก  

การแบงดังกลาว เราจะไดวา U U′ ≤  

        3.  สําหรับการแบงชวง [ , ]a b  สองแบบใดๆ 

0 1 2 0 1 2{ , , , , }, { , , , , }n nP x x x x P x x x x′ ′′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= =… …  

ถาเราให P  เปนการแบงที่ใชจุดแบงทั้งของ P ′  และ ของ P ′′ รวมกัน (union กัน) เรายอม
ไดวา L L U U′ ′′≤ ≤ ≤ เม่ือ L′  และ L  เปนผลบวกลางที่สอดคลองกับเซต P ′  และ P
ตามลําดับ และ U  และ U ′′  เปนผลบวกบนทีส่อดคลองกับเซต P  และ P ′′  ตามลําดับ 



  2301113 บทที่ 3  45 

 

 

 แสดงวาบรรดาผลบวกลางทั้งหลายมีผลบวกบนทั้งหลายเปนขอบเขตบน  และผลบวก
ลางตางก็เปนขอบเขตลางของบรรดาขอบเขตบน 

อินทิกรัลลาง    ≤    บรรดาผลบวกบน 

                        บรรดาผลบวกลาง     ≤    อินทิกรัลบน 

                               อินทิกรัลลาง    ≤     อินทิกรัลบน 

        4.  ถา { }nL  เปนลําดับใดๆของผลบวกลางเรายอมไดวา  nL ≤ อินทิกรัลลาง 

ดังน้ัน   lim n
n

L
→∞

≤  อินทิกรัลลาง 

ในทํานองเดียวกัน   ถา{ }nU เปนลําดับใดๆของผลบวกบน  เราจะไดวา 

อินทิกรัลบน  lim n
n

U
→∞

≤  

อสมการทั้งสองนี้ประกอบกับที่กลาวมากอน ไดวา 

lim n
n

L
→∞

≤  อินทิกรัลลาง ≤   อินทิกรัลบน lim n
n

U
→∞

≤  

ดังน้ัน  ถา lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=  เรายอมไดวา 

อินทิกรัลลาง  =  อินทิกรัลบน 

แสดงวาฟงกชันอินทิเกรตได  และมีคาเทากับคาทีเ่ทากันของคาลมิิตทั้งสองนั้น 

ตัวอยาง 3.2  

ยอนกลับไปพจิารณาตัวอยาง 3.1 แสดงการคํานวณหาพื้นที่ระหวางกราฟของ ( )f x x=   กับ
ชวง [0,2] ในการพิจารณานั้น  เราพบวา 
 lim lim 2n n

n n
L U

→∞ →∞
= =  

ตัวอยางดังกลาวจึงเปนตวัอยางที่แสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [0,2]

และมีคาอินทกิรัลเทากบั 2   

ตัวอยาง 3.3  

จงแสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดบนชวง [0, ]c  สําหรับจํานวนบวก c  ใดๆ 

และมีคาของอินทิกรัลเทากบั  
2

2
c

 

วิธีทํา  แบงชวง [0, ]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1[ , ] [( 1) , ]i i
c ic

x x i
n n− = −  
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ซ่ึงไดวา ( 1)
i

i c
m

n
−

=  และ i
ic

M
n

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  

1
1

2 2

2 2
1

( )

( 1) ( 1)
2

n

n i i i
i
n

i

L m x x

i c c n n
n n

−
=

=

= −

− −
= =

∑

∑
 

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  

1
1

2 2

2 2
1

( )

( 1)
2

n

n i i i
i
n

i

U M x x

ic c n n
n n

−
=

=

= −

+
= =

∑

∑
 

เน่ืองจาก 
2

lim
2n

n

c
U

→∞
=   และ 

2

lim
2n

n

c
L

→∞
=    

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
2

2
c    

ตัวอยาง 3.4  

จงแสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดบนชวง [ , 0]c  สําหรับ c  ที่เปนจํานวนลบใดๆ 

และมีคาของอินทิกรัลเทากบั  
2

2
c

−  

วิธีทํา  แบงชวง [ , 0]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n
−

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1
( 1) ( )

[ , ] [ , ]i i
c n i c n i

x x
n n−

− + −
=  

ซ่ึงไดวา ( 1)
i

c n i
m

n
− +

=  และ ( )
i

c n i
M

n
−

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [ , 0]c  คือ 
2 2

1 2 2
1 1

( 1) ( 1)
( )

2

n n

n i i i
i i

n i c c n n
L m x x

n n−
= =

− − + − +
= − = =∑ ∑  

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [ , 0]c   คือ  
2 2

1 2 2
1 1

( ) ( 1)
( )

2

n n

n i i i
i i

n i c c n n
U M x x

n n−
= =

− − − −
= − = =∑ ∑  

เน่ืองจาก 
2

lim
2n

n

c
L

→∞

−
=   และ 

2

lim
2n

n

c
U

→∞

−
=   

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
2

2
c−    
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ตัวอยาง 3.5  

จงหาผลบวกบนแบบดารบแูละผลบวกลางแบบดารบขูอง 2( )f x x=  บนชวง [0, ]c  สําหรับ
จํานวนบวก c  ใดๆ และจงแสดงวา f   อินทิเกรตไดบนชวงนี้ พรอมทั้งหาคาอินทิกรัล 

วิธีทํา  แบงชวง [0, ]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1[ , ] [( 1) , ]i i
c ic

x x i
n n− = −  

ซ่ึงไดวา 
2 2

2
( 1)

i
i c

m
n

−
=  และ 

2 2

2i
i c

M
n

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  
2 3 3

1 3 3
1 1

( 1) ( 1)( )(2 1)
( ) { }

6

n n

n i i i
i i

i c c n n n
L m x x

n n−
= =

− − −
= − = =∑ ∑  

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  
2 3 3

1 3 3
1 1

( 1)(2 1)
( ) ( )

6

n n

n i i i
i i

i c c n n n
U M x x

n n−
= =

+ +
= − = =∑ ∑  

เน่ืองจาก 
3

lim
3n

n

c
L

→∞
=   และ 

3

lim
3n

n

c
U

→∞
=   

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
3

3
c         

ตอไปน้ีเปนบทนิยามแบบของรีมันน 

บทนิยาม 3.2 

ให  f   เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [ , ]a b  และมีขอบเขตบนชวง [ , ]a b   
ให  n เปนจํานวนนับใดๆ  และให 

0 1 2 3 1n na x x x x x x b−= < < < < < < =…  

เปนการแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ n ชวง คือ 

0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

ให  * * *
1 2, , nt t t…  เปนจุดใดๆ จากชวงยอย 

0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

ตามลําดับ  เราเรียกผลบวก *
1

1

( )( )
n

n i i i
i

S f t x x −
=

= −∑  วา  ผลบวกรีมันนของ f  

ถาสําหรับทุกๆ วิธีแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยที่ขนาดของชวงกวางที่สุดมีลิมิตเปน
ศูนย เราไดวา lim n

n
S

→∞
มีคาเดียวกันเสมอ  เรากลาววา f  อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และเรียก

คาลิมิต lim n
n

S
→∞

 วา อินทิกรัลของ f   บนชวง [ , ]a b  
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จะสังเกตเห็นไดโดยงายวา n n nL S U≤ ≤ เสมอไป  ดังน้ัน ถา lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=   

เรายอมไดวา 

         
lim lim limn n n

n n n
L S U

→∞ →∞ →∞
= =

 

แสดงวาถาฟงกชันใดอินทิเกรตไดแบบดารบู ฟงกชันนั้นก็อินทิเกรตไดแบบรีมันนดวย   
และ  อินทิกรัลทั้งสองแบบมีคาเดียวกัน กลับกันก็เปนจริง  คือ ถาฟงกชันใดอินทิเกรตไดแบบ 
รีมันน ฟงกชันนั้นก็อินทิเกรตไดแบบดารบ ูแตเราเหน็ความจริงขอน้ีไดไมงายเหมือนขอแรก 

อินทิกรัลทั้งสองแบบจงึสมมูลกัน 

แบบฝกหัด 3.1 

1. กําหนดให 2( )f x x=  และ 2( ) 1g x x= +  บนชวงตอไปน้ี จงคํานวณหาผลบวกบนและ
ผลบวกลางของ f  และ g  บนชวงนั้น (ในนยิามของอินทิกรัลจํากัดเขตแบบดารบู) 
1.1. [0, ]c  เม่ือ 0c >  
1.2. [ , 0]c  เม่ือ 0c <  
1.3. [ , ]c c−  เม่ือ 0c >  

2. กําหนดให 
2

1
( )

3 1

x
f x

x

+
=

+
 บนชวง [0,5]   

จงบอกสูตรผลบวกรีมันน เม่ือแบง [0,5]  ออกเปน n ชวงเทาๆ กัน และใช *
it  เปนจุด

ทางขวาสุดของแตละชวงยอย (ไมตองคํานวณคา) 

3. ผลบวก 3

1

2 2
(7 (1 ) )( )

n

i

i
n n=

+ +∑   เปนผลบวกรีมันนของฟงกชันใดบนชวงใด และผลบวกนี้

มีลิมิตเปนอินทิกรัลใด  (ไมตองอินทิเกรต) 

การคํานวณหาคาอินทิกรัลจะทําไดงายขึน้โดยการใชสูตรและกฎตางๆ เกี่ยวกบัการ 
อินทิเกรต  ซ่ึงจะไดกลาวถงึในรูปของทฤษฎีบทตางๆ การแถลงทฤษฎีบทตางๆ เหลานี้จะทําได
สะดวก  และชัดเจนดีโดยการใชสัญลักษณ ดังน้ันเรามาทําความรูจัก และเขาใจสญัลักษณ
สําหรับอินทิกรัลกันเสียกอน 

เราเขียนแสดงอินทิกรัลของฟงกชัน f  บนชวง [ , ]a b  ดวยสัญลักษณ ( )
b

a

f x dx∫  

เครื่องหมาย  ∫ คือเครื่องหมายอินทิเกรต สัญลักษณขางบนหมายถึงคาที่ไดจากการ

อินทิเกรตฟงกชัน ( )f x  บนชวงปดจาก a ถึง b 

เครื่องหมายอินทิเกรตนั้นไดมาจากการนําอักษรตัวหนาของคําวา SUM มาดัดแปลง   
โดยการยืดออกจนกลายเปนดังน้ี 
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ในบางกรณีเราตองการระบสุูตรบอกคาฟงกชันไวในสญัลักษณของอินทิกรัล  เชนตองการ

แสดง 
2

2

0

{( , ) | 0 2}x x x≤ ≤∫  สัญลักษณสําหรับใชในการนี้คือ 

 

ในตวัอยางที่กลาวมานั้น  สูตรบอกคาฟงกชันมีตัวแปรคา x ปรากฏอยูเพียงตัวเดียว เรา
จึงอาจไมเห็นความจําเปนของการที่ตองบอกวาอะไรเปนตัวแปรคาของฟงกชันที่เราทําการอินทิ

เกรต แตในอินทิกรัลตอไปนี้ 2(1 )
b

a

xy dx+∫ และ 
0

(1 )
c

xt dt+∫  เห็นไดวาสัญลักษณ  dx กับ 

dt เปนสิ่งจําเปน 

เราเรียกตวัแปรคาของฟงกชันที่เราทําการอินทิเกรตวา   ตัวแปรของการอินทิเกรต   

เราดูไดวาอะไรเปนตวัแปรของการอินทิเกรตไดโดยดูวาตัวแปรใดตามหลังตัว d  เชนใน

อินทิกรัล  2(1 )
b

a

xy dy+∫   ตัวแปรของการอินทิเกรตคือ y 

เน่ืองจากในการบอกสูตรของฟงกชันหนึ่งๆนั้นเราอาจใชตวัแปรไดตางๆ นานา  เชน 

2{( , ) | 0 2}x x x≤ ≤  กับ 2{( , ) | 0 2}t t t≤ ≤  

หมายถึงฟงกชันเดียวกัน (เพราะเปนเซตเดียวกัน) ดังน้ัน
2

2

0

x dx∫  กับ 
2

2

0

t dt∫  จึงหมายถึง

อินทิกรัลเดียวกัน 

บทนิยาม 3.3 

ถาฟงกชัน f   อินทิเกรตไดบน [ , ]a b  เรานิยามอินทิกรัลของ f  จาก b ถึง a วาคือ 

( ) ( )
a b

b a

f x dx f x dx= −∫ ∫  

2
2

0

x dx∫

บอกใหทราบวา x เปน 

ตัวแปรคาของฟงกชันที่เรา 
ทําการอินทิเกรต 

S ∫
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หมายเหตุ 
บทนิยามนี้จะชวยใหเราสามารถนําอินทิกรัลไปประยุกตใชกบัปริมาณที่ขึ้นอยูกับทิศทาง

ไดดวย  เราอาจใหความหมายของการอินทิเกรตในทศิทางกลบักันไดโดยการพิจารณาวา ใน
นิยามของอินทิกรัลจาก b ถึง a น้ัน การแบงชวงเปนดังน้ี  

0 1 2 1n nb x x x x x a−= > > > > > =…  

ใหสังเกตวา ในที่น้ี  0x b=  และ  nx a=  คา x ตางๆ เรียงจากมากไปนอย  ดังน้ัน 
ผลตาง 1 0 2 1 3 2 1, , , , n nx x x x x x x x −− − − −…  ลวนมีคาเปนลบ  เปนผลใหอินทกิรัลจาก 

b ถึง a  มีคาเปนลบของอินทิกรัลจาก a ไปยัง b 

ทฤษฎีบท 3.1  

1) ถาฟงกชัน f  อินทิเกรตไดทั้งบนชวง [ , ]a b  และ [ , ]b c   f  ยอมอินทิเกรตไดบน 

[ , ]a c  และไดดวยวา ( ) ( ) ( )
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

2) ถาฟงกชัน f  อินทิเกรตไดทั้งบนชวง [ , ]a c  และ b อยูระหวาง a กับ c   แลว f  

ยอมอินทิเกรตไดทั้งบน [ , ]a b  และ [ , ]b c  และ สูตรขางบนก็เปนจริงดวยเชนกนั 

หมายเหตุ 
ทฤษฎีบทที่ 3.1  กลาวถึงเฉพาะกรณีของการอินทิเกรตในทศิทางทีเ่ปนบวก (คือจาก

ซายไปขวา) แตเม่ือเราใชบทนิยาม 3.3  มาประกอบดวย เราจะไดวาสูตรในทฤษฎีบทนี้ก็คง
เปนจริงสําหรับ a,b,c ใดๆ  และเพ่ือใหสตูรนี้ใชการไดดี เราจะกําหนดเปนนิยามเพิ่มเติมของ

การอินทิเกรตจาก a ถึง a  วา ( ) 0
a

a

f x dx =∫  

ทฤษฎีบท 3.2  

ถา ,f g  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และ c  เปนจํานวนจริงใดๆ  ยอมไดวา  
cf กับ f g+  ก็เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b b b

a a a
b b

a a

f x g x dx f x dx g x dx

cf x dx c f x dx

+ = +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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ทฤษฎีบท 3.3  

   1) ( )f x c=   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และไดวา 

( ) ( )
b

a

f x dx c b a= −∫  

   2) สําหรับจํานวนเต็มบวก k ใดๆ ( ) kf x x= เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน [ , ]a b  

และไดวา    
1 1( )

( )
1

b k k

a

b a
f x dx

k

+ +−
=

+∫  

หมายเหตุ 
เรานิยมเขียนสูตรในทฤษฎีบทที่ 3.3 ในรูป 

( )
b

a

cdx c b a= −∫  

กับ          
1 1( )

1

b k k
k

a

b a
x dx

k

+ +−
=

+∫  ตามลําดับ 

ตัวอยาง 3.6  

จงหาคาของ 
2

3

1

(3 5 )x x dx−∫  

วิธีทํา  
2 2 2

3 3

1 1 1
2 4

(3 5 ) 3 5

3(2 1) 5(2 1) 9 75 57
2 4 2 4 4

x x dx xdx x dx− = −

− −
= − = − = −

∫ ∫ ∫
  

ตัวอยาง 3.7  

จงหาคาของ 
2

2

0

3 2x x dx− +∫  

วิธีทํา เน่ืองจาก  

 

2

2 2

2

3 2, 1

3 2 ( 3 2), 1 2

3 2, 2

x x x

x x x x x

x x x

⎧⎪ − + <⎪⎪⎪⎪− + = − − + ≤ <⎨⎪⎪⎪ − + ≥⎪⎪⎩
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เราไดวา  
2 1 2

2 2 2

0 0 1
1 2

2 2

0 1

3 2

3 2 3 2 3 2

( 3 2) ( 3 2)

1 3 2 3 2 1 3
2 2 2 2 1

3 2 3 2 3 2

x x dx x x dx x x dx

x x dx x x dx

− + = − + + − +

= − + + − − +

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎟= − + −⎜ − + ⋅ − − + =⎜⎟ ⎟⎟⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫   

แบบฝกหัด 3.2 

จงหาคาของอินทิกรัลตอไปนี้ 

1. 
1

2

1

(3 )x x dx
−

−∫  2. 
2

2

0

(2 1)x dx+∫  

3. 
1

0

( 1)(3 2)y y dy− +∫  4. 
2

1

x dx∫  

5. 
4

1

( 1)w w dw−∫  6. 
2

2

1

| 3 |x x dx
−

−∫  

7. 
3

2

2

| 2 |x x dx
−

− +∫  8. 
2

2

ydt
−
∫    เม่ือ y  เปนคาคงตวั 

9. 
2

3
1

2
ds

s∫  10. 
2

0

| 1 | | 2 1 |x x dx− + −∫  
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3.2 การประมาณคาของอินทิกรัล 

สูตรที่กลาวมาแลวในทฤษฎีบทตางๆ น้ันพอเพียงที่จะชวยใหเราคาํนวณหาคาอินทิกรัล
ของฟงกชันพหุนามใดๆ สําหรับฟงกชันอ่ืนๆนั้น นิสิตจะไดเรียนรูสูตรสําหรับคํานวณคา
อินทิกรัลที่แมนตรงของมันในโอกาสตอๆ ไป  แตในที่น้ีเราจะใชวิธีคํานวณคาประมาณของ
อินทิกรัลของมันโดยการประมาณฟงกชันเหลานั้นดวยฟงกชันพหุนาม 

การประมาณฟงกชัน f  ใดๆฟงกชันหนึ่งดวยฟงกชันพหุนามเพื่อนํามาประมาณอินทิกรัล
บนชวง [ , ]a b  น้ัน เราทําไดดังน้ี 

    1)  เลือกวาจะใชฟงกชนัพหุนามดีกรีเทาใด เชนใชพหุนามดีกรีสอง ซ่ึงอยูในรูป 

2
0 1 2( )p x c c x c x= + +  

    2)  แบงชวง [ , ]a b  ดวยจุดแบง  0 1, , , nx x x…  

    3) คํานวณคาของฟงกชัน f  ที่จุดเหลานี้  สมมติวา 

 0 0 1 1 2 2( ), ( ), ( ), , ( )n ny f x y f x y f x y f x= = = =…  

จุด 0 0 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x y x y x y x y …  เปนจุดที่อยูบนกราฟของฟงกชันที่เราจะ

อินทิเกรต 

โดยการใชสามจุดแรก 0 0 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , )x y x y x y เราจะสามารถหาฟงกชันในรูป 

2
1 0 1 2( )p x c c x c x= + +  ที่กราฟของมันผานจุดทั้งสามไดฟงกชันหนึ่ง  กราฟของฟงกชัน 

1p  น้ีจะอยูใกลเคียงกับกราฟของฟงกชัน f  ที่เราตองการอินทิเกรต เราจึงอาจประมาณฟงกชัน 
f  บนชวงยอย  0 2[ , ]x x  ดวย 1p   

แลวทําในทํานองเดียวกันกับอีกสามจุด 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , )x y x y x y ซ่ึงจะไดพหุนาม  2p  

ที่ประมาณ f   ในชวง 2 4[ , ]x x  และทาํตอไปในทํานองเดียวกัน เราก็จะไดฟงกชันพหุนาม
ตางๆที่ประมาณ f   ในชวง 0 2 2 4 4 6[ , ], [ , ], [ , ],x x x x x x … 

ใหสังเกตวาการประมาณดวยพหุนามดีกรีสองนี้จะทําไดเต็มชวง [ , ]a b  ก็ตอเม่ือ n เปน
จํานวนคูเทานั้น 

แตถาเราประมาณ f   โดยใชฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึง 0 1( )p x c c x= +  เราจะสามารถ
หาพหุนามเชนน้ีไดสําหรับแตละชวงยอย 0 1 1 2 2 3[ , ], [ , ], [ , ],x x x x x x …  

หากเราจะประมาณ f  โดยใชฟงกชันพหุนามดีกรีสาม 2 3
0 1 2 3( )p x c c x c x c x= + + +  

เราจะตองใชจุดถัดๆ กันคราวละ 4 จุด ในกรณีน้ี n ตองมีคาที่ 3 หารไดลงตัว 
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ที่กลาวมานั้นเปนหลักการทั่วๆ ไป  การประมาณที่นิยมใชกันไดแกการประมาณโดยใช
ฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึงหรือดีกรีสอง  และใชการแบงชวงที่แบงออกเปน n ชวงเทาๆ กัน 

สําหรับกรณีทีใ่ชพหุนามดีกรีหน่ึง n อาจมีคาใดก็ได  กรณีน้ีสูตรที่ไดคือ เกณฑสีเ่หลี่ยม
คางหม ูสําหรับกรณีที่ใชพหุนามดีกรีสอง n ตองมีคาเปนจํานวนคู  กรณีน้ีสูตรที่ไดคือ เกณฑ
ของซิมปสัน 

3.2.1  การพิจารณาหาสูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู  

ลําดับแรก เรามาพิจารณากันเสียกอนวาหากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนาม 

ดีกรีหน่ึง 0 1( )p x c c x= +  ที่ผานจุด  0 0( , )x y  กับ  1 1( , )x y บนชวง 0 1[ , ]x x  วาจะไดคา
เทาใด เราจะพบวา 

1 1 1 1

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2
1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

( ) ( )

( )
2

1
( )( )

2

x x x x

x x x x

p x dx c c x dx c dx c x dx

x x
c x x c

y y x x

= + = +

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= + −

∫ ∫ ∫ ∫

 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดน้ีเขียนไดในพจนของ 0 1,y y  โดยเราไมตองหาคาของ  0c  กับ  1c  

ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด 

การเปนเชนนี ้ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของฟงกชนัพหุนามดีกรีหน่ึงที่ผานจุด 

1 1( , )x y กับ 2 2( , )x y  บนชวง  1 2[ , ]x x  น้ันจะมีคาเทาใด  และในทาํนองเดียวกันสําหรับชวง
ถัดๆ ไป  น่ันคือ สําหรับ 2,3, ,i n= …  จะได  

1

1 1
1

( ) ( )( )
2

i

i

x

i i i i

x

p x dx y y x x

−

− −= + −∫  

เม่ือทราบคาอินทิกรัลของฟงกชันพหุนามที่เราใชประมาณฟงกชัน f  บนชวงตางๆ แลว  
ลําดับตอไปเราก็นําคาอินทิกรัลเหลานี้มารวมกัน เปนคาประมาณของอินทิกรัลของ f   ในกรณี
ของการประมาณดวยฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึง  เราจะไดวา 

0 1 1 2 1

0 1 2 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( 2 2 2 )
2

b

n n

a

n n

f x dx y y h y y h y y h

h
y y y y y

−

−

= + + + + + +

= + + + + +

∫
 

โดยที่ b a
h

n
−

=  
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ตัวอยาง 3.8  

จงแสดงการใชเกณฑสี่เหลีย่มคางหมูประมาณคา
1.2

4
0

1
x

dx
x+∫  โดยแบงชวงของการอินทิเกรต

ออกเปน 6 ชวงยอย   

วิธีทํา  ในที่น้ีเราจะอินทิเกรต 4( )
1

x
f x

x
=

+
บนชวง [0,1.2] เราจึงแบงชวงนี้ออกเปน 6 ชวง

ยอยดวยจุดแบง  
0.0,  0.2,  0.4,  0.6,  0.8,  1.0,  1.2 

ในการนี้ เราตองคํานวณหาคา f  ที่จุดเหลานี้ซ่ึงจะไดดังน้ี 
    

( )f x  
x 

1× 2× 
0.0 0.000000000  

0.2  0.199680511 

0.4  0.390015600 

0.6  0.531161473 

0.8  0.567536889 

1.0  0.500000000 

1.2 0.390421655  
รวม 0.390421655 2.188394473 

    

จึงไดคําตอบเทากับ 0.2
(0.390421655 + 2 2.189394473) = 0.47672106

2
× ×   
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3.2.2 การพิจารณาหาสูตรของเกณฑของซิมปสัน 

ในกรณีน้ี เราจะพิจารณากันเสียกอนวาหากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนาม 
ดีกรีสอง 2

0 1 2( )p x c c x c x= + +  ที่ผานจุด 0 0 1 1( , ), ( , )x y x y  กับ 2 2( , )x y บนชวง 0 2[ , ]x x   

วาจะไดคาเทาใด  เราจะพบวา 

( )
2 2

0 0

2
0 1 2

2 2 3 31 2
0 2 0 2 0 2 0

2 21
0 1 1 1 1

3 32
1 1

3 21 2
0 1 1

2 2
0 1 1 2 1 2

0 1 1

( )

( ) ( ) ( )
2 3

(( ) ( )) (( ) ( ) )
2

(( ) ( ) )
3

2 (4 ) (2 6 )
2 3

6 6 6 2
3

(

3

x x

x x

p x dx c c x c x dx

c c
c x x x x x x

c
c x h x h x h x h

c
x h x h

c c
hc hx h hx

h
c c x c x h c

c c x hh

= + +

= − + − + −

= + − − + + − −

+ + − −

= + + +

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ −
=

∫ ∫

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 1 0 1 1 2 1

2
0 1 1 2 1

2 2 2
0 1 0 2 0 0 1 1 2 1 0 1 2 2 2

0 1 2

) ( ) 4

( ) ( )

4
3

4
3

c x h c c x c x

c c x h c x h

h
c c x c x c c x c x c c x c x

h
y y y

⎡ ⎤+ − + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + +⎢ ⎥⎦⎣
⎡ ⎤= + + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + +
 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดน้ีเขียนไดในพจนของ 0 1 2, ,y y y โดยเราไมตองหาคาของ  

0 1,c c กับ 2c  ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด  การเปนเชนนี้ ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของ
ฟงกชันพหุนามดีกรีสองที่ผานจุด 2 2 3 3( , ),( , )x y x y กับ 4 4( , )x y บนชวง 2 4[ , ]x x น้ันจะมีคา

เทาใด  และ ในทํานองเดียวกันสําหรับสองชวงถัดๆ ไป เม่ือทราบคาอินทิกรัลของฟงกชัน 
พหุนามที่เราใช  ประมาณฟงกชัน f  บนสองชวงถัดๆกันคูตางๆแลว ลําดับตอไปเราก็นําคา
อินทิกรัลเหลานี้มารวมกัน เปนคาประมาณของอินทิกรัลของ f  

ในกรณีของการประมาณดวยฟงกชันพหุนามดีกรีสอง เม่ือ b a
h

n
−

=  เราจะไดวา

( ) ( ) ( )0 1 2 2 3 4 2 1

0 1 2 3 1

( ) 4 4 4
3 3 3

( 4 2 4 4 )
3

b

n n n

a

n n

h h h
f x dx y y y y y y y y y

h
y y y y y y

− −

−

= + + + + + + + + +

= + + + + + +

∫
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ตัวอยาง 3.9  

จงแสดงการใชเกณฑของซมิปสันประมาณคา
1.2

4
0

1
x

dx
x+∫  โดยแบงชวงของการอินทิเกรตออก 

เปน 6 ชวงยอย 

วิธีทํา ในที่น้ีเราจะอินทิเกรตฟงกชันเดียวกันกับในตวัอยางกอน 4( )
1

x
f x

x
=

+
 และ 

อินทิเกรตบนชวงเดียวกัน โดยแบงออกเปน 6 ชวงยอย เชนกัน จุดแบงจึงใชชุดเดิมและใชคา
ของ f   ที่จุดเหลานี้ ซ่ึงเราคํานวณไวแลว  และไดดังน้ี 

    

( )f x  
x 

1× 4× 2× 
0.0 0.000000000   

0.2  0.199680511  

0.4   0.390015600 

0.6  0.531161473  

0.8   0.567536889 

1.0  0.500000000  

1.2 0.390421655   
รวม 0.390421655 1.230841984 0.957552489 

 

จึงไดคําตอบเทากับ 
0.2

(0.390421655 + 4 1.230841984 + 2 0.957552489)
3

× × ×  

   
0.2

(7.228894569) 0.481926304
3

= × =   

วิธีการคํานวณอินทิกรัลโดยการใชเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูหรือเกณฑของซิมปสันน้ันจะทํา
ไดงายหาก เราโปรแกรมใหคอมพิวเตอรทํางานแทนเรา ปจจุบันน้ี เครื่องคิดเลขกมี็โปรแกรม
คํานวณเชนนีไ้วใหใช 

การประมาณอินทิกรัลดวยวิธีเชิงตวัเลขตามที่กลาวมานี้  นอกจากจะสามารถใชในการ
ประมาณอินทิกรัลของฟงกชันที่เราทราบสูตรบอกคาของมันแลว  เรายังสามารถใชคํานวณ
อินทิกรัลของฟงกชันที่เราไดคาของมันมาในรูปตารางอีกดวย 
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ตัวอยาง 3.10  

กําหนดใหวา f  เปนฟงกชันที่มีคากําหนดไวในตารางตอไปน้ี  จงประมาณคาอินทิกรัลของ f   
บนชวง [0, 3]  โดยใชเกณฑของซิมปสัน                    

                                            

                                            

                                            

                                            

                                             

 

     

 

 

วิธีทํา แบงคาของ f  ออกเปนสามพวกตามตัวคูณ 1, 4, 2 

( )f x  
x 

1× 4× 2× 
0.0 2.015     

0.5           2.733  

1.0            3.417 

1.5           5.041  

2.0            7.318 

2.5  4.306  

3.0      2.115   
รวม 4.130 12.080 10.735 
ผลคูณ 

(คูณดวยตวัคณู) 
4.130 48.320 21.470 

            

 ดังน้ัน คาอินทิกรัลของ f   บนชวง [0,3]
0.5

(4.130+48.320+21.470)  = 12.32
3

≈ ×   

x ( )f x  

0.0 2.015 

0.5 2.733 

1.0 3.417 

1.5 5.041 

2.0 7.318 

2.5 4.306 

3.0 2.115 
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แบบฝกหัด 3.3 

1. จงแสดงการใชเกณฑสี่เหลีย่มคางหมูประมาณคา 
2.4

3
0

2
1

x
dx

x+∫  โดยแบงชวงของการ 

อินทิเกรตออก เปน 8 ชวงยอย 

2. จงแสดงการใชเกณฑของซมิปสันประมาณคา 
2.4

3
0

2
1

x
dx

x+∫  โดยแบงชวงของการ 

อินทิเกรตออก เปน 8 ชวงยอย 

3. กําหนดใหวา f  เปนฟงกชันที่มีคากําหนดไวในตารางตอไปน้ี  

จงประมาณคาอินทิกรัลของ f  บนชวง [0, 2.4]  โดย

x ( )f x  

0.0 1.153 

0.4 2.037 

0.8 2.510 

1.2 4.032 

1.6 6.781 

2.0 5.836 

2.4 2.911 
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3.3  การพิจารณาหาพื้นที่วงกลมโดยอินทกิรัล 

นิสิตไดเคยเรยีนรูมาจากชั้นมัธยมศึกษาวาวงกลมที่มีรัศมี R น้ัน มีพ้ืนที่  = 2Rπ  

ถาให R = 1 เราจะไดวาพื้นที่วงกลมรศัมีหน่ึงหนวย = π  

เราจะใชความจริงขอน้ีเปนบทนิยามของ π  ก็ไดและในที่น้ี เราจะทําเชนนั้น 

บทนิยาม  3.4 

π   คือ พ้ืนที่วงกลมรัศมีหน่ึงหนวย  

บทนิยามดั้งเดิมของ π   กลาววา      

 

แลวใชบทนิยามนี้พิสูจนไดสูตรสําหรับคาํนวณหาพื้นที่และความยาวเสนรอบวงของวงกลม 

ในที่น้ีเรานิยาม π  วาเปนพ้ืนที่ของวงกลมที่มีรัศมีหน่ึงหนวย  ดังน้ันเราตองพิสูจนใหได
วาสูตรขางบนก็เปนจริง  เราจะคอยทําในโอกาสตอไป ในที่น้ีเราจะคาํนวณคาโดยประมาณของ
มัน 

จากบทนิยาม 3.1 เราสามารถคํานวณหาคา π  ไดโดยการคํานวณหาพื้นที่วงกลมรศัมี
หน่ึงหนวย  ซ่ึงทําไดโดยการอินทิเกรต  เราเห็นไดวา 

1
2 1/2

0

(1 )
4

x dx
π

= −∫  

เราจะประมาณคาอินทิกรัลน้ีไดโดยใชเกณฑของซิมปสัน ( ใหนิสิตทําเปนแบบผึกหัด) 

  โดยการใชบทนิยาม 3.1 และความหมายของอินทิกรัลวาเปนลิมิตของผลบวกรมัีนน เรา
สามารถพิจารณาหาสูตรพ้ืนที่ของวงรี( ellipse ) ไดัดังน้ี 

วงรีมีสมการเปน 
2 2

2 2 1
x y
a b

+ =  

เราเขียนสมการของสวนทีอ่ยูในจัตุภาคที่หน่ึงไดเปน 
1/22

21
x

y b
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

จึงไดวา หน่ึงในสี่ของพื้นที่วงรี 
1/22

2
0

1
a

x
b dx

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫  

 ความยาวเสนรอบวงของวงกลม   

 ความยาวเสนผานจุดศุนยกลาง 
 

π =
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เน่ืองจากเราอาจพิจารณาอินทิกรัลน้ีเปนลิมิตของผลบวกรีมันน 
1/2* 2

12
1

1 ( )
n

i
n i i

i

t
S b x x

a −
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

โดยการเลือก  *
i i

ia
t x

n
= =    จะไดวา 

                       

( )

1/22

2
1

1/22

1

( / )
1

1
1 ( / )

n

n
i

n

i

ia n a
S b

na

ab i n
n

=

=

⎛ ⎞⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑
 

จะสังเกตเห็นไดวาผลบวกสุดทายนั้นแทจริงแลวก็คือผลบวกรีมันนของฟงกชัน 

2 1/2( ) (1 )f x x= −  

บนชวง [0,1] น่ันเอง    จึงไดลิมิตของ nS  เปน 
1

2 1/2

0

lim (1 )
4n

n
S ab x dx ab

π
→∞

⎛ ⎞⎟⎜= − = ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫  

เราจึงไดสูตรพ้ืนที่วงรีเปน abπ  และในกรณีทีว่งรีเปนวงกลมที่มีรัศมี R คือ a b R= =  

เราไดสูตรพ้ืนที่วงกลมเปน 2Rπ  

3.4  การประยุกตของอินทิกรัล 

      ตอไปน้ีจะแสดงตัวอยางวิธีการนําอินทิกรัลไปประยุกตใชในเรือ่งตางๆ ตอไปน้ี 

      1.  แรงดึงดูดระหวางวัตถ ุ

      2.  พ้ีนที่ที่ปดลอมไวโดยเสนโคง(หรือเสนตรง) 
      3.  ปริมาตรของรูปทรงตันที่ทราบพืน้ที่หนาตัด 

      4.  งาน 

      5.  โมเมนตและเซนทรอยด 

ในแตละเร่ืองเหลานี้ เราจะแบงปริมาณที่เราจะคํานวณออกเปนสวนยอยๆ  แลวคาํนวณ
คาประมาณของปริมาณนั้นสําหรับแตละสวนยอยซึ่งเม่ือรวมเขาดวยกัน ก็จะเปนคา
โดยประมาณของปริมาณดังกลาว  เม่ือใหจํานวนสวนยอยมากขึ้นก็จะไดคาลิมิตเปนอินทิกรัล 
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3.4.1 การคํานวณแรงดึงดูด 

    พิจารณาวัตถุสองชิ้น A กับ BC  

 

สมมติวา A เปนจุดมีมวล m   BC เปนเสนตรงยาว L  มีความหนาแนนสม่ําเสมอ และ
มีมวลรวมเทากับ M  สมมติวาระยะ AB เทากับ D เราจะพิจารณาวา AB ประกอบดวยวตัถุ
ชิ้นสั้นๆ หลายๆ ชิ้นตอกันเปนเสนตรง BC หรืออีกนัยหนึ่ง เราแบง BC ออกเปนชวงสั้นๆ 

จํานวน n ชวง 0 1 20 nx x x x L= < < < < =…  

 

 

 
 

สมมติวามวลของชิ้นที่ i อยูที่จุด *
it   ระหวาง 1,i ix x−  แรงดึงดูดระหวาง A กับชิ้นที่ i 

จึงเทากับ 

1
* 2

( )/

( )
i i

i

GmM x x L

D t
−−

+
 

เราจึงไดแรงดึงดูดรวมเปน  

1
* 2

( )

( )
i i

i

GmM x x
L D t

−−
+

∑   โดยที่ในที่น้ี i = 1, . . . , n 

ผลบวกนี้เปนผลบวกรีมันนของ 2
1

( )
( )

f x
D x

=
+

บนชวง [0, ]L  จึงไดวา 

แรงดึงดูดรวม 2
0

1
( )

L
GmM

dx
L D x

=
+∫  

     

A B C 

00 x= 1x 2x nx L=

BA C

1nx −…
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f  

g  

a b 

f  

g  

a b 

3.4.2 การคํานวณพื้นที่ 

      เราจะคํานวณหาพื้นทีร่ะหวางกราฟ 

ของ f  กับ g  ในรูปขวามือโดยการแบงชวง 
[ , ]a b   

ออกเปน n ชวงยอยๆ พ้ืนที่ระหวางกราฟ 

ของ f  กับ g  ก็จะถูกแบงเปนสวนยอยๆ 

 

      รูปน้ีแสดงสวนยอยที ่i ระหวาง 1ix −  กับ ix  

ไวเพียงรูปเดียว  ให  *
it   อยูระหวาง  1,i ix x−  

จะไดวาอาณาบริเวณระหวาง 
กราฟทั้งสองที่อยูในชวงนีมี้พ้ืนที่ประมาณ 

* *
1( ( ) ( ))( )i i i if t g t x x −− −  

เม่ือรวมกันทั้ง n คาก็จะไดคาประมาณของพื้นที่ที่
ตองการ 
เราจะไดวาพืน้ที่ระหวางกราฟของ f  กับ g  ในชวง [ , ]a b มีคาประมาณ 

   * *
1

1

( ( ) ( ))( )
n

i i i i
i

f t g t x x −
=

− −∑    

เม่ือเราใหจํานวนชวงมากขึ้น  ผลบวกนี้จะมีลิมิตเปนอินทิกรัลของ f g−  บนชวง [ , ]a b  

ดังน้ัน พ้ืนที่ระหวางกราฟของ f  กับ g  ในชวง [ , ] ( ( ) ( ))
b

a

a b f x g x dx= −∫  

ในบางกรณี อาณาบริเวณทีเ่ราตองการคาํนวณหาพื้นที่น้ันปดลอมอยูโดยกราฟของ
ความสัมพันธที่ไมเปนฟงกชัน  ในกรณีเชนน้ีเราตองพิจารณาแบงอาณาบริเวณนัน้ออกเปนสวน
ตางๆที่เปนอยางใดอยางหน่ึงดังตอไปน้ี 

      ก) อยูระหวางกราฟของ ( )y f x=  กับ ( )y g x=  

      ข) อยูระหวางกราฟของ ( )x h y=  กับ ( )x k y=  

แลวคํานวณหาพื้นที่ของสวนตางๆ รวมกนัเปนพ้ืนที่ทีต่องการ 
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a b 

a  

b 

3.4.3 การคํานวณหาปริมาตร 

ในการคํานวณปริมาตรรูปทรงตัน เชนที่
เห็นอยูทางขวามือ  เรากําหนดแกนขึ้นเสนหนึ่ง
ไวใชอางอิง สมมติวาเมื่อเราฉายภาพรูปน้ีลงบน
แกน แลวไดวาไดเปนชวง [ , ]a b  

 

เราแบงรูปทีต่องการคํานวณหาปริมาตร
ออกเปนสวนยอยๆ โดยการแบงดวยระนาบตั้ง
ฉากกับแกน  ระนาบนี้ยอมตัดแกนที่จุดตางๆ
ระหวาง a กับ b  ทํา 

 

ใหเกิดการแบง [ , ]a b  ดวยจุดแบง 

0 1 na x x x b= < < < =…  

ในรูปน้ี เราแสดงสวยยอยๆไวเพียงสวน
เดียวซึ่งจะถือวา คือ 1[ , ]i ix x−  

 

    เราจะคํานวณหาปริมาตรของสวนยอยสวนนี ้

ในที่น้ีจะสมมติวาเราทราบพื้นที่  
ภาคตัดขวางของรูปที่จุด x ใดๆ บนแกนวา
เทากับ A(x)       

ดังน้ันเราประมาณปริมาตรของสวนยอย
ที่ i น้ีไดดวย *

1( )( )i i iA t x x −−                

โดยที่ในนี้ *
it  เปนจุดๆหนึ่งระหวาง 1ix − กับ 

ix  

ดังน้ันปริมาตรรวมมีคาประมาณ 

*
1

1

( )( )
n

i i i
i

A t x x −
=

−∑  

เม่ือใชการแบงที่จํานวนชวงยอยมากขึ้น ผลบวกนี้ยอมเขาสูลิมิตที่เปนคาที่แมนตรงของ 

ปริมาตรของรูป คือ ( )
b

a

A x dx= ∫  

a b 
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(a) (b) (c) 

 

3.4.4 การคํานวณหางาน 

นิสิตคงเคยไดเรียนมาแลววาในการออกแรงยายวัตถุไปในแนวเสนตรงดวยแรงที่คงที่น้ัน 
จะคํานวณหางานไดดวยสูตร 

       งาน = แรง × ระยะทาง 

สูตรนี้ใชไดเฉพาะกรณีที่แรงที่ใชในการเคลื่อนยายวตัถุน้ันมีคาคงทีโ่ดยตลอด 

แตในกรณีที่แรงที่ใชไมคงที ่เราใชสูตรขางบนนี้ไมได  เชน ในการออกแรงดึงสปริง 

 

ในการดึงปลายขางหนึ่งของสปริงใหยืดออกโดย
ปลายอีกขางหนึ่งถูกตรึงไวใหอยูกับที่น้ัน  แรงที่
ตองใชจะไมคงที่ สปริงที่ยิ่งยืดออก ยิ่งตองใชแรง
มากในการดึงไวใหอยูที่ความยาวนั้นๆ   เชนถา
จะดึงสปริงจากรูป (a) ใหอยูในรูป (b) ก็ใชแรง
ระดับหนึ่ง  แตถาจะดึงใหอยูในรูป (c ) ก็ตอง
ออกแรงมากกวา 

กฎของฮุค (Hook's law) กลาววา         
แรงที่ใชในการยืดสปริง เปนปฏิภาคกับความยาวของสวนที่ยืดออกของสปริง 

ถา ( )F x เปนแรงทีท่ําใหสปริงยดืออก x หนวยจะไดวา 

( )F x  = kx 

โดยที่ k เปนคาคงตวัที่ขึ้นอยูกับสปริงทีใ่ชสปริงตางๆกันก็อาจมีคา k ตางๆกัน 

ในการคํานวณหางานที่เกิดจากการดึงสปริงใหยืดออก D หนวย เราทําไดโดยการแบง
ระยะจาก 0  ถึง  D ออกเปนสวนยอยๆ ดวยจุดแบง 

0 10 nx x x D= < < < =…  

แลวพิจารณาประมาณงานที่เกิดจากการยืดสปริงในแตละสวนยอย แลวนํางานที่ไดเหลานี้
รวมกันเปนงานที่เกิดจากการยืดสปริง D หนวย ตอไปนี้จะพิจารณาประมาณงานที่เกิดจากการ
ยืดสปริงจากที่ยืดอยูแลว 1ix −  ไปเปน ix   

เน่ืองจากการยืดสปริงออกไป x หนวยตองออกแรงเทากับ  ( )F x   การยืดสปริงออกไป
จาก  1ix −  ถึง ix  จึงตองออกแรงระหวาง  1( )iF x −  กับ ( )iF x  ดังน้ัน  = *( )iF t  โดยที่ *

it เปน
คาระหวาง 1ix −  กับ ix  จึงไดวา 
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H 

R 

H 

R 

งานในการยืดสปริงออกไปจาก 1ix − ถึง ix จึง *
1( )( )i i iF t x x −= −   

ดังน้ัน งานรวม *
1

1

( )( )
n

i i i
i

F t x x −
=

= −∑  

เม่ือใชจํานวนชวงยอยใหมากขึ้น  ผลบวกนี้ยอมมีลิมิตเปนคาที่แมนตรงของงาน แตคาลิมิตนี้ก็
คืออินทิกรัล  เราจึงไดวา 

งานในการยืดสปริง D หนวย
0

( )
D

F x dx= ∫  

ในสูตรทีไ่ดมานั้น  เม่ือเราแทน ( )F x  ดวย kx  แลวอินทเิกรต ก็จะไดคําตอบเปน 

งาน  =   
2

2
kD

 

มีการคํานวณหางานอีกรูปแบบหนึ่งที่แตกตางไปจากเรื่องสปริง  แตก็ตองมีการแบงงานที่
จะคํานวณออกเปนสวนยอยๆ  ประมาณงานแตละสวนยอย แลวคํานวณหาผลรวมเปน
คาประมาณของงานรวม ซ่ึงเม่ือพิจารณาหาลิมิตก็จะไดคาลิมิตเปนคาที่แมนตรงของงานที่เรา
ตองการคํานวณเชนกัน 

เราจะพิจารณาวิธีการคํานวณแบบดังกลาวจาก  

ตัวอยางตอไปนี้ 

ถังนํ้ารูปครึ่งทรงกลมมีรัศมี R อยูในลักษณะ
หงาย มีนํ้าเต็ม  ตองการสูบนํ้าขึ้นไปใชที่ระดับสูงกวา
ปากถัง H  ถาตองใชนํ้าทั้งหมดที่มีอยูในถัง  จะตอง
ทํางานทั้งหมดเทาใด? 

 

     เราแบงนํ้าในถังเปนชั้นบางๆ แลวประมาณงาน
ในการยก(สูบ) นํ้าแตละชั้นขึ้นไปที่ระดับที่สูงกวาปาก
ถัง H   แรงที่ใชในการยกชัน้ตางๆ ก็คือนํ้าหนักของ
นํ้าในชั้นนั้นๆ ระยะทางกค็อืระยะจากชั้นน้ันไปถึง
ระดับสวนสูง H จากปากถัง 
  

 

ในการคํานวณแรงที่ใช  เราตองคํานวณน้ําหนักของน้ําในแตละชั้นวาหนักเทาใด  ซ่ึงทํา
ไดโดยการหาวาน้ําชั้นตางๆ น้ันมีปริมาตรเทาใด 



  2301113 บทที่ 3  67 

 

 

H 

R 

H 

R 

เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ  เราจะตั้งแกนพิกัด
ผานจุดศูนยกลางของครึ่งทรงกลมตั้งฉากกับชั้นตางๆของ
นํ้าและใชจุดศนูยกลางของครึ่งทรงกลมเปน origin 

 

จะเห็นไดวา ชั้นตางๆ ของน้ําอยูในชวง [0, ]R  ถือได
วาชั้นตางๆ เหลานี้เกิดจากการแบงชวงน้ีออกเปนชวงยอยๆ 

0 10 nx x x R= < < < =…  

 

ปริมาตรของชัน้ที่ i ซ่ึงอยูในชวง  1[ , ]i ix x−  มีคาประมาณ *
1( )( )i i iA t x x −−  โดยที่

*( )iA t เปนพ้ืนที่ภาคตัดของครึ่งทรงกลมที่ระยะ *
it  ซ่ึงอยูระหวาง 1ix −   กับ ix  

 

ในที่น้ี พ้ืนที่ภาคตัดเปนวงกลมที่มีรัศมี 2 *2
iR t−  

จึงไดวาพื้นที่ * 2 *2( ) ( )i iA t R tπ= −  

ตอไป เราจะพิจารณาวาจะตองยกน้ําชัน้ที่ i ขึ้นไปเปน
ระยะทางเทาใด 

 

คากลางๆของระยะทางจากชั้นที่ i ไปถึงปาก
ถังก็คือ *

it  ดังน้ันระยะจากชั้นที่ i  ถึงระดับที่สูง H 

จากปากถังก็คือ  *
iH t+   จึงไดวางานในการยกชั้น

ที่ i ขึ้นไปก็คอื  * *
1( ) ( )( )i i i iH t A t x x −+ ρ −  

โดยที่  ρ   คือนํ้าหนักของน้ําตอหน่ึงหนวยปริมาตร  
เม่ือรวมคาประมาณของงานทั้งหมดเขาดวยกัน 

จะไดวา  
 

งานรวม * *
1

1

( ) ( )( )
n

i i i i
i

H t A t x x −
=

= + ρ −∑   ซ่ึงมีลิมิตเปน 
0

( ) ( )
R

H x A x dx= + ρ∫  

เม่ือแทนคา A(x) แลวอินทิเกรต จะไดคาที่แมนตรงของงานที่เราตองการคํานวณเทากับ 

 2 2

0

( ) ( )
R

H x R x dxρπ+ − =∫ … 

(ใหนิสิตทําตอเปนแบบฝกหัด) 
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a 

b 

O 

a b

ix

*
it

1ix −

ในกรณีทั่วๆไป  การคํานวณหางานที่ใชในการสูบ
นํ้าหรือของเหลวอ่ืนๆ ก็จะทําไดในทํานองเดียวกัน  คือจะ
ไดเปนสูตร 

งาน  ( ) ( )
b

a

H x A x dx= + ρ∫  

โดยที่ H เปนระยะทางเหนอื origin ขึ้นไป  A(x) เปน  

พ้ืนที่หนาตัดของภาชนะทีร่ะดับ x ใต origin ลงมา  a 

เปนระดับผวินํ้าเมื่อเริ่มตน b เปนระดับผิวนํ้าเม่ือสูบเสร็จ 

3.4.5 การคํานวณหาโมเมนตและเซนทรอยด 

นิสิตไดเคยเรยีนรูเรื่องโมเมนตมาแลว และคงไดเคยคํานวณหาโมเมนตมาบางแลว       
ในกรณีที่มวลที่เราจะหาโมเมนตมีขนาดเล็กจนถือไดวาเปนจุด  โมเมนตของมันเทียบกับเสน
ใดๆก็คือผลคณูของมวลนั้นกับระยะจากจดุนั้นถึงเสน  การหาโมเมนตของมวลที่มีขนาดใหญก็
ทําไดโดยการพิจารณาวาประกอบขึ้นดวยมวลขนาดเลก็หลายๆ ชิ้น   จึงทําไดโดยการอินทิ
เกรต 

จะขอเริ่มดวยตัวอยางการคาํนวณหาโมเมตของเสน
ลวดตรงซึ่งวางอยูในตําแหนงดังแสดงในรูปขวามือ 

สมมติวาเสนลวดนี้มีปลายทั้งสองอยูที่ (a,c) กับ 
(b,c)  จึงมีความยาว  L= b - a  ในที่น้ีจะถือวาลวดนี้มีแต
ความยาว ไมมีความกวางหรือความหนา และจะสมมติวา
ลวดนี้มีมวล ρ  หนวยตอหนวยความยาว  

  เราแบงเสนลวดเปนทอนสั้นๆ ตามจุดแบง 

0 1 na x x x b= < < < =…  

ทอนที่ i มีมวล 1( )i ix x −ρ −  

โมเมนตเทียบกับแกนทั้งสองของทอนที่ i มีคาดังน้ี    

เทียบกบัแกน 1( )i ix c x x −= ρ −  

เทียบกบัแกน *
1( )i i iy t x x −= ρ −  

a b

c
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มีคาเทากับมวล ( )Lρ คูณกับ
ระยะจากจุดกึ่งกลางถึงแกน 

มีคาเทากับ 

มวล   ( )Lρ  
คูณกับระยะ
จากแกน X  

เม่ือหาผลรวม และหาลิมิตของผลรวม จะสรุป  ไดวา โมเมนตของเสนลวดมีคาดังน้ี 

 

เทียบกบัแกน
b

a

x c dx Lc= ρ = ρ∫   

เทียบกบัแกน ( )
2

b

a

a b
y x dx L

+
= ρ = ρ∫   

 

   

 

         

จากที่กลาวมา เห็นไดวาโมเมนตของวตัถุที่มีลักษณะเปนทอนตรงเทียบกับแกนที่ขนาน
กับวตัถุน้ัน เทากับผลคูณของมวลของวตัถุกับระยะจากวัตถุถึงแกน โมเมนตของวัตถุที่มี
ลักษณะเปนทอนตรงเทียบกับแกนที่ตั้งฉากกับวตัถุน้ัน เทากับผลคณูของมวลของวัตถุกบัระยะ
จากจุดกึ่งกลางวัตถถุึงแกน 

ลําดับตอไป เราจะพิจารณาหาโมเมนตของ
วัตถุที่มี ความกวางและความยาว  แตไมมีความหนา 
เชน แผนบางๆที่ถูกปดลอมอยูระหวางกราฟของ 

( )y f x=  กับ ( ) y g x= ในชวงปด [ , ]a b   ดัง
แสดงในรูปขวามือ   

เราแบงวตัถุเปนแถบผอมๆ ตามแนวดิ่ง (ในที่น้ี
แสดงไวเพียงแถบเดียว) เม่ือใหจํานวนแถบมากขึ้น 
แตละแถบก็เปรียบไดกับเสนลวด เราจึงประมาณ
โมเมนตของแตละแถบไดโดยอาศัยความรูที่กลาวมา
ขางตน 

ลําดับแรกเราจะหาโมเมนตเทียบกบัแกน x   
สมมติให ρ  เปนมวลตอหนวยพ้ีนที่ของวตัถุ  เราจะไดวามวลของแถบที่ i มีคาประมาณ 

  * *
1( ( ) ( ))( )i i i if t g t x x −ρ − −  

ระยะจากจุดกึ่งกลางของแถบนี้ไปยังแกน x คือ   
* *( ( ) ( ))

2
i if t g t+  

ซ่ึงเม่ือคูณกันก็จะไดโมเมนตของแถบดังกลาว * 2 * 2
1( ( ) ( ) )( )i i i if t g t x x −

1
= ρ − −

2
 

คาโมเมนตทีต่องการก็คือลิมิตของผลบวกเหลานี้จึงไดวา 

f  

a b

g

a b

g

f

*
it
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xM =  โมเมนตเทียบกับแกน x  2 2( ( ) ( ) )
b

a

f x g x dx
1

= ρ −
2 ∫  

     การหาโมเมนตเทียบกบัแกน y   เราก็คงใชการ
แบงวัตถุออกเปนแถบเชนเดียวกัน  การประมาณมวล
ของแถบก็เหมือนเดิม  ตางกันก็เฉพาะระยะจากแถบ
ถึงแกน  ในกรณีน้ีเราตองใช  ระยะจากแถบถึงแกน y 
ซ่ึงก็คือ *

it  จึงไดวาโมเมนตของแถบที่ i 
* * *

1( ( ) ( ))( )i i i i it f t g t x x −= ρ − −  

โดยการหาลิมิตของผลบวก เราจะไดวา 

yM =  โมเมนตเทียบกับแกน y ( ( ) ( ))
b

a

x f x g x dx= ρ −∫  

เราเรียกจุดที่เสมือนวามวลของวัตถทุั้งชิน้รวมกันอยูทีน่ั่นวา เซนทรอยด (centroid) 

ถา ( , )x y  เปนเซนทรอยดของวัตถุที่มีมวล m และมีโมเมนตเทียบกับแกน x และแกน y เปน 

xM และ yM ตามลําดบั  เราจะไดวา 

xm x M=   และ  ym y M=  

ซ่ึงจากสมการทั้งสองนี้ เราจะหาเซนทรอยดได 

แบบฝกหัด 3.4 

1. จงหาพื้นที่ระหวางเสนโคง 2y x=  และ 2y x=  บนชวง [0,3]  

2. จงเขียนอินทิกรัลแทนพื้นทีร่ะหวาง ( ) xf x e=  และ 2( ) ( 1)g x x= − −  แลวประมาณคา
อินทิกรัลดวยเกณฑของซิมปสัน โดยแบงเปน 8 ชวงเทาๆ กัน 

3. จงหาปริมาตรของพีรามิดตรงที่มีความสูงตรง h หนวย และมีฐานเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งมี
ดานยาว d หนวย 

4. จงหาปริมาตรของพีรามิดตรงที่มีความสูงตรง h  หนวย และมีฐานเปนรปูสี่เหลี่ยมผืนผา
ขนาด d k×  ตารางหนวย 

5. ตัดทรงกลมรศัมี R  ดวยระนาบตั้งฉากกับรัศมีสองครั้งซ่ึงหางจากจุดศูนยกลาง M  และ 
N  ตามลําดับ โดยที่ 0 M N R≤ ≤ ≤  ทําใหวงกลมถูกแบงเปน 3 สวน  จงเขียน
อินทิกรัลแทนปริมาตรสวนของทรงกลมดังกลาวแตละสวน และหาคานั้น 

6. ลวดสปริงอยูในตําแหนงสมดุลมีความยาวธรรมชาติ 9 น้ิว ถาใชนํ้าหนัก 3 ปอนต ลวดสปริง
จะยืดออก 3 น้ิว  งานที่เกิดจากการทําใหลวดสปริงมีความยาวเปน 1.5 ฟุต มีคาเปนกี่ฟุต-

ปอนด 

 

 

a b *
it
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3.5 การอินทิเกรตได (Integrability) 

นิสิตไดคุนเคยกับการนําอินทิกรัลไปประยุกตใชกับการคํานวณหาปริมาณตางๆมาแลว
พอสมควร   และคงสังเกตเห็นวา ที่เราสามารถนําอินทิกรัลไปประยุกตใชไดน้ัน เปนเพราะ
ปริมาณที่เราตองการคํานวณลวนเปนลิมิตของผลบวกรีมันนของฟงกชัน f  ฟงกชันหนึ่งบนชวง
ปดชวงหนึ่ง     เราทราบวาถา f  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตได  ผลบวกรีมันนของมัน  ยอมมีลิมิต
เปนอินทิกรัลบนชวงดังกลาว เราทราบไดอยางไรวาฟงกชันนั้นอินทิเกรตได? ! 

เทาที่นิสติไดเรียนมาแลว การตรวจสอบวาฟงกชันใดฟงกชันหนึ่งอินทิเกรตไดหรือไมน้ัน
มีอยูสองวิธี 

      1)  อินทิกรัลลางกบัอินทิกรัลบนเทากันหรือไม 
      2)  ทุกผลบวกรีมันนมีลิมิตเดียวกนัหรือไม 

ทั้งสองวิธีน้ีเปนวิธีทีท่ําไดยาก ไมเหมาะกับการใชงาน 

ทฤษฎีบทตอไปน้ีจะชวยใหเราพิจารณาปญหาเกี่ยวกับการอินทิเกรตได ไดงายขึ้น 

ทฤษฎีบท 3.4  

ถา f  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนชวง [ , ]a b  แลว f  ยอมเปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรต
ไดบน  [ , ]a b  

ทฤษฎีบท 3.5  

ถา f  เปนฟงกชันที่มีขอบเขตในชวง [ , ]a b  และมีจุดใน  [ , ]a b   ที่ f  ไมตอเน่ืองเพียง
จํานวนจํากัดแลว f  ยอมเปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน  [ , ]a b  

ทฤษฎีบททั้งสองนี้เปนเพียงเง่ือนไขพอเพียงของการอินทิเกรตได แตไมจําเปนวาฟงกชัน
ที่อินทิเกรตไดทุกฟงกชันจะตองเปนไปตามเง่ือนไขในทฤษฎีบท   ฟงกชันที่ไมตอเน่ืองที่จุด
ตางๆ ในชวง [ , ]a b  เปนจํานวนอนันตแตอินทิเกรตไดบน [ , ]a b  ไดก็มี ฟงกชันที่เราไดนํามา
อินทิเกรตกันแลวน้ันลวนเปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดทั้งสิ้น  จากทฤษฎีบททั้งสองบทที่กลาวมา
น้ัน จะเห็นวาฟงกชันที่อินทิเกรตไมไดน้ัน ตองมีจุดที่ไมตอเน่ืองเปนจํานวนอนันต   เราจะเขียน
กราฟดูไมได ! 

ตัวอยาง 3.11  

ให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีคา   

 
0,

( )
1,

x

x
f x

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

     

                  

เมื่อ เปนจํานวนตรรกยะ   

เมื่อ เปนจํานวนอตรรกยะ                
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จงคํานวณหา อินทิกรัลลาง กับ อินทิกรัลบนของ f   บนชวง [0,1] และพิจารณาวา f  อินทิ
เกรตไดบนชวง [0,1] หรือไม 

วิธีทํา  (แสดงในหองเรียน  ไดผลการพิจารณา  f   อินทิเกรตบนชวง [0,1] ไมได) 

3.6 บทนิยามที่รัดกุมของความตอเนื่อง 

ความคิดเรื่องความตอเน่ืองที่กลาวมาแลวในบทที่ 2 น้ัน เปนเพียงความคิดคราวๆ ที่
อธิบายดวยกราฟ ซ่ึงไมอาจจะนํามาใชในการพิจารณาความตอเน่ืองของฟงกชันที่เราเขียน
กราฟไมได เชนฟงกชันในตัวอยาง 3.11  ดังน้ัน ตอไปนี้เราจะทําความเขาใจกับบทนิยามของ
ความตอเน่ืองที่กลาวไวอยางรัดกุม และใชไดกับฟงกชนัโดยทั่วไป 

 เพ่ือใหเขาใจบทนิยามที่รัดกุมของความตอเน่ืองไดงายขึ้น  เราจะพิจารณาคุณสมบัติบาง
ประการของฟงกชันตอเน่ืองกันเสียกอน 

ให f  เปนฟงกชันใดๆที่มีคากําหนดไวที่ทกุๆ จุดในชวงเปด (a,b)  ให c  เปนจุดหนึ่ง
ในชวงนี ้เราจะพิจารณาดูคาของ   

E(x) = | f(x) - f(c) | 

สําหรับคาตางๆของ x ที่อยูใกลๆ c   เราจะวัดความใกล c  ของ x ดวย 

D(x) = | x - c | 

ถา f   มีความตอเน่ืองที่ c  เราจะสามารถทาํให ( )E x  มีคานอยเทาใดก็ไดโดยการ
กําหนดให x อยูใกล c  ใหพอ  กลาวคือ ไมวาใครจะตองการให ( )E x  มีคานอยกวาจํานวน
บวก e ใดๆ ที่เขากําหนดใหมา  เราจะสามารถตีกรอบคา x โดยการหาจํานวนบวก d มาสัก
จํานวนหนึ่งที่ทําใหทุกๆ x ในกรอบ ( )  D x d< ลวนเปน x ที่  ( )E x e<  

ตัวอยางเชน  ( )  2 7 f x x= + เปนฟงกชันทีมี่ความตอเน่ืองที่ทุกๆ จุด  เราจะ ใชคา
ใดๆ เปนคา c  ที่กลาวมาขางตนก็ได เพ่ือใหชัดเจน จะขอกําหนดให c  = 3 เม่ือคํานวณคา 

( )E x   จะไดวา 

( ) | ( ) (3) |

| (2 7) (2 3 7) |

 2 | 3 |

E x f x f

x

x

= −

= + − ⋅ +

= −

 

สําหรับกรณีตวัอยาง ( )  2 7 f x x= + กับ 3c =  เราได 

( ) 2 | 3 |E x x= −  และ ( ) | 3 |D x x= −  

จะเห็นไดวาไมวาใครจะใหจํานวนบวก e ใดๆ มา และตองการใหเรากําหนดกรอบคา 
D(x) ในรูป ( )  D x d< ที่ทําให  ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ที่ ( )  D x d< เราจะทําไดโดย
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กําหนดให d มีคาไมเกินครึ่งหน่ึงของคา e ที่ใหมา  เชนถาเขากําหนด 5e =   เราก็อาจใช 
2d =  ก็ได  เพราะ ( ) 2 D x <  ก็คือ  | 3 |  2x − <   ซ่ึงจะได 2 | 3 |  4 x − < ซ่ึงทําใหได

ดวยวา  ( ) 2 | 3 | 4  5E x x= − < <  

 คา d ที่เราเลอืกมากําหนดกรอบ ( )  D x d< น้ัน อาจเลือกไดตางๆ นานา สําหรับ 
5e =  น้ัน เราจะใช 2.5 d = ก็ได 

เพ่ือใหเห็นจริงวาไมวาใครจะกําหนดจํานวนบวก e  ใดๆให  เราจะเลือกจํานวนบวก d ที่
ทําให  ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ที่ ( )  D x d< เสมอไป  เราทําไดโดยใหคา d โดยบอกเปน

สูตรที ่ เขียนในพจนของ e  เชนเลือก 
2
e

d =  เปนตน             

แตทั้งน้ีเราตองใหเหตุผลสนบัสนุนใหไดวาการเลือกคา d ตามสูตรที่ใหน้ันใชการไดเสมอ     

สําหรับกรณีตวัอยางนี้ เราใหเหตุผลสนบัสนุนการเลือกคา 
2
e

d =  ดังน้ี 

ให x เปนจํานวนใดๆซึ่ง ( )  D x d< ดังน้ัน  | 3 |
2
e

x − <  แต  ( ) 2 | 3 |E x x= −   จึง

ยอมไดวา ( ) 2   
2
e

E x e< ⋅ = น่ันคือ เราไดวา ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ซ่ึง ( )  D x d<  

  คําถาม:   ไดสูตร 
2
e

d =  มาอยางไร? 

  คําตอบ:  ไดมาจากการวิเคราะห  ซ่ึงมีดังน้ี 

ตองการ ( )E x e<  แต  

( ) | (2 7) ((2)(3) 7) | | 2 (2)(3) | 2 | 3 |E x x x x= + − + = − = −  

จึงตองการ  2 | 3 |   x e− < ซ่ึงสมมูลกับ | 3 |
2
e

x − <  เห็นไดวา   ถา  | 3 |
2
e

x − <  ก็จะ

ได ( ) 2 | 3 |  E x x e= − < ตามที่ตองการ  

จากกรณีตัวอยาง เห็นไดวา สําหรับฟงกชัน f  ที่มีความตอเน่ืองที่จุด c  น้ัน ขอความ
ตอไปน้ีเปนจริง 

สําหรับจํานวนบวก e ใดๆ ยอมมีจํานวนบวก d  ซ่ึง  | ( ) ( ) |  f x f c e− < สําหรับทุก ๆ 

x  ซ่ึง | |x c d− <  

และ สําหรับ f   ที่ไมตอเน่ืองที่ c   เราจะพบวาขอความนี้ไมเปนจริง ขอความนี้จึงเปน
ลักษณะเฉพาะ ของฟงกชันที่มีความตอเน่ืองที่จุด c  ใดๆ   เราจึงอาจใชขอความนี้เปนบท
นิยามของความตอเน่ือง 
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ในการเขียนบทนิยามของความตอเน่ืองทีท่ํากันเราไมนิยมใชสัญลักษณ e กับ d เปนตัว
แปร ตัวแปรทีนิ่ยมใชกันโดยทั่วไปคือ ε  กับ δ  ซ่ึงเปนอักษรกรีกในลําดับเดียวกันกบั e กับ d 

              อาน  ε  วา เอปไซลอน (epsilon) 

              อาน  δ  วา เดลตา (delta) 

บทนิยามของความตอเน่ือง และลิมิตจึงเปนดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 3.5 
เรากลาววา f  มีความตอเน่ืองที่ c  ก็ตอเม่ือ สําหรับแตละ ε > 0   มี  δ > 0  ซ่ึงทําให                 

| ( ) ( ) |f x f c− < ε   สําหรับทุกๆ x ซ่ึง  | |x c− < δ  

เม่ือพิจารณาบทนิยามแบบคราวๆของลมิิตที่กลาวไวขางตน ประกอบกับบทนิยามของ
ความตอเน่ืองขางบน  เราก็อาจเขียนบทนิยามของลิมิตเสียใหมใหรัดกุมและใชไดทั่วไปไดดังน้ี 

บทนิยาม 3.6 
เรากลาววา f   มีลิมิตที่ c  เปน L  และเขยีนวา  lim ( )

x c
f x L

→
=  ก็ตอเม่ือ สําหรับแต

ละ  ε > 0   มี  δ > 0  ซ่ึงทําให | ( ) |f x L− < ε  สําหรับทุกๆ x ซ่ึง  0 | |x c< − < δ  

 

 


