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บทที่  3 

อินทิกรัลจํากัดเขตและการประยุกต 

3.1 ความหมายของอินทิกรัล 

Morris Kleine กลาวไวในหนังสือชื่อ Mathematics  and the Physical World 

วานิวตันตองรอถึง 20 ป  กวาจะพิมพเผยแพรกฎขอที่ 3 ของเขา  เพราะตองรอใหพิสูจนได
เสียกอนวาการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุรูปทรงกลมนั้นอาจคํานวณไดโดยคิดถือเอาวามวล
ของทรงกลมนั้นอยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม  การพิสูจนตองใชความคิดเรื่องอินทิกรัล
(integral) ซ่ึงเปนเรื่องหน่ึงของแคลคูลสั  กอนอ่ืนเรามาพิจารณาดูกันวาเหตุใดจึงนาสงสัยวา
เราคิดเอาไมไดวามวลของวตัถตุางๆที่ดึงดูดกันน้ันตองอยูที่จุดศูนยกลางของวัตถุน้ันๆ 

ลองพิจารณาแรงดึงดูดระหวางวตัถุ A กับ B ในสองกรณีตอไปน้ีเปรียบเทียบกัน 

 

  กรณีใดมากกวากัน ?    กรณีใดควรจะมีแรงดึงดูดมากกวา? 

กรณี (ข) วัตถุ B ประกอบดวย B ในกรณี (ก) รวมกับสวนที่ยาวขึน้กวากรณี (ก) สวนที่
ยาวขึ้นนี้ยอมทําใหไดแรงดึงดูดเพิ่มขึ้น  จึงตอบวาแรงดึงดูดในกรณี (ข) มากกวาในกรณี (ก) 

แตถาเราใชกฎของนิวตันคาํนวณหาแรงดึงดูด โดยการถือเอาวามวลของ B อยูที่จุด
ศูนยกลางของ B  ไดดังตอไปน้ี 

ให A มีมวล m และ A อยูหางจาก B เปนระยะ L 

กรณี (ก)   สมมติ B ยาว 2L และมีมวล M 

จะไดวามวลของ A และ B อยูหางกัน L+L = 2L 

ดังน้ัน แรงดึงดูดคือ 2 2 2
2
8(2 ) 4

GmM GmM GmM
L L L

= =  

A B 

A 

 

B 

 

(ก) 

(ข) 



  2301113 บทที่ 3  39 

 

 

กรณี (ข)   สมมติ B ยาว 4L ดังน้ันมีมวล 2M 

จะไดวามวลของ A และ B อยูหางกัน L+2L = 3L  

ดังน้ัน แรงดึงดูดคือ 2 2 2
(2 ) 2

9(3 ) 9
GmM Gm M GmM

L L L
= =  

ซ่ึงจะพบวา การถือเอาวามวลของ B อยูที่จุดศูนยกลางของ B คํานวณแรงดึงดูดในกรณี 
(ข) นอยกวาในกรณี (ก) ซ่ึงขัดแยงกับสิง่ที่ควรเปน 

ตัวอยางที่กลาวมาขางตนแสดงใหเห็นวาการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุโดยทัว่ๆไป
ดวยกฎของนิวตันนั้น เราไมอาจที่จะถือเอาวามวลของวัตถุอยูที่จุดศนูยกลางของมันเสมอไป  
ตอไปน้ีเปนแนวทางในการคํานวณแรงดึงดูดระหวางวัตถุในตัวอยางที่กลาวมา  การคํานวณ
ดังกลาวนี้จะเปนการประมาณคา เพ่ือหาวาแรงดึงดูดที่แทจริงน้ันมีคาอยูระหวางสองคาใด 

สมมติวาวตัถชุิ้นที่หน่ึงเปนจุด A มีมวล m  วัตถุชิ้นทีส่องเปนสวนของเสนตรง BC ซ่ึงมี
ความยาว L และมีมวล M  วัตถทุั้งสองวางเรียงกันอยูดังรูป  

 

ในที่น้ีจะสมมติวา A อยูที่จุดกําเนิด   B อยูหางจาก A ดวยระยะทาง d  และ BC มี
ความยาว L และจะถือเอาวามวลของ BC อยูระหวาง B กับ C  สมมติวามวลของ BC อยูที่
จุด T หางจาก A เปนระยะทาง  t  หนวย 

 

ดังน้ันแรงดึงดูด =  2
GmM

t
   แต  t  มีคาอยูระหวาง  d  กับ d+L  จึงไดวา 

2 2 2( )
GmM GmM GmM
d L t d

≤ ≤
+

 

น่ันคือ เราไดวา แรงดึงดูดมีคาอยูระหวางคาสองคา 

A B C T 

A B C 
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คราวนี้เราจะคิดเอาวา BC ประกอบดวยวัตถุสองชิ้น  คือ  BD กับ DC 

 

แลวประมาณคาแรงดึงดูดของวัตถุแตละชิ้นวาอยูระหวางสองคาใด  เม่ือนํามารวมกันเรา
ก็จะไดคาประมาณของแรงดึงดูดที่อยูในชวงที่แคบเขามา  หากเราแบง BC ออกเปนชิ้นที่ยิ่ง
เล็กลง แตมีมากชิ้นขึ้น การประมาณก็จะยิ่งดีขึ้น 

มีการคํานวณปริมาณตางๆหลายอยางที่ทําไดดวยวธิกีารหาคาประมาณเปนชวง  โดยทํา
ใหชวงทีใ่ชในการประมาณนั้นแคบเขาเทาใดก็ได   ในทํานองเดียวกนักับที่เราทํากับการคํานวณ
แรงดึงดูด  เราจะหยุดพักเรื่องแรงดึงดูดไวชัว่คราว จะไปดูการคํานวณอยางอ่ืนในลักษณะ
เดียวกันที่เห็นไดงายกวากันเสียกอน    แลวจึงกลบัมาพิจารณาการคํานวณแรงดึงดูดระหวาง
วัตถ ุอยางอ่ืนที่วานี้ก็คือ พ้ีนที่ใตเสนโคง 

ตอไปน้ีจะแสดงตัวอยางการคํานวณหาพื้นที่ที่อยูระหวางกราฟของฟงกชันกับชวงปดบน
แกน X  ฟงกชันที่จะนํามาเปนตัวอยางในที่น้ี คือ 2( ) , 0 2f x x x= ≤ ≤  

ซ่ึงมีกราฟในชวงดังกลาวดงัน้ี  
 

 

เราจะพิจารณาวาพื้นที่ A ระหวางกราฟกับชวง [0,2] 

มีคาเทาใด 

โดยจะประมาณวา A มีคาอยูระหวางสองคาใด 

 

 

 

 

เราจะหาคาทีน่อยกวาพื้นที ่A โดยการแบงชวง [0,2]ออกเปน
สวนยอยๆ แลวสรางสี่เหลีย่มผืนผาบนชวง 

ยอย บรรจุลงในพื้นที่ดังกลาวใหสูงมากทีสุ่ดเทาที่จะทําได 

ผลบวกพื้นทีส่ี่เหลี่ยมผืนผาเหลา น้ียอมนอยกวาพื้นที ่A 

 

A B C D 

2 

4 

2( )f x x=

X

Y

2 

A

4 

2( )f x x=

X

Y
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เราจะหาคาทีม่ากกวาพื้นที ่A โดยการแบงชวง [0,2] 

ออกเปนสวนยอยๆ แลวสรางสี่เหลี่ยมผืนผาบนชวงยอย ให
คลุมพ้ืนที่ดังกลาว  แตใหต่ําที่สุดเทาที่จะทําได 

ผลบวกพื้นทีส่ี่เหลี่ยมผืนผาเหลานี้ยอมมากกวาพื้นที ่A 

 

 

 

 

สําหรับการแบงที่ใชหาคาที่นอยกวาพื้นที่ A น้ัน  ถาเรา
แบงชวงใหเปนสวนยอยยิ่งขึ้น ผลบวกพืน้ที่สี่เหลี่ยมผนืผาจะมี
คามากขึ้น จึงใกลคาพื้นที่ A ยิ่งขึ้น 

สําหรับการแบงที่ใชหาคาที่มากกวาพื้นที่ A น้ัน ถาเรา
แบงชวงใหเปนสวนยอยยิ่งขึ้น  ผลบวกพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผาจะมี
คานอยลง  และใกลเคียงคาพื้นที่ A ยิ่งขึ้นเชนกัน 

   

      เราจะแบงชวง [0,2] ออกเปน n สวนเทาๆ กัน แลวคาํนวณหาผลบวกพื้นที่เหลี่ยมผืนผา
ทั้งสองแบบในพจนของ n  เราจะแทนผลบวกพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผาทีบ่รรจุภายใน และผลบวก
พ้ืนที่สี่เหลี่ยมผืนผาที่ใชปกคลุมดวยสัญลกัษณ  nL  และ nU  ตามลําดับ 

เราจะพบวา (แสดงในหองเรียน) 
2 2

2
3 3 3

1 1 1

2( 1) 2 8( 1) 8 8 ( 1) (2 1)
( 1)

6

n n n

n
i i i

i i n n n
L i

n n n n n= = =

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ − − −⎟⎜ ⎟⎜= = = − =⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠∑ ∑ ∑

 

2
2

3 3
1 1

2 2 8 8 ( 1)(2 1)
6

n n

n
i i

i n n n
U i

n n n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + +⎟ ⎟⎜ ⎜= = =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  

เม่ือพิจารณาหาคาลิมิต เราจะพบวา 
32 8

lim lim
3 3n n

n n
L U

→∞ →∞
= = =  

แตเน่ืองจาก n nL A U≤ ≤   จึงไดวา 
32 8
3 3

A = =  

2( )f x x=

2 

4 

X

Y

4 

2 

2( )f x x=

X

Y
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ในที่น้ี เราได คาแมนตรง (exact value) ของ A 

การไดคาแมนตรงของ A น้ันไมใชเรื่องบงัเอิญ เฉพาะกรณีของฟงกชัน  2( )f x x=  บน
ชวง [0,2] เทานั้น  เราอาจใชวธิกีารคํานวณแบบที่กลาวมากับฟงกชันใดๆ บนชวงปดที่มี
ขอบเขตใดๆ ก็ได  ถาฟงกชันนั้นๆ เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนชวงดังกลาว เราจะไดวา 

lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=  

เสมอ 

ฟงกชันที่เรานํามาคํานวณหาพื้นที่ระหวางกราฟของมันกับชวงบนแกน X น้ันตองเปน
ฟงกชันที่ไมมีคาเปนลบในชวงนั้น เพ่ือวาเสนกราฟจะไดอยูเหนือแกน X  ตลอดชวง  อยางไรก็
ตามวิธีการคาํนวณที่ใชคํานวณหาพื้นทีดั่งที่กลาวมานั้น หากจะนํามาใชกับฟงกชันโดยทั่วไป  

ที่มีคาเปนลบบางก็ยอมทําได  แตจะใชผลลัพธที่ไดเปนพ้ืนที่ยอมทําไมได  เพราะพจนตางๆ ที่
บวกกันเปน nL  กับ nU น้ันอาจมีบางพจนเปนลบตัดกันไปบาง 

วิธีการคํานวณดังกลาวนี้ นอกจากจะใชคํานวณหาพื้นที่แลว  ยังใชคํานวณหาปริมาณ
อยางอ่ืนๆ ไดอีกมากมาย เชน งาน แรง  นักคณิตศาสตรจึงศึกษาวธิีการคํานวณนี้สําหรับ
ฟงกชันโดยทั่วๆ ไป  โดยเรียกวิธคีํานวณแบบนี้วา การอินทิเกรต (integration) และเรียก
ผลลัพธของการคํานวณวา อินทิกรัล (integral) คําวา integral น้ี ราชบัณฑิตทยสถาน ใหใช
คําไทยวา ปริพันธ หรือ อินทิกรัล   ตอไปน้ีจะใชคําวา อินทิกรัล 

อินทิกรัลที่จะกลาวถึงตอไปนี้เปน อินทิกรัลจํากัดเขต (definite integral) มีบทนิยาม
ของอินทิกรัลตางๆ กันหลายแบบ  ในที่น้ีจะนํามากลาวเพียงสองแบบ  คือ  แบบของดารบู 
(Darboux) กับ แบบของรีมันน (Riemann) บทนยิามสองแบบนี้อธิบายไมเหมือนกัน  แต
พิสูจนไดวาใหความหมายเดียวกัน  กลาวคือเปนบทนิยามที่สมมูลกัน 

ตอไปน้ีเปนบทนิยามแบบของดารบ ู
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บทนิยาม 3.1 

ให  f   เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [ , ]a b  และมีขอบเขตบนชวง [ , ]a b   

ให n เปนจํานวนนับใดๆ  และให 

0 1 2 3 1n na x x x x x x b−= < < < < < < =…  

เปนการแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ n ชวง คือ 

   0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

สําหรับแตละ i = 1, 2, 3, . . . , n  ให 
glbim =  ของ f  บน 1[ , ]i ix x−  

  lubiM =  ของ f  บน 1[ , ]i ix x−  

ในที่น้ี glb กับ lub หมายถึงคาขอบเขตลางสูงสุด กับคาขอบเขตบนต่ําสุดของ f  ในชวง 

1[ , ]i ix x−  ตามลําดับ 

เราเรียกผลบวก   1
1

( )
n

i i i
i

L m x x −
=

= −∑   วา  ผลบวกลางแบบดารบ ูและเรียก

ผลบวก  1
1

( )
n

i i i
i

U M x x −
=

= −∑  วา  ผลบวกบนแบบดารบ ู

เราเรียก ขอบเขตบนต่ําสุด ของเซตของบรรดาคา L ทั้งหลายทั้งหลายวา  อินทิกรัลลาง 
(lower integral) ของ f  บนชวง [ , ]a b  และเรยีก ขอบเขตลางสูงสุด ของเซตของบรรดาคา 
U ทั้งหลายทัง้หลายวาอินทิกรัลบน (upper integral) ของ f  บนชวง [ , ]a b  

ถา อินทิกรัลลาง กับ อินทิกรัลบน ของ f  บนชวง [ , ]a b  มีคาเทากัน  เรากลาววา f  

เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  ( f  is integrable over the interval [ , ]a b  ) 

และเรียกคาทีเ่ทากันของอินทิกรัลลางกบัอินทิกรัลบนนั้นวา อินทิกรัล (integral) ของ f   บน
ชวง [ , ]a b  

ตัวอยาง 3.1 

กําหนดให ( )f x x=  จงหาผลบวกบนแบบดารบูและผลบวกลางแบบดารบูของ f  บนชวง 
[0,2] 

วิธีทํา  แบงชวง [0,2] เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง 2
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1
2 2

[ , ] [( 1) , ]i i
i

x x i
n n− = −  

ซ่ึงไดวา ( 1)2
i

i
m

n
−

=  และ 2
i

i
M

n
=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f  บนชวง [0,2] คือ 
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2

1 2
1 1

2 2

2 2

( 1)2
( )

2 2 ( 1)
(0 1 ( 1))

2

n n

n i i i
i i

i
L m x x

n

n n
n

n n

−
= =

−
= − =

−
= + + + − =

∑ ∑

"

 

และผลบวกบนแบบดารบูของ f  บนชวง [0,2] คือ 

  

2

1 2
1 1

2 2

2 2

(2)
( )

2 2 ( 1)
(1 2 )

2

n n

n i i i
i i

i
U M x x

n

n n
n

n n

−
= =

= − =

+
= + + + =

∑ ∑

"

 , 

หมายเหตุ 
เน่ืองจากบทนิยามกําหนดไววาฟงกชัน f  เปนฟงกชันที่มีขอบเขต  จึงตองมีคา M  คา

หน่ึง ซ่ึง ( )f x M≤  ทุกๆ x ในชวง [ , ]a b  ดังน้ัน , 1,2, ,im M i n≤ = …  

จึงไดวา 

1
1

( ) ( )
n

i i i
i

L m x x M b a−
=

= − ≤ −∑  

คือเราไดวา  

เซตของบรรดาคา  L ทั้งหลายเปนเซตทีมี่ขอบเขตบน  จึงยอมมีขอบเขตบนต่ําสดุ 

ในทํานองเดียวกันเราจะไดวา 

เซตของบรรดาคา  U ทั้งหลายเปนเซตทีมี่ขอบเขตลาง  จึงยอมมีขอบเขตลางสูงสดุ 

ขอสังเกต 

        1.  สําหรับวิธีแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ แลวนํามาคํานวณ ผลบวกลาง 
L กับผลบวกบน U  ยอมไดวา L U≤  เสมอไป 

        2.  ถา  L'  เปนผลบวกลาง ที่คาํนวณโดยใชการแบงที่แบงยอยกวาการแบงที่ใช
ในการคํานวณผลบวกลาง L ยอมไดวา L L′≤  สวนผลบวกบน U ′ กับ U ทีค่ํานวณจาก  

การแบงดังกลาว เราจะไดวา U U′ ≤  

        3.  สําหรับการแบงชวง [ , ]a b  สองแบบใดๆ 

0 1 2 0 1 2{ , , , , }, { , , , , }n nP x x x x P x x x x′ ′′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= =… …  

ถาเราให P  เปนการแบงที่ใชจุดแบงทั้งของ P ′  และ ของ P ′′ รวมกัน (union กัน) เรายอม
ไดวา L L U U′ ′′≤ ≤ ≤ เม่ือ L′  และ L  เปนผลบวกลางที่สอดคลองกับเซต P ′  และ P
ตามลําดับ และ U  และ U ′′  เปนผลบวกบนทีส่อดคลองกับเซต P  และ P ′′  ตามลําดับ 
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 แสดงวาบรรดาผลบวกลางทั้งหลายมีผลบวกบนทั้งหลายเปนขอบเขตบน  และผลบวก
ลางตางก็เปนขอบเขตลางของบรรดาขอบเขตบน 

อินทิกรัลลาง    ≤    บรรดาผลบวกบน 

                        บรรดาผลบวกลาง     ≤    อินทิกรัลบน 

                               อินทิกรัลลาง    ≤     อินทิกรัลบน 

        4.  ถา { }nL  เปนลําดับใดๆของผลบวกลางเรายอมไดวา  nL ≤ อินทิกรัลลาง 

ดังน้ัน   lim n
n

L
→∞

≤  อินทิกรัลลาง 

ในทํานองเดียวกัน   ถา{ }nU เปนลําดับใดๆของผลบวกบน  เราจะไดวา 

อินทิกรัลบน  lim n
n

U
→∞

≤  

อสมการทั้งสองนี้ประกอบกับที่กลาวมากอน ไดวา 

lim n
n

L
→∞

≤  อินทิกรัลลาง ≤   อินทิกรัลบน lim n
n

U
→∞

≤  

ดังน้ัน  ถา lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=  เรายอมไดวา 

อินทิกรัลลาง  =  อินทิกรัลบน 

แสดงวาฟงกชันอินทิเกรตได  และมีคาเทากับคาทีเ่ทากันของคาลมิิตทั้งสองนั้น 

ตัวอยาง 3.2  

ยอนกลับไปพจิารณาตัวอยาง 3.1 แสดงการคํานวณหาพื้นที่ระหวางกราฟของ ( )f x x=   กับ
ชวง [0,2] ในการพิจารณานั้น  เราพบวา 
 lim lim 2n n

n n
L U

→∞ →∞
= =  

ตัวอยางดังกลาวจึงเปนตวัอยางที่แสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [0,2]

และมีคาอินทกิรัลเทากบั 2  , 

ตัวอยาง 3.3  

จงแสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดบนชวง [0, ]c  สําหรับจํานวนบวก c  ใดๆ 

และมีคาของอินทิกรัลเทากบั  
2

2
c

 

วิธีทํา  แบงชวง [0, ]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1[ , ] [( 1) , ]i i
c ic

x x i
n n− = −  
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ซ่ึงไดวา ( 1)
i

i c
m

n
−

=  และ i
ic

M
n

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  

1
1

2 2

2 2
1

( )

( 1) ( 1)
2

n

n i i i
i
n

i

L m x x

i c c n n
n n

−
=

=

= −

− −
= =

∑

∑
 

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  

1
1

2 2

2 2
1

( )

( 1)
2

n

n i i i
i
n

i

U M x x

ic c n n
n n

−
=

=

= −

+
= =

∑

∑
 

เน่ืองจาก 
2

lim
2n

n

c
U

→∞
=   และ 

2

lim
2n

n

c
L

→∞
=    

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
2

2
c   , 

ตัวอยาง 3.4  

จงแสดงวา ( )f x x=  เปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดบนชวง [ , 0]c  สําหรับ c  ที่เปนจํานวนลบใดๆ 

และมีคาของอินทิกรัลเทากบั  
2

2
c

−  

วิธีทํา  แบงชวง [ , 0]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n
−

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1
( 1) ( )

[ , ] [ , ]i i
c n i c n i

x x
n n−

− + −
=  

ซ่ึงไดวา ( 1)
i

c n i
m

n
− +

=  และ ( )
i

c n i
M

n
−

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [ , 0]c  คือ 
2 2

1 2 2
1 1

( 1) ( 1)
( )

2

n n

n i i i
i i

n i c c n n
L m x x

n n−
= =

− − + − +
= − = =∑ ∑  

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [ , 0]c   คือ  
2 2

1 2 2
1 1

( ) ( 1)
( )

2

n n

n i i i
i i

n i c c n n
U M x x

n n−
= =

− − − −
= − = =∑ ∑  

เน่ืองจาก 
2

lim
2n

n

c
L

→∞

−
=   และ 

2

lim
2n

n

c
U

→∞

−
=   

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
2

2
c−   , 
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ตัวอยาง 3.5  

จงหาผลบวกบนแบบดารบแูละผลบวกลางแบบดารบขูอง 2( )f x x=  บนชวง [0, ]c  สําหรับ
จํานวนบวก c  ใดๆ และจงแสดงวา f   อินทิเกรตไดบนชวงนี้ พรอมทั้งหาคาอินทิกรัล 

วิธีทํา  แบงชวง [0, ]c  เปน n  ชวงเทาๆ กัน  จะไดวาแตละชวงกวาง c
n

 และ  

สําหรับแตละ 1, ,i n= …  ชวงที ่i  คือ 1[ , ] [( 1) , ]i i
c ic

x x i
n n− = −  

ซ่ึงไดวา 
2 2

2
( 1)

i
i c

m
n

−
=  และ 

2 2

2i
i c

M
n

=  

ดังน้ัน ผลบวกลางแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  
2 3 3

1 3 3
1 1

( 1) ( 1)( )(2 1)
( ) { }

6

n n

n i i i
i i

i c c n n n
L m x x

n n−
= =

− − −
= − = =∑ ∑  

และผลบวกบนแบบดารบูของ f   บนชวง [0, ]c  คือ  
2 3 3

1 3 3
1 1

( 1)(2 1)
( ) ( )

6

n n

n i i i
i i

i c c n n n
U M x x

n n−
= =

+ +
= − = =∑ ∑  

เน่ืองจาก 
3

lim
3n

n

c
L

→∞
=   และ 

3

lim
3n

n

c
U

→∞
=   

เพราะฉะนั้น คาอินทิกรัลเทากับ  
3

3
c        , 

ตอไปน้ีเปนบทนิยามแบบของรีมันน 

บทนิยาม 3.2 

ให  f   เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [ , ]a b  และมีขอบเขตบนชวง [ , ]a b   
ให  n เปนจํานวนนับใดๆ  และให 

0 1 2 3 1n na x x x x x x b−= < < < < < < =…  

เปนการแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยๆ n ชวง คือ 

0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

ให  * * *
1 2, , nt t t…  เปนจุดใดๆ จากชวงยอย 

0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x−…  

ตามลําดับ  เราเรียกผลบวก *
1

1

( )( )
n

n i i i
i

S f t x x −
=

= −∑  วา  ผลบวกรีมันนของ f  

ถาสําหรับทุกๆ วิธีแบงชวง [ , ]a b  ออกเปนชวงยอยที่ขนาดของชวงกวางที่สุดมีลิมิตเปน
ศูนย เราไดวา lim n

n
S

→∞
มีคาเดียวกันเสมอ  เรากลาววา f  อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และเรียก

คาลิมิต lim n
n

S
→∞

 วา อินทิกรัลของ f   บนชวง [ , ]a b  
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จะสังเกตเห็นไดโดยงายวา n n nL S U≤ ≤ เสมอไป  ดังน้ัน ถา lim limn n
n n

L U
→∞ →∞

=   

เรายอมไดวา 

         
lim lim limn n n

n n n
L S U

→∞ →∞ →∞
= =

 

แสดงวาถาฟงกชันใดอินทิเกรตไดแบบดารบู ฟงกชันนั้นก็อินทิเกรตไดแบบรีมันนดวย   
และ  อินทิกรัลทั้งสองแบบมีคาเดียวกัน กลับกันก็เปนจริง  คือ ถาฟงกชันใดอินทิเกรตไดแบบ 
รีมันน ฟงกชันนั้นก็อินทิเกรตไดแบบดารบ ูแตเราเหน็ความจริงขอน้ีไดไมงายเหมือนขอแรก 

อินทิกรัลทั้งสองแบบจงึสมมูลกัน 

แบบฝกหัด 3.1 

1. กําหนดให 2( )f x x=  และ 2( ) 1g x x= +  บนชวงตอไปน้ี จงคํานวณหาผลบวกบนและ
ผลบวกลางของ f  และ g  บนชวงนั้น (ในนยิามของอินทิกรัลจํากัดเขตแบบดารบู) 
1.1. [0, ]c  เม่ือ 0c >  
1.2. [ , 0]c  เม่ือ 0c <  
1.3. [ , ]c c−  เม่ือ 0c >  

2. กําหนดให 
2

1
( )

3 1

x
f x

x

+
=

+
 บนชวง [0,5]   

จงบอกสูตรผลบวกรีมันน เม่ือแบง [0,5]  ออกเปน n ชวงเทาๆ กัน และใช *
it  เปนจุด

ทางขวาสุดของแตละชวงยอย (ไมตองคํานวณคา) 

3. ผลบวก 3

1

2 2
(7 (1 ) )( )

n

i

i
n n=

+ +∑   เปนผลบวกรีมันนของฟงกชันใดบนชวงใด และผลบวกนี้

มีลิมิตเปนอินทิกรัลใด  (ไมตองอินทิเกรต) 

การคํานวณหาคาอินทิกรัลจะทําไดงายขึน้โดยการใชสูตรและกฎตางๆ เกี่ยวกบัการ 
อินทิเกรต  ซ่ึงจะไดกลาวถงึในรูปของทฤษฎีบทตางๆ การแถลงทฤษฎีบทตางๆ เหลานี้จะทําได
สะดวก  และชัดเจนดีโดยการใชสัญลักษณ ดังน้ันเรามาทําความรูจัก และเขาใจสญัลักษณ
สําหรับอินทิกรัลกันเสียกอน 

เราเขียนแสดงอินทิกรัลของฟงกชัน f  บนชวง [ , ]a b  ดวยสัญลักษณ ( )
b

a

f x dx∫  

เครื่องหมาย  ∫ คือเครื่องหมายอินทิเกรต สัญลักษณขางบนหมายถึงคาที่ไดจากการ

อินทิเกรตฟงกชัน ( )f x  บนชวงปดจาก a ถึง b 

เครื่องหมายอินทิเกรตนั้นไดมาจากการนําอักษรตัวหนาของคําวา SUM มาดัดแปลง   
โดยการยืดออกจนกลายเปนดังน้ี 
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ในบางกรณีเราตองการระบสุูตรบอกคาฟงกชันไวในสญัลักษณของอินทิกรัล  เชนตองการ

แสดง 
2

2

0

{( , ) | 0 2}x x x≤ ≤∫  สัญลักษณสําหรับใชในการนี้คือ 

 

ในตวัอยางที่กลาวมานั้น  สูตรบอกคาฟงกชันมีตัวแปรคา x ปรากฏอยูเพียงตัวเดียว เรา
จึงอาจไมเห็นความจําเปนของการที่ตองบอกวาอะไรเปนตัวแปรคาของฟงกชันที่เราทําการอินทิ

เกรต แตในอินทิกรัลตอไปนี้ 2(1 )
b

a

xy dx+∫ และ 
0

(1 )
c

xt dt+∫  เห็นไดวาสัญลักษณ  dx กับ 

dt เปนสิ่งจําเปน 

เราเรียกตวัแปรคาของฟงกชันที่เราทําการอินทิเกรตวา   ตัวแปรของการอินทิเกรต   

เราดูไดวาอะไรเปนตวัแปรของการอินทิเกรตไดโดยดูวาตัวแปรใดตามหลังตัว d  เชนใน

อินทิกรัล  2(1 )
b

a

xy dy+∫   ตัวแปรของการอินทิเกรตคือ y 

เน่ืองจากในการบอกสูตรของฟงกชันหนึ่งๆนั้นเราอาจใชตวัแปรไดตางๆ นานา  เชน 

2{( , ) | 0 2}x x x≤ ≤  กับ 2{( , ) | 0 2}t t t≤ ≤  

หมายถึงฟงกชันเดียวกัน (เพราะเปนเซตเดียวกัน) ดังน้ัน
2

2

0

x dx∫  กับ 
2

2

0

t dt∫  จึงหมายถึง

อินทิกรัลเดียวกัน 

บทนิยาม 3.3 

ถาฟงกชัน f   อินทิเกรตไดบน [ , ]a b  เรานิยามอินทิกรัลของ f  จาก b ถึง a วาคือ 

( ) ( )
a b

b a

f x dx f x dx= −∫ ∫  

2
2

0

x dx∫

บอกใหทราบวา x เปน 

ตัวแปรคาของฟงกชันที่เรา 
ทําการอินทิเกรต 

S ∫
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หมายเหตุ 
บทนิยามนี้จะชวยใหเราสามารถนําอินทิกรัลไปประยุกตใชกบัปริมาณที่ขึ้นอยูกับทิศทาง

ไดดวย  เราอาจใหความหมายของการอินทิเกรตในทศิทางกลบักันไดโดยการพิจารณาวา ใน
นิยามของอินทิกรัลจาก b ถึง a น้ัน การแบงชวงเปนดังน้ี  

0 1 2 1n nb x x x x x a−= > > > > > =…  

ใหสังเกตวา ในที่น้ี  0x b=  และ  nx a=  คา x ตางๆ เรียงจากมากไปนอย  ดังน้ัน 
ผลตาง 1 0 2 1 3 2 1, , , , n nx x x x x x x x −− − − −…  ลวนมีคาเปนลบ  เปนผลใหอินทกิรัลจาก 

b ถึง a  มีคาเปนลบของอินทิกรัลจาก a ไปยัง b 

ทฤษฎีบท 3.1  

1) ถาฟงกชัน f  อินทิเกรตไดทั้งบนชวง [ , ]a b  และ [ , ]b c   f  ยอมอินทิเกรตไดบน 

[ , ]a c  และไดดวยวา ( ) ( ) ( )
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

2) ถาฟงกชัน f  อินทิเกรตไดทั้งบนชวง [ , ]a c  และ b อยูระหวาง a กับ c   แลว f  

ยอมอินทิเกรตไดทั้งบน [ , ]a b  และ [ , ]b c  และ สูตรขางบนก็เปนจริงดวยเชนกนั 

หมายเหตุ 
ทฤษฎีบทที่ 3.1  กลาวถึงเฉพาะกรณีของการอินทิเกรตในทศิทางทีเ่ปนบวก (คือจาก

ซายไปขวา) แตเม่ือเราใชบทนิยาม 3.3  มาประกอบดวย เราจะไดวาสูตรในทฤษฎีบทนี้ก็คง
เปนจริงสําหรับ a,b,c ใดๆ  และเพ่ือใหสตูรนี้ใชการไดดี เราจะกําหนดเปนนิยามเพิ่มเติมของ

การอินทิเกรตจาก a ถึง a  วา ( ) 0
a

a

f x dx =∫  

ทฤษฎีบท 3.2  

ถา ,f g  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และ c  เปนจํานวนจริงใดๆ  ยอมไดวา  
cf กับ f g+  ก็เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b b b

a a a
b b

a a

f x g x dx f x dx g x dx

cf x dx c f x dx

+ = +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 



  2301113 บทที่ 3  51 

 

 

ทฤษฎีบท 3.3  

   1) ( )f x c=   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  และไดวา 

( ) ( )
b

a

f x dx c b a= −∫  

   2) สําหรับจํานวนเต็มบวก k ใดๆ ( ) kf x x= เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน [ , ]a b  

และไดวา    
1 1( )

( )
1

b k k

a

b a
f x dx

k

+ +−
=

+∫  

หมายเหตุ 
เรานิยมเขียนสูตรในทฤษฎีบทที่ 3.3 ในรูป 

( )
b

a

cdx c b a= −∫  

กับ          
1 1( )

1

b k k
k

a

b a
x dx

k

+ +−
=

+∫  ตามลําดับ 

ตัวอยาง 3.6  

จงหาคาของ 
2

3

1

(3 5 )x x dx−∫  

วิธีทํา  
2 2 2

3 3

1 1 1
2 4

(3 5 ) 3 5

3(2 1) 5(2 1) 9 75 57
2 4 2 4 4

x x dx xdx x dx− = −

− −
= − = − = −

∫ ∫ ∫
 

,

 

ตัวอยาง 3.7  

จงหาคาของ 
2

2

0

3 2x x dx− +∫  

วิธีทํา เน่ืองจาก  

 

2

2 2

2

3 2, 1

3 2 ( 3 2), 1 2

3 2, 2

x x x

x x x x x

x x x

⎧⎪ − + <⎪⎪⎪⎪− + = − − + ≤ <⎨⎪⎪⎪ − + ≥⎪⎪⎩
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เราไดวา  
2 1 2

2 2 2

0 0 1
1 2

2 2

0 1

3 2

3 2 3 2 3 2

( 3 2) ( 3 2)

1 3 2 3 2 1 3
2 2 2 2 1

3 2 3 2 3 2

x x dx x x dx x x dx

x x dx x x dx

− + = − + + − +

= − + + − − +

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎟= − + −⎜ − + ⋅ − − + =⎜⎟ ⎟⎟⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

,

 

แบบฝกหัด 3.2 

จงหาคาของอินทิกรัลตอไปนี้ 

1. 
1

2

1

(3 )x x dx
−

−∫  2. 
2

2

0

(2 1)x dx+∫  

3. 
1

0

( 1)(3 2)y y dy− +∫  4. 
2

1

x dx∫  

5. 
4

1

( 1)w w dw−∫  6. 
2

2

1

| 3 |x x dx
−

−∫  

7. 
3

2

2

| 2 |x x dx
−

− +∫  8. 
2

2

ydt
−
∫    เม่ือ y  เปนคาคงตวั 

9. 
2

3
1

2
ds

s∫  10. 
2

0

| 1 | | 2 1 |x x dx− + −∫  
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3.2 การประมาณคาของอินทิกรัล 

สูตรที่กลาวมาแลวในทฤษฎีบทตางๆ น้ันพอเพียงที่จะชวยใหเราคาํนวณหาคาอินทิกรัล
ของฟงกชันพหุนามใดๆ สําหรับฟงกชันอ่ืนๆนั้น นิสิตจะไดเรียนรูสูตรสําหรับคํานวณคา
อินทิกรัลที่แมนตรงของมันในโอกาสตอๆ ไป  แตในที่น้ีเราจะใชวิธีคํานวณคาประมาณของ
อินทิกรัลของมันโดยการประมาณฟงกชันเหลานั้นดวยฟงกชันพหุนาม 

การประมาณฟงกชัน f  ใดๆฟงกชันหนึ่งดวยฟงกชันพหุนามเพื่อนํามาประมาณอินทิกรัล
บนชวง [ , ]a b  น้ัน เราทําไดดังน้ี 

    1)  เลือกวาจะใชฟงกชนัพหุนามดีกรีเทาใด เชนใชพหุนามดีกรีสอง ซ่ึงอยูในรูป 

2
0 1 2( )p x c c x c x= + +  

    2)  แบงชวง [ , ]a b  ดวยจุดแบง  0 1, , , nx x x…  

    3) คํานวณคาของฟงกชัน f  ที่จุดเหลานี้  สมมติวา 

 0 0 1 1 2 2( ), ( ), ( ), , ( )n ny f x y f x y f x y f x= = = =…  

จุด 0 0 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x y x y x y x y …  เปนจุดที่อยูบนกราฟของฟงกชันที่เราจะ

อินทิเกรต 

โดยการใชสามจุดแรก 0 0 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , )x y x y x y เราจะสามารถหาฟงกชันในรูป 

2
1 0 1 2( )p x c c x c x= + +  ที่กราฟของมันผานจุดทั้งสามไดฟงกชันหนึ่ง  กราฟของฟงกชัน 

1p  น้ีจะอยูใกลเคียงกับกราฟของฟงกชัน f  ที่เราตองการอินทิเกรต เราจึงอาจประมาณฟงกชัน 
f  บนชวงยอย  0 2[ , ]x x  ดวย 1p   

แลวทําในทํานองเดียวกันกับอีกสามจุด 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , )x y x y x y ซ่ึงจะไดพหุนาม  2p  

ที่ประมาณ f   ในชวง 2 4[ , ]x x  และทาํตอไปในทํานองเดียวกัน เราก็จะไดฟงกชันพหุนาม
ตางๆที่ประมาณ f   ในชวง 0 2 2 4 4 6[ , ], [ , ], [ , ],x x x x x x … 

ใหสังเกตวาการประมาณดวยพหุนามดีกรีสองนี้จะทําไดเต็มชวง [ , ]a b  ก็ตอเม่ือ n เปน
จํานวนคูเทานั้น 

แตถาเราประมาณ f   โดยใชฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึง 0 1( )p x c c x= +  เราจะสามารถ
หาพหุนามเชนน้ีไดสําหรับแตละชวงยอย 0 1 1 2 2 3[ , ], [ , ], [ , ],x x x x x x …  

หากเราจะประมาณ f  โดยใชฟงกชันพหุนามดีกรีสาม 2 3
0 1 2 3( )p x c c x c x c x= + + +  

เราจะตองใชจุดถัดๆ กันคราวละ 4 จุด ในกรณีน้ี n ตองมีคาที่ 3 หารไดลงตัว 
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ที่กลาวมานั้นเปนหลักการทั่วๆ ไป  การประมาณที่นิยมใชกันไดแกการประมาณโดยใช
ฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึงหรือดีกรีสอง  และใชการแบงชวงที่แบงออกเปน n ชวงเทาๆ กัน 

สําหรับกรณีทีใ่ชพหุนามดีกรีหน่ึง n อาจมีคาใดก็ได  กรณีน้ีสูตรที่ไดคือ เกณฑสีเ่หลี่ยม
คางหม ูสําหรับกรณีที่ใชพหุนามดีกรีสอง n ตองมีคาเปนจํานวนคู  กรณีน้ีสูตรที่ไดคือ เกณฑ
ของซิมปสัน 

3.2.1  การพิจารณาหาสูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู  

ลําดับแรก เรามาพิจารณากันเสียกอนวาหากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนาม 

ดีกรีหน่ึง 0 1( )p x c c x= +  ที่ผานจุด  0 0( , )x y  กับ  1 1( , )x y บนชวง 0 1[ , ]x x  วาจะไดคา
เทาใด เราจะพบวา 

1 1 1 1

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2
1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

( ) ( )

( )
2

1
( )( )

2

x x x x

x x x x

p x dx c c x dx c dx c x dx

x x
c x x c

y y x x

= + = +

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= + −

∫ ∫ ∫ ∫

 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดน้ีเขียนไดในพจนของ 0 1,y y  โดยเราไมตองหาคาของ  0c  กับ  1c  

ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด 

การเปนเชนนี ้ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของฟงกชนัพหุนามดีกรีหน่ึงที่ผานจุด 

1 1( , )x y กับ 2 2( , )x y  บนชวง  1 2[ , ]x x  น้ันจะมีคาเทาใด  และในทาํนองเดียวกันสําหรับชวง
ถัดๆ ไป  น่ันคือ สําหรับ 2,3, ,i n= …  จะได  

1

1 1
1

( ) ( )( )
2

i

i

x

i i i i

x

p x dx y y x x

−

− −= + −∫  

เม่ือทราบคาอินทิกรัลของฟงกชันพหุนามที่เราใชประมาณฟงกชัน f  บนชวงตางๆ แลว  
ลําดับตอไปเราก็นําคาอินทิกรัลเหลานี้มารวมกัน เปนคาประมาณของอินทิกรัลของ f   ในกรณี
ของการประมาณดวยฟงกชันพหุนามดีกรีหน่ึง  เราจะไดวา 

0 1 1 2 1

0 1 2 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( 2 2 2 )
2

b

n n

a

n n

f x dx y y h y y h y y h

h
y y y y y

−

−

= + + + + + +

= + + + + +

∫ "

"

 

โดยที่ b a
h

n
−

=  
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ตัวอยาง 3.8  

จงแสดงการใชเกณฑสี่เหลีย่มคางหมูประมาณคา
1.2

4
0

1
x

dx
x+∫  โดยแบงชวงของการอินทิเกรต

ออกเปน 6 ชวงยอย   

วิธีทํา  ในที่น้ีเราจะอินทิเกรต 4( )
1

x
f x

x
=

+
บนชวง [0,1.2] เราจึงแบงชวงนี้ออกเปน 6 ชวง

ยอยดวยจุดแบง  
0.0,  0.2,  0.4,  0.6,  0.8,  1.0,  1.2 

ในการนี้ เราตองคํานวณหาคา f  ที่จุดเหลานี้ซ่ึงจะไดดังน้ี 
    

( )f x  
x 

1× 2× 
0.0 0.000000000  

0.2  0.199680511 

0.4  0.390015600 

0.6  0.531161473 

0.8  0.567536889 

1.0  0.500000000 

1.2 0.390421655  
รวม 0.390421655 2.188394473 

    

จึงไดคําตอบเทากับ 0.2
(0.390421655 + 2 2.189394473) = 0.47672106

2
× ×  , 
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3.2.2 การพิจารณาหาสูตรของเกณฑของซิมปสัน 

ในกรณีน้ี เราจะพิจารณากันเสียกอนวาหากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนาม 
ดีกรีสอง 2

0 1 2( )p x c c x c x= + +  ที่ผานจุด 0 0 1 1( , ), ( , )x y x y  กับ 2 2( , )x y บนชวง 0 2[ , ]x x   

วาจะไดคาเทาใด  เราจะพบวา 

( )
2 2

0 0

2
0 1 2

2 2 3 31 2
0 2 0 2 0 2 0

2 21
0 1 1 1 1

3 32
1 1

3 21 2
0 1 1

2 2
0 1 1 2 1 2

0 1 1

( )

( ) ( ) ( )
2 3

(( ) ( )) (( ) ( ) )
2

(( ) ( ) )
3

2 (4 ) (2 6 )
2 3

6 6 6 2
3

(

3

x x

x x

p x dx c c x c x dx

c c
c x x x x x x

c
c x h x h x h x h

c
x h x h

c c
hc hx h hx

h
c c x c x h c

c c x hh

= + +

= − + − + −

= + − − + + − −

+ + − −

= + + +

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ −
=

∫ ∫

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 1 0 1 1 2 1

2
0 1 1 2 1

2 2 2
0 1 0 2 0 0 1 1 2 1 0 1 2 2 2

0 1 2

) ( ) 4

( ) ( )

4
3

4
3

c x h c c x c x

c c x h c x h

h
c c x c x c c x c x c c x c x

h
y y y

⎡ ⎤+ − + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + +⎢ ⎥⎦⎣
⎡ ⎤= + + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + +
 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดน้ีเขียนไดในพจนของ 0 1 2, ,y y y โดยเราไมตองหาคาของ  

0 1,c c กับ 2c  ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด  การเปนเชนนี้ ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของ
ฟงกชันพหุนามดีกรีสองที่ผานจุด 2 2 3 3( , ),( , )x y x y กับ 4 4( , )x y บนชวง 2 4[ , ]x x น้ันจะมีคา

เทาใด  และ ในทํานองเดียวกันสําหรับสองชวงถัดๆ ไป เม่ือทราบคาอินทิกรัลของฟงกชัน 
พหุนามที่เราใช  ประมาณฟงกชัน f  บนสองชวงถัดๆกันคูตางๆแลว ลําดับตอไปเราก็นําคา
อินทิกรัลเหลานี้มารวมกัน เปนคาประมาณของอินทิกรัลของ f  

ในกรณีของการประมาณดวยฟงกชันพหุนามดีกรีสอง เม่ือ b a
h

n
−

=  เราจะไดวา

( ) ( ) ( )0 1 2 2 3 4 2 1

0 1 2 3 1

( ) 4 4 4
3 3 3

( 4 2 4 4 )
3

b

n n n

a

n n

h h h
f x dx y y y y y y y y y

h
y y y y y y

− −

−

= + + + + + + + + +

= + + + + + +

∫ "

"
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ตัวอยาง 3.9  

จงแสดงการใชเกณฑของซมิปสันประมาณคา
1.2

4
0

1
x

dx
x+∫  โดยแบงชวงของการอินทิเกรตออก 

เปน 6 ชวงยอย 

วิธีทํา ในที่น้ีเราจะอินทิเกรตฟงกชันเดียวกันกับในตวัอยางกอน 4( )
1

x
f x

x
=

+
 และ 

อินทิเกรตบนชวงเดียวกัน โดยแบงออกเปน 6 ชวงยอย เชนกัน จุดแบงจึงใชชุดเดิมและใชคา
ของ f   ที่จุดเหลานี้ ซ่ึงเราคํานวณไวแลว  และไดดังน้ี 

    

( )f x  
x 

1× 4× 2× 
0.0 0.000000000   

0.2  0.199680511  

0.4   0.390015600 

0.6  0.531161473  

0.8   0.567536889 

1.0  0.500000000  

1.2 0.390421655   
รวม 0.390421655 1.230841984 0.957552489 

 

จึงไดคําตอบเทากับ 
0.2

(0.390421655 + 4 1.230841984 + 2 0.957552489)
3

× × ×  

   
0.2

(7.228894569) 0.481926304
3

= × =  , 

วิธีการคํานวณอินทิกรัลโดยการใชเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูหรือเกณฑของซิมปสันน้ันจะทํา
ไดงายหาก เราโปรแกรมใหคอมพิวเตอรทํางานแทนเรา ปจจุบันน้ี เครื่องคิดเลขกมี็โปรแกรม
คํานวณเชนนีไ้วใหใช 

การประมาณอินทิกรัลดวยวิธีเชิงตวัเลขตามที่กลาวมานี้  นอกจากจะสามารถใชในการ
ประมาณอินทิกรัลของฟงกชันที่เราทราบสูตรบอกคาของมันแลว  เรายังสามารถใชคํานวณ
อินทิกรัลของฟงกชันที่เราไดคาของมันมาในรูปตารางอีกดวย 
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ตัวอยาง 3.10  

กําหนดใหวา f  เปนฟงกชันที่มีคากําหนดไวในตารางตอไปน้ี  จงประมาณคาอินทิกรัลของ f   
บนชวง [0, 3]  โดยใชเกณฑของซิมปสัน                    

                                            

                                            

                                            

                                            

                                             

 

     

 

 

วิธีทํา แบงคาของ f  ออกเปนสามพวกตามตัวคูณ 1, 4, 2 

( )f x  
x 

1× 4× 2× 
0.0 2.015     

0.5           2.733  

1.0            3.417 

1.5           5.041  

2.0            7.318 

2.5  4.306  

3.0      2.115   
รวม 4.130 12.080 10.735 
ผลคูณ 

(คูณดวยตวัคณู) 
4.130 48.320 21.470 

            

 ดังน้ัน คาอินทิกรัลของ f   บนชวง [0,3]
0.5

(4.130+48.320+21.470)  = 12.32
3

≈ ×  , 

x ( )f x  

0.0 2.015 

0.5 2.733 

1.0 3.417 

1.5 5.041 

2.0 7.318 

2.5 4.306 

3.0 2.115 
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แบบฝกหัด 3.3 

1. จงแสดงการใชเกณฑสี่เหลีย่มคางหมูประมาณคา 
2.4

3
0

2
1

x
dx

x+∫  โดยแบงชวงของการ 

อินทิเกรตออก เปน 8 ชวงยอย 

2. จงแสดงการใชเกณฑของซมิปสันประมาณคา 
2.4

3
0

2
1

x
dx

x+∫  โดยแบงชวงของการ 

อินทิเกรตออก เปน 8 ชวงยอย 

3. กําหนดใหวา f  เปนฟงกชันที่มีคากําหนดไวในตารางตอไปน้ี  

จงประมาณคาอินทิกรัลของ f  บนชวง [0, 2.4]  โดย

x ( )f x  

0.0 1.153 

0.4 2.037 

0.8 2.510 

1.2 4.032 

1.6 6.781 

2.0 5.836 

2.4 2.911 
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3.3  การพิจารณาหาพื้นที่วงกลมโดยอินทกิรัล 

นิสิตไดเคยเรยีนรูมาจากชั้นมัธยมศึกษาวาวงกลมที่มีรัศมี R น้ัน มีพ้ืนที่  = 2Rπ  

ถาให R = 1 เราจะไดวาพื้นที่วงกลมรศัมีหน่ึงหนวย = π  

เราจะใชความจริงขอน้ีเปนบทนิยามของ π  ก็ไดและในที่น้ี เราจะทําเชนนั้น 

บทนิยาม  3.4 

π   คือ พ้ืนที่วงกลมรัศมีหน่ึงหนวย  

บทนิยามดั้งเดิมของ π   กลาววา      

 

แลวใชบทนิยามนี้พิสูจนไดสูตรสําหรับคาํนวณหาพื้นที่และความยาวเสนรอบวงของวงกลม 

ในที่น้ีเรานิยาม π  วาเปนพ้ืนที่ของวงกลมที่มีรัศมีหน่ึงหนวย  ดังน้ันเราตองพิสูจนใหได
วาสูตรขางบนก็เปนจริง  เราจะคอยทําในโอกาสตอไป ในที่น้ีเราจะคาํนวณคาโดยประมาณของ
มัน 

จากบทนิยาม 3.1 เราสามารถคํานวณหาคา π  ไดโดยการคํานวณหาพื้นที่วงกลมรศัมี
หน่ึงหนวย  ซ่ึงทําไดโดยการอินทิเกรต  เราเห็นไดวา 

1
2 1/2

0

(1 )
4

x dx
π

= −∫  

เราจะประมาณคาอินทิกรัลน้ีไดโดยใชเกณฑของซิมปสัน ( ใหนิสิตทําเปนแบบผึกหัด) 

  โดยการใชบทนิยาม 3.1 และความหมายของอินทิกรัลวาเปนลิมิตของผลบวกรมัีนน เรา
สามารถพิจารณาหาสูตรพ้ืนที่ของวงรี( ellipse ) ไดัดังน้ี 

วงรีมีสมการเปน 
2 2

2 2 1
x y
a b

+ =  

เราเขียนสมการของสวนทีอ่ยูในจัตุภาคที่หน่ึงไดเปน 
1/22

21
x

y b
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

จึงไดวา หน่ึงในสี่ของพื้นที่วงรี 
1/22

2
0

1
a

x
b dx

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫  

 ความยาวเสนรอบวงของวงกลม   

 ความยาวเสนผานจุดศุนยกลาง 
 

π =
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เน่ืองจากเราอาจพิจารณาอินทิกรัลน้ีเปนลิมิตของผลบวกรีมันน 
1/2* 2

12
1

1 ( )
n

i
n i i

i

t
S b x x

a −
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

โดยการเลือก  *
i i

ia
t x

n
= =    จะไดวา 

                       

( )

1/22

2
1

1/22

1

( / )
1

1
1 ( / )

n

n
i

n

i

ia n a
S b

na

ab i n
n

=

=

⎛ ⎞⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑
 

จะสังเกตเห็นไดวาผลบวกสุดทายนั้นแทจริงแลวก็คือผลบวกรีมันนของฟงกชัน 

2 1/2( ) (1 )f x x= −  

บนชวง [0,1] น่ันเอง    จึงไดลิมิตของ nS  เปน 
1

2 1/2

0

lim (1 )
4n

n
S ab x dx ab

π
→∞

⎛ ⎞⎟⎜= − = ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫  

เราจึงไดสูตรพ้ืนที่วงรีเปน abπ  และในกรณีทีว่งรีเปนวงกลมที่มีรัศมี R คือ a b R= =  

เราไดสูตรพ้ืนที่วงกลมเปน 2Rπ  

3.4  การประยุกตของอินทิกรัล 

      ตอไปน้ีจะแสดงตัวอยางวิธีการนําอินทิกรัลไปประยุกตใชในเรือ่งตางๆ ตอไปน้ี 

      1.  แรงดึงดูดระหวางวัตถ ุ

      2.  พ้ีนที่ที่ปดลอมไวโดยเสนโคง(หรือเสนตรง) 
      3.  ปริมาตรของรูปทรงตันที่ทราบพืน้ที่หนาตัด 

      4.  งาน 

      5.  โมเมนตและเซนทรอยด 

ในแตละเร่ืองเหลานี้ เราจะแบงปริมาณที่เราจะคํานวณออกเปนสวนยอยๆ  แลวคาํนวณ
คาประมาณของปริมาณนั้นสําหรับแตละสวนยอยซึ่งเม่ือรวมเขาดวยกัน ก็จะเปนคา
โดยประมาณของปริมาณดังกลาว  เม่ือใหจํานวนสวนยอยมากขึ้นก็จะไดคาลิมิตเปนอินทิกรัล 
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3.4.1 การคํานวณแรงดึงดูด 

    พิจารณาวัตถุสองชิ้น A กับ BC  

 

สมมติวา A เปนจุดมีมวล m   BC เปนเสนตรงยาว L  มีความหนาแนนสม่ําเสมอ และ
มีมวลรวมเทากับ M  สมมติวาระยะ AB เทากับ D เราจะพิจารณาวา AB ประกอบดวยวตัถุ
ชิ้นสั้นๆ หลายๆ ชิ้นตอกันเปนเสนตรง BC หรืออีกนัยหนึ่ง เราแบง BC ออกเปนชวงสั้นๆ 

จํานวน n ชวง 0 1 20 nx x x x L= < < < < =…  

 

 

 
 

สมมติวามวลของชิ้นที่ i อยูที่จุด *
it   ระหวาง 1,i ix x−  แรงดึงดูดระหวาง A กับชิ้นที่ i 

จึงเทากับ 

1
* 2

( )/

( )
i i

i

GmM x x L

D t
−−

+
 

เราจึงไดแรงดึงดูดรวมเปน  

1
* 2

( )

( )
i i

i

GmM x x
L D t

−−
+

∑   โดยที่ในที่น้ี i = 1, . . . , n 

ผลบวกนี้เปนผลบวกรีมันนของ 2
1

( )
( )

f x
D x

=
+

บนชวง [0, ]L  จึงไดวา 

แรงดึงดูดรวม 2
0

1
( )

L
GmM

dx
L D x

=
+∫  

     

A B C 

00 x= 1x 2x nx L=

BA C

1nx −…
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f  

g  

a b 

f  

g  

a b 

3.4.2 การคํานวณพื้นที่ 

      เราจะคํานวณหาพื้นทีร่ะหวางกราฟ 

ของ f  กับ g  ในรูปขวามือโดยการแบงชวง 
[ , ]a b   

ออกเปน n ชวงยอยๆ พ้ืนที่ระหวางกราฟ 

ของ f  กับ g  ก็จะถูกแบงเปนสวนยอยๆ 

 

      รูปน้ีแสดงสวนยอยที ่i ระหวาง 1ix −  กับ ix  

ไวเพียงรูปเดียว  ให  *
it   อยูระหวาง  1,i ix x−  

จะไดวาอาณาบริเวณระหวาง 
กราฟทั้งสองที่อยูในชวงนีมี้พ้ืนที่ประมาณ 

* *
1( ( ) ( ))( )i i i if t g t x x −− −  

เม่ือรวมกันทั้ง n คาก็จะไดคาประมาณของพื้นที่ที่
ตองการ 
เราจะไดวาพืน้ที่ระหวางกราฟของ f  กับ g  ในชวง [ , ]a b มีคาประมาณ 

   * *
1

1

( ( ) ( ))( )
n

i i i i
i

f t g t x x −
=

− −∑    

เม่ือเราใหจํานวนชวงมากขึ้น  ผลบวกนี้จะมีลิมิตเปนอินทิกรัลของ f g−  บนชวง [ , ]a b  

ดังน้ัน พ้ืนที่ระหวางกราฟของ f  กับ g  ในชวง [ , ] ( ( ) ( ))
b

a

a b f x g x dx= −∫  

ในบางกรณี อาณาบริเวณทีเ่ราตองการคาํนวณหาพื้นที่น้ันปดลอมอยูโดยกราฟของ
ความสัมพันธที่ไมเปนฟงกชัน  ในกรณีเชนน้ีเราตองพิจารณาแบงอาณาบริเวณนัน้ออกเปนสวน
ตางๆที่เปนอยางใดอยางหน่ึงดังตอไปน้ี 

      ก) อยูระหวางกราฟของ ( )y f x=  กับ ( )y g x=  

      ข) อยูระหวางกราฟของ ( )x h y=  กับ ( )x k y=  

แลวคํานวณหาพื้นที่ของสวนตางๆ รวมกนัเปนพ้ืนที่ทีต่องการ 
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a b 

a  

b 

3.4.3 การคํานวณหาปริมาตร 

ในการคํานวณปริมาตรรูปทรงตัน เชนที่
เห็นอยูทางขวามือ  เรากําหนดแกนขึ้นเสนหนึ่ง
ไวใชอางอิง สมมติวาเมื่อเราฉายภาพรูปน้ีลงบน
แกน แลวไดวาไดเปนชวง [ , ]a b  

 

เราแบงรูปทีต่องการคํานวณหาปริมาตร
ออกเปนสวนยอยๆ โดยการแบงดวยระนาบตั้ง
ฉากกับแกน  ระนาบนี้ยอมตัดแกนที่จุดตางๆ
ระหวาง a กับ b  ทํา 

 

ใหเกิดการแบง [ , ]a b  ดวยจุดแบง 

0 1 na x x x b= < < < =…  

ในรูปน้ี เราแสดงสวยยอยๆไวเพียงสวน
เดียวซึ่งจะถือวา คือ 1[ , ]i ix x−  

 

    เราจะคํานวณหาปริมาตรของสวนยอยสวนนี ้

ในที่น้ีจะสมมติวาเราทราบพื้นที่  
ภาคตัดขวางของรูปที่จุด x ใดๆ บนแกนวา
เทากับ A(x)       

ดังน้ันเราประมาณปริมาตรของสวนยอย
ที่ i น้ีไดดวย *

1( )( )i i iA t x x −−                

โดยที่ในนี้ *
it  เปนจุดๆหนึ่งระหวาง 1ix − กับ 

ix  

ดังน้ันปริมาตรรวมมีคาประมาณ 

*
1

1

( )( )
n

i i i
i

A t x x −
=

−∑  

เม่ือใชการแบงที่จํานวนชวงยอยมากขึ้น ผลบวกนี้ยอมเขาสูลิมิตที่เปนคาที่แมนตรงของ 

ปริมาตรของรูป คือ ( )
b

a

A x dx= ∫  

a b 
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(a) (b) (c) 

 

3.4.4 การคํานวณหางาน 

นิสิตคงเคยไดเรียนมาแลววาในการออกแรงยายวัตถุไปในแนวเสนตรงดวยแรงที่คงที่น้ัน 
จะคํานวณหางานไดดวยสูตร 

       งาน = แรง × ระยะทาง 

สูตรนี้ใชไดเฉพาะกรณีที่แรงที่ใชในการเคลื่อนยายวตัถุน้ันมีคาคงทีโ่ดยตลอด 

แตในกรณีที่แรงที่ใชไมคงที ่เราใชสูตรขางบนนี้ไมได  เชน ในการออกแรงดึงสปริง 

 

ในการดึงปลายขางหนึ่งของสปริงใหยืดออกโดย
ปลายอีกขางหนึ่งถูกตรึงไวใหอยูกับที่น้ัน  แรงที่
ตองใชจะไมคงที่ สปริงที่ยิ่งยืดออก ยิ่งตองใชแรง
มากในการดึงไวใหอยูที่ความยาวนั้นๆ   เชนถา
จะดึงสปริงจากรูป (a) ใหอยูในรูป (b) ก็ใชแรง
ระดับหนึ่ง  แตถาจะดึงใหอยูในรูป (c ) ก็ตอง
ออกแรงมากกวา 

กฎของฮุค (Hook's law) กลาววา         
แรงที่ใชในการยืดสปริง เปนปฏิภาคกับความยาวของสวนที่ยืดออกของสปริง 

ถา ( )F x เปนแรงทีท่ําใหสปริงยดืออก x หนวยจะไดวา 

( )F x  = kx 

โดยที่ k เปนคาคงตวัที่ขึ้นอยูกับสปริงทีใ่ชสปริงตางๆกันก็อาจมีคา k ตางๆกัน 

ในการคํานวณหางานที่เกิดจากการดึงสปริงใหยืดออก D หนวย เราทําไดโดยการแบง
ระยะจาก 0  ถึง  D ออกเปนสวนยอยๆ ดวยจุดแบง 

0 10 nx x x D= < < < =…  

แลวพิจารณาประมาณงานที่เกิดจากการยืดสปริงในแตละสวนยอย แลวนํางานที่ไดเหลานี้
รวมกันเปนงานที่เกิดจากการยืดสปริง D หนวย ตอไปนี้จะพิจารณาประมาณงานที่เกิดจากการ
ยืดสปริงจากที่ยืดอยูแลว 1ix −  ไปเปน ix   

เน่ืองจากการยืดสปริงออกไป x หนวยตองออกแรงเทากับ  ( )F x   การยืดสปริงออกไป
จาก  1ix −  ถึง ix  จึงตองออกแรงระหวาง  1( )iF x −  กับ ( )iF x  ดังน้ัน  = *( )iF t  โดยที่ *

it เปน
คาระหวาง 1ix −  กับ ix  จึงไดวา 
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H 

R 

H 

R 

งานในการยืดสปริงออกไปจาก 1ix − ถึง ix จึง *
1( )( )i i iF t x x −= −   

ดังน้ัน งานรวม *
1

1

( )( )
n

i i i
i

F t x x −
=

= −∑  

เม่ือใชจํานวนชวงยอยใหมากขึ้น  ผลบวกนี้ยอมมีลิมิตเปนคาที่แมนตรงของงาน แตคาลิมิตนี้ก็
คืออินทิกรัล  เราจึงไดวา 

งานในการยืดสปริง D หนวย
0

( )
D

F x dx= ∫  

ในสูตรทีไ่ดมานั้น  เม่ือเราแทน ( )F x  ดวย kx  แลวอินทเิกรต ก็จะไดคําตอบเปน 

งาน  =   
2

2
kD

 

มีการคํานวณหางานอีกรูปแบบหนึ่งที่แตกตางไปจากเรื่องสปริง  แตก็ตองมีการแบงงานที่
จะคํานวณออกเปนสวนยอยๆ  ประมาณงานแตละสวนยอย แลวคํานวณหาผลรวมเปน
คาประมาณของงานรวม ซ่ึงเม่ือพิจารณาหาลิมิตก็จะไดคาลิมิตเปนคาที่แมนตรงของงานที่เรา
ตองการคํานวณเชนกัน 

เราจะพิจารณาวิธีการคํานวณแบบดังกลาวจาก  

ตัวอยางตอไปนี้ 

ถังนํ้ารูปครึ่งทรงกลมมีรัศมี R อยูในลักษณะ
หงาย มีนํ้าเต็ม  ตองการสูบนํ้าขึ้นไปใชที่ระดับสูงกวา
ปากถัง H  ถาตองใชนํ้าทั้งหมดที่มีอยูในถัง  จะตอง
ทํางานทั้งหมดเทาใด? 

 

     เราแบงนํ้าในถังเปนชั้นบางๆ แลวประมาณงาน
ในการยก(สูบ) นํ้าแตละชั้นขึ้นไปที่ระดับที่สูงกวาปาก
ถัง H   แรงที่ใชในการยกชัน้ตางๆ ก็คือนํ้าหนักของ
นํ้าในชั้นนั้นๆ ระยะทางกค็อืระยะจากชั้นน้ันไปถึง
ระดับสวนสูง H จากปากถัง 
  

 

ในการคํานวณแรงที่ใช  เราตองคํานวณน้ําหนักของน้ําในแตละชั้นวาหนักเทาใด  ซ่ึงทํา
ไดโดยการหาวาน้ําชั้นตางๆ น้ันมีปริมาตรเทาใด 
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H 
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เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ  เราจะตั้งแกนพิกัด
ผานจุดศูนยกลางของครึ่งทรงกลมตั้งฉากกับชั้นตางๆของ
นํ้าและใชจุดศนูยกลางของครึ่งทรงกลมเปน origin 

 

จะเห็นไดวา ชั้นตางๆ ของน้ําอยูในชวง [0, ]R  ถือได
วาชั้นตางๆ เหลานี้เกิดจากการแบงชวงน้ีออกเปนชวงยอยๆ 

0 10 nx x x R= < < < =…  

 

ปริมาตรของชัน้ที่ i ซ่ึงอยูในชวง  1[ , ]i ix x−  มีคาประมาณ *
1( )( )i i iA t x x −−  โดยที่

*( )iA t เปนพ้ืนที่ภาคตัดของครึ่งทรงกลมที่ระยะ *
it  ซ่ึงอยูระหวาง 1ix −   กับ ix  

 

ในที่น้ี พ้ืนที่ภาคตัดเปนวงกลมที่มีรัศมี 2 *2
iR t−  

จึงไดวาพื้นที่ * 2 *2( ) ( )i iA t R tπ= −  

ตอไป เราจะพิจารณาวาจะตองยกน้ําชัน้ที่ i ขึ้นไปเปน
ระยะทางเทาใด 

 

คากลางๆของระยะทางจากชั้นที่ i ไปถึงปาก
ถังก็คือ *

it  ดังน้ันระยะจากชั้นที่ i  ถึงระดับที่สูง H 

จากปากถังก็คือ  *
iH t+   จึงไดวางานในการยกชั้น

ที่ i ขึ้นไปก็คอื  * *
1( ) ( )( )i i i iH t A t x x −+ ρ −  

โดยที่  ρ   คือนํ้าหนักของน้ําตอหน่ึงหนวยปริมาตร  
เม่ือรวมคาประมาณของงานทั้งหมดเขาดวยกัน 

จะไดวา  
 

งานรวม * *
1

1

( ) ( )( )
n

i i i i
i

H t A t x x −
=

= + ρ −∑   ซ่ึงมีลิมิตเปน 
0

( ) ( )
R

H x A x dx= + ρ∫  

เม่ือแทนคา A(x) แลวอินทิเกรต จะไดคาที่แมนตรงของงานที่เราตองการคํานวณเทากับ 

 2 2

0

( ) ( )
R

H x R x dxρπ+ − =∫ … 

(ใหนิสิตทําตอเปนแบบฝกหัด) 
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a 

b 

O 

a b

ix

*
it

1ix −

ในกรณีทั่วๆไป  การคํานวณหางานที่ใชในการสูบ
นํ้าหรือของเหลวอ่ืนๆ ก็จะทําไดในทํานองเดียวกัน  คือจะ
ไดเปนสูตร 

งาน  ( ) ( )
b

a

H x A x dx= + ρ∫  

โดยที่ H เปนระยะทางเหนอื origin ขึ้นไป  A(x) เปน  

พ้ืนที่หนาตัดของภาชนะทีร่ะดับ x ใต origin ลงมา  a 

เปนระดับผวินํ้าเมื่อเริ่มตน b เปนระดับผิวนํ้าเม่ือสูบเสร็จ 

3.4.5 การคํานวณหาโมเมนตและเซนทรอยด 

นิสิตไดเคยเรยีนรูเรื่องโมเมนตมาแลว และคงไดเคยคํานวณหาโมเมนตมาบางแลว       
ในกรณีที่มวลที่เราจะหาโมเมนตมีขนาดเล็กจนถือไดวาเปนจุด  โมเมนตของมันเทียบกับเสน
ใดๆก็คือผลคณูของมวลนั้นกับระยะจากจดุนั้นถึงเสน  การหาโมเมนตของมวลที่มีขนาดใหญก็
ทําไดโดยการพิจารณาวาประกอบขึ้นดวยมวลขนาดเลก็หลายๆ ชิ้น   จึงทําไดโดยการอินทิ
เกรต 

จะขอเริ่มดวยตัวอยางการคาํนวณหาโมเมตของเสน
ลวดตรงซึ่งวางอยูในตําแหนงดังแสดงในรูปขวามือ 

สมมติวาเสนลวดนี้มีปลายทั้งสองอยูที่ (a,c) กับ 
(b,c)  จึงมีความยาว  L= b - a  ในที่น้ีจะถือวาลวดนี้มีแต
ความยาว ไมมีความกวางหรือความหนา และจะสมมติวา
ลวดนี้มีมวล ρ  หนวยตอหนวยความยาว  

  เราแบงเสนลวดเปนทอนสั้นๆ ตามจุดแบง 

0 1 na x x x b= < < < =…  

ทอนที่ i มีมวล 1( )i ix x −ρ −  

โมเมนตเทียบกับแกนทั้งสองของทอนที่ i มีคาดังน้ี    

เทียบกบัแกน 1( )i ix c x x −= ρ −  

เทียบกบัแกน *
1( )i i iy t x x −= ρ −  

a b

c
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มีคาเทากับมวล ( )Lρ คูณกับ
ระยะจากจุดกึ่งกลางถึงแกน 

มีคาเทากับ 

มวล   ( )Lρ  
คูณกับระยะ
จากแกน X  

เม่ือหาผลรวม และหาลิมิตของผลรวม จะสรุป  ไดวา โมเมนตของเสนลวดมีคาดังน้ี 

 

เทียบกบัแกน
b

a

x c dx Lc= ρ = ρ∫   

เทียบกบัแกน ( )
2

b

a

a b
y x dx L

+
= ρ = ρ∫   

 

   

 

         

จากที่กลาวมา เห็นไดวาโมเมนตของวตัถุที่มีลักษณะเปนทอนตรงเทียบกับแกนที่ขนาน
กับวตัถุน้ัน เทากับผลคูณของมวลของวตัถุกับระยะจากวัตถุถึงแกน โมเมนตของวัตถุที่มี
ลักษณะเปนทอนตรงเทียบกับแกนที่ตั้งฉากกับวตัถุน้ัน เทากับผลคณูของมวลของวัตถุกบัระยะ
จากจุดกึ่งกลางวัตถถุึงแกน 

ลําดับตอไป เราจะพิจารณาหาโมเมนตของ
วัตถุที่มี ความกวางและความยาว  แตไมมีความหนา 
เชน แผนบางๆที่ถูกปดลอมอยูระหวางกราฟของ 

( )y f x=  กับ ( ) y g x= ในชวงปด [ , ]a b   ดัง
แสดงในรูปขวามือ   

เราแบงวตัถุเปนแถบผอมๆ ตามแนวดิ่ง (ในที่น้ี
แสดงไวเพียงแถบเดียว) เม่ือใหจํานวนแถบมากขึ้น 
แตละแถบก็เปรียบไดกับเสนลวด เราจึงประมาณ
โมเมนตของแตละแถบไดโดยอาศัยความรูที่กลาวมา
ขางตน 

ลําดับแรกเราจะหาโมเมนตเทียบกบัแกน x   
สมมติให ρ  เปนมวลตอหนวยพ้ีนที่ของวตัถุ  เราจะไดวามวลของแถบที่ i มีคาประมาณ 

  * *
1( ( ) ( ))( )i i i if t g t x x −ρ − −  

ระยะจากจุดกึ่งกลางของแถบนี้ไปยังแกน x คือ   
* *( ( ) ( ))

2
i if t g t+  

ซ่ึงเม่ือคูณกันก็จะไดโมเมนตของแถบดังกลาว * 2 * 2
1( ( ) ( ) )( )i i i if t g t x x −

1
= ρ − −

2
 

คาโมเมนตทีต่องการก็คือลิมิตของผลบวกเหลานี้จึงไดวา 

f  

a b

g

a b

g

f

*
it



  2301113 บทที่ 3  70 

 

 

xM =  โมเมนตเทียบกับแกน x  2 2( ( ) ( ) )
b

a

f x g x dx
1

= ρ −
2 ∫  

     การหาโมเมนตเทียบกบัแกน y   เราก็คงใชการ
แบงวัตถุออกเปนแถบเชนเดียวกัน  การประมาณมวล
ของแถบก็เหมือนเดิม  ตางกันก็เฉพาะระยะจากแถบ
ถึงแกน  ในกรณีน้ีเราตองใช  ระยะจากแถบถึงแกน y 
ซ่ึงก็คือ *

it  จึงไดวาโมเมนตของแถบที่ i 
* * *

1( ( ) ( ))( )i i i i it f t g t x x −= ρ − −  

โดยการหาลิมิตของผลบวก เราจะไดวา 

yM =  โมเมนตเทียบกับแกน y ( ( ) ( ))
b

a

x f x g x dx= ρ −∫  

เราเรียกจุดที่เสมือนวามวลของวัตถทุั้งชิน้รวมกันอยูทีน่ั่นวา เซนทรอยด (centroid) 

ถา ( , )x y  เปนเซนทรอยดของวัตถุที่มีมวล m และมีโมเมนตเทียบกับแกน x และแกน y เปน 

xM และ yM ตามลําดบั  เราจะไดวา 

xm x M=   และ  ym y M=  

ซ่ึงจากสมการทั้งสองนี้ เราจะหาเซนทรอยดได 

แบบฝกหัด 3.4 

1. จงหาพื้นที่ระหวางเสนโคง 2y x=  และ 2y x=  บนชวง [0,3]  

2. จงเขียนอินทิกรัลแทนพื้นทีร่ะหวาง ( ) xf x e=  และ 2( ) ( 1)g x x= − −  แลวประมาณคา
อินทิกรัลดวยเกณฑของซิมปสัน โดยแบงเปน 8 ชวงเทาๆ กัน 

3. จงหาปริมาตรของพีรามิดตรงที่มีความสูงตรง h หนวย และมีฐานเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งมี
ดานยาว d หนวย 

4. จงหาปริมาตรของพีรามิดตรงที่มีความสูงตรง h  หนวย และมีฐานเปนรปูสี่เหลี่ยมผืนผา
ขนาด d k×  ตารางหนวย 

5. ตัดทรงกลมรศัมี R  ดวยระนาบตั้งฉากกับรัศมีสองครั้งซ่ึงหางจากจุดศูนยกลาง M  และ 
N  ตามลําดับ โดยที่ 0 M N R≤ ≤ ≤  ทําใหวงกลมถูกแบงเปน 3 สวน  จงเขียน
อินทิกรัลแทนปริมาตรสวนของทรงกลมดังกลาวแตละสวน และหาคานั้น 

6. ลวดสปริงอยูในตําแหนงสมดุลมีความยาวธรรมชาติ 9 น้ิว ถาใชนํ้าหนัก 3 ปอนต ลวดสปริง
จะยืดออก 3 น้ิว  งานที่เกิดจากการทําใหลวดสปริงมีความยาวเปน 1.5 ฟุต มีคาเปนกี่ฟุต-

ปอนด 

 

 

a b *
it
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3.5 การอินทิเกรตได (Integrability) 

นิสิตไดคุนเคยกับการนําอินทิกรัลไปประยุกตใชกับการคํานวณหาปริมาณตางๆมาแลว
พอสมควร   และคงสังเกตเห็นวา ที่เราสามารถนําอินทิกรัลไปประยุกตใชไดน้ัน เปนเพราะ
ปริมาณที่เราตองการคํานวณลวนเปนลิมิตของผลบวกรีมันนของฟงกชัน f  ฟงกชันหนึ่งบนชวง
ปดชวงหนึ่ง     เราทราบวาถา f  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตได  ผลบวกรีมันนของมัน  ยอมมีลิมิต
เปนอินทิกรัลบนชวงดังกลาว เราทราบไดอยางไรวาฟงกชันนั้นอินทิเกรตได? ! 

เทาที่นิสติไดเรียนมาแลว การตรวจสอบวาฟงกชันใดฟงกชันหนึ่งอินทิเกรตไดหรือไมน้ัน
มีอยูสองวิธี 

      1)  อินทิกรัลลางกบัอินทิกรัลบนเทากันหรือไม 
      2)  ทุกผลบวกรีมันนมีลิมิตเดียวกนัหรือไม 

ทั้งสองวิธีน้ีเปนวิธีทีท่ําไดยาก ไมเหมาะกับการใชงาน 

ทฤษฎีบทตอไปน้ีจะชวยใหเราพิจารณาปญหาเกี่ยวกับการอินทิเกรตได ไดงายขึ้น 

ทฤษฎีบท 3.4  

ถา f  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนชวง [ , ]a b  แลว f  ยอมเปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรต
ไดบน  [ , ]a b  

ทฤษฎีบท 3.5  

ถา f  เปนฟงกชันที่มีขอบเขตในชวง [ , ]a b  และมีจุดใน  [ , ]a b   ที่ f  ไมตอเน่ืองเพียง
จํานวนจํากัดแลว f  ยอมเปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน  [ , ]a b  

ทฤษฎีบททั้งสองนี้เปนเพียงเง่ือนไขพอเพียงของการอินทิเกรตได แตไมจําเปนวาฟงกชัน
ที่อินทิเกรตไดทุกฟงกชันจะตองเปนไปตามเง่ือนไขในทฤษฎีบท   ฟงกชันที่ไมตอเน่ืองที่จุด
ตางๆ ในชวง [ , ]a b  เปนจํานวนอนันตแตอินทิเกรตไดบน [ , ]a b  ไดก็มี ฟงกชันที่เราไดนํามา
อินทิเกรตกันแลวน้ันลวนเปนฟงกชันทีอิ่นทิเกรตไดทั้งสิ้น  จากทฤษฎีบททั้งสองบทที่กลาวมา
น้ัน จะเห็นวาฟงกชันที่อินทิเกรตไมไดน้ัน ตองมีจุดที่ไมตอเน่ืองเปนจํานวนอนันต   เราจะเขียน
กราฟดูไมได ! 

ตัวอยาง 3.11  

ให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีคา   

 
0,

( )
1,

x

x
f x

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

     

                  

เมื่อ เปนจํานวนตรรกยะ   

เมื่อ เปนจํานวนอตรรกยะ                
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จงคํานวณหา อินทิกรัลลาง กับ อินทิกรัลบนของ f   บนชวง [0,1] และพิจารณาวา f  อินทิ
เกรตไดบนชวง [0,1] หรือไม 

วิธีทํา  (แสดงในหองเรียน  ไดผลการพิจารณา  f   อินทิเกรตบนชวง [0,1] ไมได) 

3.6 บทนิยามที่รัดกุมของความตอเนื่อง 

ความคิดเรื่องความตอเน่ืองที่กลาวมาแลวในบทที่ 2 น้ัน เปนเพียงความคิดคราวๆ ที่
อธิบายดวยกราฟ ซ่ึงไมอาจจะนํามาใชในการพิจารณาความตอเน่ืองของฟงกชันที่เราเขียน
กราฟไมได เชนฟงกชันในตัวอยาง 3.11  ดังน้ัน ตอไปนี้เราจะทําความเขาใจกับบทนิยามของ
ความตอเน่ืองที่กลาวไวอยางรัดกุม และใชไดกับฟงกชนัโดยทั่วไป 

 เพ่ือใหเขาใจบทนิยามที่รัดกุมของความตอเน่ืองไดงายขึ้น  เราจะพิจารณาคุณสมบัติบาง
ประการของฟงกชันตอเน่ืองกันเสียกอน 

ให f  เปนฟงกชันใดๆที่มีคากําหนดไวที่ทกุๆ จุดในชวงเปด (a,b)  ให c  เปนจุดหนึ่ง
ในชวงนี ้เราจะพิจารณาดูคาของ   

E(x) = | f(x) - f(c) | 

สําหรับคาตางๆของ x ที่อยูใกลๆ c   เราจะวัดความใกล c  ของ x ดวย 

D(x) = | x - c | 

ถา f   มีความตอเน่ืองที่ c  เราจะสามารถทาํให ( )E x  มีคานอยเทาใดก็ไดโดยการ
กําหนดให x อยูใกล c  ใหพอ  กลาวคือ ไมวาใครจะตองการให ( )E x  มีคานอยกวาจํานวน
บวก e ใดๆ ที่เขากําหนดใหมา  เราจะสามารถตีกรอบคา x โดยการหาจํานวนบวก d มาสัก
จํานวนหนึ่งที่ทําใหทุกๆ x ในกรอบ ( )  D x d< ลวนเปน x ที่  ( )E x e<  

ตัวอยางเชน  ( )  2 7 f x x= + เปนฟงกชันทีมี่ความตอเน่ืองที่ทุกๆ จุด  เราจะ ใชคา
ใดๆ เปนคา c  ที่กลาวมาขางตนก็ได เพ่ือใหชัดเจน จะขอกําหนดให c  = 3 เม่ือคํานวณคา 

( )E x   จะไดวา 

( ) | ( ) (3) |

| (2 7) (2 3 7) |

 2 | 3 |

E x f x f

x

x

= −

= + − ⋅ +

= −

 

สําหรับกรณีตวัอยาง ( )  2 7 f x x= + กับ 3c =  เราได 

( ) 2 | 3 |E x x= −  และ ( ) | 3 |D x x= −  

จะเห็นไดวาไมวาใครจะใหจํานวนบวก e ใดๆ มา และตองการใหเรากําหนดกรอบคา 
D(x) ในรูป ( )  D x d< ที่ทําให  ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ที่ ( )  D x d< เราจะทําไดโดย
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กําหนดให d มีคาไมเกินครึ่งหน่ึงของคา e ที่ใหมา  เชนถาเขากําหนด 5e =   เราก็อาจใช 
2d =  ก็ได  เพราะ ( ) 2 D x <  ก็คือ  | 3 |  2x − <   ซ่ึงจะได 2 | 3 |  4 x − < ซ่ึงทําใหได

ดวยวา  ( ) 2 | 3 | 4  5E x x= − < <  

 คา d ที่เราเลอืกมากําหนดกรอบ ( )  D x d< น้ัน อาจเลือกไดตางๆ นานา สําหรับ 
5e =  น้ัน เราจะใช 2.5 d = ก็ได 

เพ่ือใหเห็นจริงวาไมวาใครจะกําหนดจํานวนบวก e  ใดๆให  เราจะเลือกจํานวนบวก d ที่
ทําให  ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ที่ ( )  D x d< เสมอไป  เราทําไดโดยใหคา d โดยบอกเปน

สูตรที ่ เขียนในพจนของ e  เชนเลือก 
2
e

d =  เปนตน             

แตทั้งน้ีเราตองใหเหตุผลสนบัสนุนใหไดวาการเลือกคา d ตามสูตรที่ใหน้ันใชการไดเสมอ     

สําหรับกรณีตวัอยางนี้ เราใหเหตุผลสนบัสนุนการเลือกคา 
2
e

d =  ดังน้ี 

ให x เปนจํานวนใดๆซึ่ง ( )  D x d< ดังน้ัน  | 3 |
2
e

x − <  แต  ( ) 2 | 3 |E x x= −   จึง

ยอมไดวา ( ) 2   
2
e

E x e< ⋅ = น่ันคือ เราไดวา ( )E x e<  สําหรับทุกๆ x ซ่ึง ( )  D x d<  

  คําถาม:   ไดสูตร 
2
e

d =  มาอยางไร? 

  คําตอบ:  ไดมาจากการวิเคราะห  ซ่ึงมีดังน้ี 

ตองการ ( )E x e<  แต  

( ) | (2 7) ((2)(3) 7) | | 2 (2)(3) | 2 | 3 |E x x x x= + − + = − = −  

จึงตองการ  2 | 3 |   x e− < ซ่ึงสมมูลกับ | 3 |
2
e

x − <  เห็นไดวา   ถา  | 3 |
2
e

x − <  ก็จะ

ได ( ) 2 | 3 |  E x x e= − < ตามที่ตองการ  

จากกรณีตัวอยาง เห็นไดวา สําหรับฟงกชัน f  ที่มีความตอเน่ืองที่จุด c  น้ัน ขอความ
ตอไปน้ีเปนจริง 

สําหรับจํานวนบวก e ใดๆ ยอมมีจํานวนบวก d  ซ่ึง  | ( ) ( ) |  f x f c e− < สําหรับทุก ๆ 

x  ซ่ึง | |x c d− <  

และ สําหรับ f   ที่ไมตอเน่ืองที่ c   เราจะพบวาขอความนี้ไมเปนจริง ขอความนี้จึงเปน
ลักษณะเฉพาะ ของฟงกชันที่มีความตอเน่ืองที่จุด c  ใดๆ   เราจึงอาจใชขอความนี้เปนบท
นิยามของความตอเน่ือง 
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ในการเขียนบทนิยามของความตอเน่ืองทีท่ํากันเราไมนิยมใชสัญลักษณ e กับ d เปนตัว
แปร ตัวแปรทีนิ่ยมใชกันโดยทั่วไปคือ ε  กับ δ  ซ่ึงเปนอักษรกรีกในลําดับเดียวกันกบั e กับ d 

              อาน  ε  วา เอปไซลอน (epsilon) 

              อาน  δ  วา เดลตา (delta) 

บทนิยามของความตอเน่ือง และลิมิตจึงเปนดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 3.5 
เรากลาววา f  มีความตอเน่ืองที่ c  ก็ตอเม่ือ สําหรับแตละ ε > 0   มี  δ > 0  ซ่ึงทําให                 

| ( ) ( ) |f x f c− < ε   สําหรับทุกๆ x ซ่ึง  | |x c− < δ  

เม่ือพิจารณาบทนิยามแบบคราวๆของลมิิตที่กลาวไวขางตน ประกอบกับบทนิยามของ
ความตอเน่ืองขางบน  เราก็อาจเขียนบทนิยามของลิมิตเสียใหมใหรัดกุมและใชไดทั่วไปไดดังน้ี 

บทนิยาม 3.6 
เรากลาววา f   มีลิมิตที่ c  เปน L  และเขยีนวา  lim ( )

x c
f x L

→
=  ก็ตอเม่ือ สําหรับแต

ละ  ε > 0   มี  δ > 0  ซ่ึงทําให | ( ) |f x L− < ε  สําหรับทุกๆ x ซ่ึง  0 | |x c< − < δ  

 

 


