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บทที่ 4 

อนุพันธและปฏยิานุพนัธ 

4.1 ความหมายของอนุพันธ 

ถาเราโยนวตัถุขึ้นไป  วตัถจุะขึ้นไปถึงจุดหนึ่ง แลวตกลงมา  ทั้งน้ีก็เพราะความเร็วของวตัถุ
ลดลงเรื่อยๆ จนเปนศูนย แลวกต็กลงมา  ขาลง ความเร็ว (ในทิศตรงขาม) ก็เพ่ิมขึ้นเรื่อยๆ         

การเคลื่อนทีท่ี่กลาวมานั้นมีความเร็วไมคงที ่ มีการเปลี่ยนความเรว็อยูทุกขณะ ความเรว็
ชั่วขณะ  ก็คอืความเร็ว ณ เวลาใดๆ น่ันเอง  เราจะคํานวณหาความเร็วชัว่ขณะไดอยางไร? 

สูตรทีว่า            

ความเร็ว = ระยะทาง
เวลา

 

เปนสูตรคํานวณความเร็วเฉลี่ยของการเคลื่อนที่ในชวงเวลาหนึ่ง ไมใชความเร็วในขณะใด
ขณะหนึ่ง 

ในกรณีที่วตัถเุคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที ่ ความเร็วเฉลี่ยจะมีคาเทากันในทุกๆ ชวง ใน
กรณีน้ีความเร็วเฉลี่ยกับความเร็วชัว่ขณะจะมีคาเทากัน   สูตรขางบนจึงใหคาความเร็วชัว่ขณะ
ดวย  ในกรณทีี่วตัถุเคลื่อนที่ดวยความเรว็ไมสมํ่าเสมอ  สูตรดังกลาวใหเพียงความเร็วเฉลี่ยใน
ชวงเวลาที่นํามาใชในการคาํนวณ 

ตัวอยางการพจิารณาตอไปน้ีจะชวยใหเราเห็นไดวาเราควรจะคํานวณความเร็วชัว่ขณะ
อยางไร  เราจะใชสมการการเคลื่อนที่ทีก่าลิเลโอเปนผูคนพบไวเปนกรณีตัวอยางในการพิจารณา  
กาลิเลโอคนพบวา เม่ือปลอยใหวตัถุตกลงมาจากที่สูง  ระยะทาง s  ที่วัตถุเคลื่อนทีไ่ดมี
ความสัมพันธกับเวลา t  ที่ใชในการเคลื่อนที่ดวยสมการ 

216s t=  

โดยที่ s  มีหนวยเปนฟุต และ t  มีหนวยเปนวินาท ี

เราจะพิจารณาวาความเรว็ในขณะ 2t =   เปนเทาใด  โดยเปรียบเทยีบความเร็วดังกลาว
น้ีกับความเรว็เฉลี่ยในชวงเวลากอนและหลัง 2t =  

เพ่ือความสะดวกในการกลาวถึงความเร็วในขณะ 2t =  เราจะแทนความเรว็น้ีดวย v  

สําหรับ 2t <  จะไดวา ความเรว็เฉลี่ยในชวง 
2 216(2) 16

[ ,2]
2

t
t

t
−

=
−

 

สําหรับ 2t >  จะไดวา ความเรว็เฉลี่ยในชวง 
2 216 16(2)

[2, ]
2

t
t

t
−

=
−
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สังเกตวาสูตรความเร็วเฉลี่ยทั้งสองสมมูลกัน 

เม่ือใชสูตรนี้คาํนวณความเร็วเฉลี่ยในชวง [1,2] กับ [2,3]  คือให 1t =  กับ 3t =  จะได
ความเร็วเฉลีย่ในชวง [1,2] เปน  48  และความเร็วเฉลี่ยในชวง [2,3] เปน  80 

เห็นไดวาในชวงกอน 2t =  น้ันความเร็วเฉลี่ยมีคานอยกวาความเร็วเฉลีย่ในชวงหลัง  
2t =  แสดงวาความเร็วขณะ 2t =  กลาวคือ v  ยอมมีคาอยูระหวางคาทั้งสองนี้  คือไดวา 

48 80v≤ ≤  

หากเราใชชวงที่แคบลง เชน [1.5,2] กับ [2,2.5] เราจะไดขอบเขตของ v  เปน 

56 72v≤ ≤  

ซ่ึงก็แคบเขาเชนกัน   

เห็นไดวา เราควรพิจารณาหาความเร็วเฉลี่ยในชวง [ ,2]t  กับ [2, ]t  โดยใชคา t  ที่เขาใกล 
2  โดยที่ในกรณีแรก ให t  เขาใกล 2 จากทางซาย และในกรณีหลัง ให t  เขาใกล 2 จาก
ทางขวา 

สําหรับกรณีแรก เราได 
2 216(2) 16

2
t

v
t

−
≥

−
 

ดังน้ัน 
2 2

2

16(2) 16
lim 64

2t

t
v

t−→

−
≥ =

−
 

และ สําหรับกรณีหลัง เราได 
2 216 16(2)

2
t

v
t
−

≤
−

 

ดังน้ัน 
2 2

2

16 16(2)
lim 64

2t

t
v

t+→

−
≤ =

−
 

จากการพิจารณาที่กลาวมานี้ จะเห็นไดวา 64 v = เปนคาแมนตรง และยังเห็นไดดวยวา 
2 2

2

16 16(2)
lim

2t

t
v

t→

−
=

−
 

สําหรับการเคลื่อนที่โดยทั่วไป  ถาวัตถุเคลื่อนที่ในแนวเสนตรงไดระยะทาง ( )s t  ในขณะ
เวลา t  แลว ความเร็วในขณะเวลา  0t  ก็คือ 

0

0

0

( ) ( )
lim
t t

s t s t
t t→

−
−
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ความชันของเสนโคง (slope of curve) 

ความชันของเสนโคงคืออะไร? 

พิจารณาเสนโคงทางขวามือ ที่จุดสองจุดที่ทํา
เครื่องหมายไว  จะเห็นวาที่จุดทางขวา เสนโคงชันกวาที่
จุดทางซาย  เราจะวัดความชันของเสนโคงอยางไร?  
คําตอบก็คือเราวัดความชันของเสนโคงที่จุดใด ๆ ดวย
ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงที่จุดนั้นๆ 

จากรูปขวามอื เห็นไดวา 
ความชันเสนสัมผัสที่ x c=   ก็คือ 

( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

 

ในการคํานวณความเร็วชัว่ขณะ เราพบกับ  

0

0

0

( ) ( )
lim
t t

s t s t
t t→

−
−

 

และในการคํานวณความชันของเสนโคง เราพบกับ  

( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

 

ในทั้งสองกรณีน้ี เราคํานวณสิ่งเดียวกัน กลาวคือ เราคํานวณ ลิมิตของอัตราสวน 

   

ลิมิตของอัตราสวนในลักษณะดังกลาวนี ้ก็คือ อัตราการแปรคาชั่วขณะของฟงกชัน  

ในการจําลองสถานการณตางๆ ในธรรมชาติน้ัน เรามักจะตองตั้งสมมติฐานเกี่ยวกับอัตรา
การแปรคาชั่วขณะของปริมาณที่เรานํามาศึกษา เชน อัตราการเตบิโต อัตราการซึม อัตราการทาํ
ปฏิกริยา เปนตน 

 ในวชิาคณิตศาสตรเราเรียกอัตราการแปรคาชั่วขณะวา อนุพันธ (derivative) และเรียก
การหาอนุพันธ วา การดิฟเฟอเรนชิเอต (differentiation)  เน่ืองจากอนุพันธเปนลิมิต และเรา
ไดเห็นมาแลววา  ลิมิตมีคาเปนจํานวนจรงิหรือจํานวนอนันต (infinity) ก็ได ดังน้ันในบทนิยาม
ของอนุพันธที่จะกลาวถึงในลําดับ ตอไป อนุพันธอาจมีคาเปนจํานวนอนันต (infinity) ก็ได แต
เราจะจําแนกฟงกชันที่มีอนุพันธเปนจํานวนจริงออกมา และเรียกวาเปนฟงกชันทีดิ่ฟเฟอเรนชิเอต
ได 

คาที่เปลีย่นไปของตัวแปร 
คาที่เปลีย่นไปของฟงกชัน 

Y

X

c x

( )f c

( )f x

Y

X
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บทนิยาม 4.1 

ให f  เปนฟงกชัน และ c  เปนจุดหนึ่งในโดเมนของ f  

1) ถา   ( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

   มีคา เราเรียกคาลิมิตวา อนุพันธของ f  ที่ c  

และเขยีนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c′   
ถา ( )f c′  มีคาเปนจํานวนจริง เรากลาววา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  

2) ถา  ( ) ( )
lim

x c

f x f c
x c+→

−
−

  มีคา เราเรียกคาลมิิตวา อนุพันธจากทางขวาของ f  ที่ c

และเขยีนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c+′  

3) ถา ( ) ( )
lim

x c

f x f c
x c−→

−
−

  มีคา เราเรียกคาลิมิตวา อนุพันธจากทางซายของ f  ที่ c  

และเขียนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c−′  

ตัวอยาง 4.1  

จงใชบทนิยามพิจารณาวา 3( )f x x=  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2c =  หรือไม 

วิธีทํา 
3 3 2

2 2

2

2

2 ( 2)( 2 4)
(2) lim lim

2 2
lim( 2 4) 12

x x

x

x x x x
f

x x
x x

→ →

→

− − + +′ = =
− −

= + + =
 

ดังน้ัน f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2  และมีคา (2) 12f ′ =   

ตัวอยาง 4.2  

จงใชบทนิยามพิจารณาวา ( ) | 2 |f x x= −  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2,3c =  หรือไม 

วิธีทํา  

2 2

2 2 2 ( 2)
(2) lim lim 1

2 2x x

x x
f

x x+ ++ → →

− − − −′ = = =
− −

 

2 2

2 2 2 ( 2)
(2) lim lim 1

2 2x x

x x
f

x x+ +− → →

− − − − −′ = = = −
− −

 

จะเห็นวา (2) (2)f f+ −′ ′≠   ดังน้ัน ( ) | 2 |f x x= −  ไมดิฟเฟอเรนชิเอตที ่ 2c =   

3 3

2 3 2 ( 2) 1
(3) lim lim 1

3 3x x

x x
f

x x+ ++ → →

− − − − −′ = = =
− −

 

3 3

2 3 2 ( 2) 1
(3) lim lim 1

3 3x x

x x
f

x x− −− → →

− − − − −′ = = =
− −

 

จะเห็นวา (3) (3)f f+ −′ ′=   ดังน้ัน f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่3 และมีคา (3) 1f ′ =   
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ขอสังเกต 

เม่ือแทน h x c= −  ใน ( ) ( )
( ) lim

x c

f x f c
f c

x c→

−′ =
−

 จะได  

0

( ) ( )
( ) lim

h

f c h f c
f c

h→

+ −′ =   

หรือสามารถเขียนไดในรูป 
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −′ =  

ดังน้ัน เราสามารถหาอนุพันธของ f ที่จุด x หรือ ( )f x′  โดยใชบทนยิามในรูป 

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −′ =  ได 

ตัวอยาง 4.3  

จงใชบทนิยามหาสูตรอนุพันธของ 3( )f x x=  

วิธีทํา   วิธทีี่ 1 
3 3

2 23 33 3 3 3

2 23 33 3

3 33 3

2 23 33 3

2 23 33 3

2 23 33 3

23

( ) lim

( )( )
lim

( )( )

( ) ( )
lim

( )( )

lim
( )( )

1
lim

( )
1

3

x c

x c

x c

x c

x c

x c
f c

x c

x c x x c c

x c x x c c

x c

x c x x c c
x c

x c x x c c

x x c c

c

→

→

→

→

→

−′ =
−

− + +
=

− + +

−
=

− + +
−

=
− + +

=
+ +

=

 

ดังน้ัน 
3 2

1
( )

3
f x

x
′ =   
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วิธีที่ 2  

3 3

0

2 233 33 33

2 230 3 33

3 33 3

2 230 3 33

2 230 3 33

2 2 23 30 3 33

( ) lim

( )( ( ) )
lim

( ( ) )

( ) ( )
lim

( ( ) )

lim
( ( ) )

1 1
lim

( ( ) ) 3

h

h

h

h

h

x h x
f x

h

x h x x h x h x x

h x h x h x x

x h x

h x h x h x x

h

h x h x h x x

x h x h x x x

→

→

→

→

→

+ −′ =

+ − + + + +
=

+ + + +

+ −
=

+ + + +

=
+ + + +

= =
+ + + +  

ดังน้ัน 
3 2

1
( )

3
f x

x
′ =     

 

ทฤษฎีบท 4.1 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ใด f  ยอมตองมีความตอเน่ืองทีน่ั่น 

ทฤษฎีบท 4.2 

ถา f  มีคาคงตัวในชวงเปด ( , )a b  แลว f  ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทุกๆ จุดใน ( , )a b  
และ ( ) 0f c′ =  ที่ทุกๆ c  ใน ( , )a b  

ทฤษฎีบท 4.3 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ k เปนคาคงที่  แลว ฟงกชัน  kf  ซ่ึงมีคา  
( )( ) ( ) kf x kf x= ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา  

( ) ( ) ( )kf c k f c′ ′=  

ทฤษฎีบท 4.4 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c   แลวฟงกชัน  f g+  ซ่ึงมีคา  
( )( ) ( ) ( ) f g x f x g x+ = + ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา 

( ) ( )  ( ) ( )f g c f c g c′ ′ ′+ = +  
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ทฤษฎีบท 4.5 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c   แลวฟงกชัน fg  ซ่ึงมีคา ( )( ) ( ) ( ) fg x f x g x=  
ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg c f c g c f c g c′ ′ ′= +  

ทฤษฎีบท 4.6 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ ( ) 0g c ≠  แลวฟงกชัน f
g

 ซ่ึงมีคา   

( )
( )( )

( )
f f x

x
g g x

=   ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่c  และไดวา  

2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ( ))

f f c g c f c g c
c

g g c

′ ′−′ =  

ทฤษฎีบท 4.7 

ถา g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่c  และ f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ ( )g c  แลวฟงกชนัประกอบ 
 f g ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา   

( ) ( ) ( ( )) ( )f g c f g c g c′ ′ ′=  

ทฤษฎีบท 4.8 

ถา ( ) kf x x=  โดยที่ k เปนจํานวนตรรกยะ แลว f  ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตได และไดวา 
1( ) kf c kc −′ =  ที่ทุกๆ c  ซ่ึงสูตรมีความหมาย 

 

สัญลักษณสําหรับอนุพันธ 

สัญลักษณที่เราใชเขียนแสดงอนุพันธมาแลวน้ันเปนสญัลักษณที่ไมคอยจะใหความสะดวก
ในการทําการดิฟเฟอเรนชิเอต  เพราะไมสามารถระบุสตูรของฟงกชนัลงไปในสตูรในทฤษฎีบท
ตางๆ สัญลักษณที่จะกลาวถึงตอไปน้ี เปนสัญลักษณทีใ่ชกันมานานมากแลว  คือตั้งแตกอนที่เรา
ใชนิยามของฟงกชันวาเปนเซตของคูลําดับ สมัยน้ันเขานิยามฟงกชันวาอยางไร? 

เขากลาวา  

“เมื่อตัวแปรคา y  กับ x  มีความสัมพันธกันในลักษณะที่ สําหรับแตละคา

ของ x  เราหาคา y  ไดคาหนึ่ง เรากลาววา y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งจะเขียน

แสดงไดดวย ( )  y f x= เราเรียก x  วาตวัแปรอิสระ หรือ independent 

variable  และเรียก y  วาตวัแปรตามหรอื dependent variable”  
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ความคิดเรื่องฟงกชันในคํากลาวขางตน ก็เปนความคดิเดียวกันกับปจจุบัน 

ในการอธิบายเรื่องอนุพันธ  เขาพิจารณาวา เม่ือตัวแปร x  แปรคาไป y  ก็แปรไปดวย   
เขากําหนดสัญลักษณ  xΔ  กับ yΔ  ขึ้นมาแทนสวนที่เปลี่ยนไปของ x  กับ y  ตามลําดับ คือ 

เดิมเรามี  ( )y f x=  และเม่ือ x  เปลี่ยนไปเปน x x+Δ   y  ก็เปลี่ยนไปเปน y y+Δ  

ดังน้ัน     ( )y y f x x+Δ = +Δ  

นําสองสมการมาลบกัน จะไดวา ( ) ( )y f x x f xΔ = +Δ −  

จึงไดอัตราสวนการเปลี่ยนแปลงเปน  
( ) ( )y f x x f x

x x
Δ +Δ −

=
Δ Δ

 

เม่ือพิจารณาดูอัตราสวน 
( ) ( )y f x x f x

x x
Δ +Δ −

=
Δ Δ

 เห็นไดวาลิมิตเม่ือ xΔ  เขาใกลศนูยของ

พจนทางขวามือก็คือ อนุพันธของ f  ที่ x   

กําหนดสัญลักษณ  dy
dx

 ขึ้นมาแทน 
0

lim
x

y
xΔ →

Δ
Δ

 

โดยใหถือวาสญัลักษณ  dy
dx

 เปนสัญลักษณเดียว ไมใชเศษสวนของ dy กับ dx 

เราจึงมี dy
dx

 ไวใชเปนสัญลักษณสําหรับเขียนแทนอนุพันธของฟงกชัน ( )  y f x=  

นอกจาก dy
dx

 แลว เรายังใช  ( )df x
dx

 เปนสัญลักษณอีกอยางหนึ่งสําหรับเขียนแทนอนุพันธ   

สัญลักษณน้ีเปนสัญลักษณที่ใชงานไดสะดวก  เพราะเราอาจเขียนสูตรบอกคาฟงกชันแทนที่ 
( )f x   เชนในการดิฟเฟอเรนชิเอต 2( ) 3 5 7f x x x= − +  เราเขียนไดดังน้ี 

2( )
(3 5 7)

df x d
x x

dx dx
= − +  

แลวใชทฤษฎบีทที่กลาวมาขางตนกับทางขวามือทีละขัน้จนไดคําตอบ 

ตัวอยาง 4.4  

จงหาอนุพันธ 2
5 3

1
( ) 7 4f x x x x

x
= − +  

วิธีทํา  เน่ืองจาก 
3 3

2 2 2 5
5 3

1
( ) 7 4 7 4f x x x x x x x

x

−
= − + = − +   ดังน้ัน 

 
3 3

1 12 1 2 5
5 8

3 3 3
( ) 7(2) 4 14 6

2 5 5
f x x x x x x

x

− − −− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟′ ⎜ ⎜= − + − = − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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ตัวอยาง 4.5  

จงหาอนุพันธ 33( ) 1h x x x= + −  

วิธีทํา ให 3( ) 1g x x x= + −  และ 3( )f y y=  ดังน้ัน ( ) ( ( )) ( )h x f g x f g x= =  

เน่ืองจาก 
2
31

( )
3

f y y
−

′ =  และ 2( ) 1 3g x x′ = −   โดยทฤษฎีบท 4.7 จะไดวา 

 

( )

2 2
2 3 23 3

2

233

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

1 1
( ( )) (1 3 ) (1 ) (1 3 )

3 3
(1 3 )

3 1

h x f g x f g x g x

g x x x x x

x

x x

− −

′ ′ ′ ′= =

= − = + − −

−
=

+ −

 

   

แบบฝกหัด 4.1 

1. จงหาสูตรอนุพันธตอไปน้ีโดยใชบทนยิาม 

1.1. 4( ) 2f x x=  
1.2. ( ) 2 1f x x= +  
1.3. ( )f x x=  
1.4. 3( ) 1f x x= −  
1.5. 2( ) 3f x x= +  
1.6. 3( ) 3 2f x x x= + −  

2. จงเขียนสูตรในทฤษฎีบท 4.2 ถึง 4.8 โดยใชสัญลักษณ ( )df x
dx

 

3. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปน้ี 

3.1. 3
2
5

( ) 4 4f x x
x

= + −  

3.2. 3( ) 2 7f x x x x= − +  
3.3. 2( ) 5 1 3f x x= +  
3.4. 2

3 2
( )

5
x

f x
x

−
=

−
 

3.5. 
3

3

2 4 7
( )

3
x x x

h x
x

− +
=  

3.6. 3 2( ) (1 ) 1f x x x= + +  
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4. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปน้ี 

4.1. 2 4( ) ( 2 )
4
x

f x x x= − −  4.2. 3
( )

4 5
f x

x
=

−
 

4.3. 1
( )

3
x

y
x

= +  4.4.  5
2

3
( 2)

x
y

x
= −  

4.5. 
2 34

1

(6 2 )
y

x
=

−
 4.6. 

14 2 2( ) (3 ) ( 5 )f x x x x= − +  

4.7. 3 21
( ) ( 2 1)( )f t t t t

t
= − + −  4.8. 

53

1 2
5

2 4
( ) 2

(4 )
3

s s
f s

s
s

−

−
=

+
 

4.9. 3 2( ) ( 2)(5 2 ) 1g x x x x= − − +  4.10. 
23 4

( )
y y

h y
y

− −
=  

4.11.  
3

1 6
( ) 2

x
g x x

x
−

= +  4.12. ( ) 2 0x y x+ − =  

 

 

4.2  ดิฟเฟอเรนเชียล (differentials)  

ในหัวขอน้ี เราจะใชฟงกชันเชิงเสนประมาณคาฟงกชัน f  ที่จุดใกลๆ x  ฟงกชันเชิงเสน
ไดแกฟงกชัน L ใดๆ ที่มีคุณสมบัติวา    

 ( ) ( ) ( )  L u v L u L v+ = + ทุกๆ  ,u v  และ          

 ( ) ( )L kv kL v=  ทุกๆ  ,k v  

โดยอาศัยคุณสมบัติสองขอน้ี  จะพิสูจนไดวา ฟงกชันเชิงเสน L ใดๆ ตองมีสูตรในรูป 

   ( )L v cv=  โดยที่ c  เปนคาคงที ่

เราจะหาฟงกชันเชิงเสน L ฟงกชันหนึ่ง ซ่ึงทําใหเราสามารถใช ( ) ( ) f x L h+ เปนคาประมาณ
ของ ( )f x h+ คือ              

( ) ( ) ( )f x h f x L h+ ≈ +  

ความคลาดเคลื่อนของการประมาณนี้ก็คือ 
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( ) | ( ) ( ( ) ( )) |E h f x h f x L h= + − +  

เราตองการใหขนาดของ ( )E h  นอยกวา h มากๆ  เชน ถา h เขาใกลศูนย  เราก็อยากให ( )E h  

เขาใกลศูนยยิง่กวา คือ อยากให ( )E h  เขาใกลศูนยเรว็กวา h 

เรามาทําความเขาใจเรื่องการเขาใกลศูนยเร็วกวากันสกัเล็กนอย เน่ืองจาก  
( )

( ) | |
| |
E h

E h h
h

=  จะเห็นวา ถาให h เขาใกลศูนย  | |h  ยอมเขาใกลศูนยเร็วเทาๆ กันกับ h  

ดังน้ัน ถาแฟคเตอรหลัง คอื ( )
| |
E h

h
 เขาใกลศูนยดวย จะไดวาผลคูณของ | |h  และ ( )

| |
E h

h
 ซ่ึงก็

คือ ( )E h  ก็เขาใกลศูนยเรว็กวา h  ดังน้ัน  เราตองหาฟงกชันเชิงเสน L  ซ่ึง 

         
0

( )
lim 0

| |h

E h
h→

=  

น่ันคือ 

0

| ( ) ( ) ( ) |
lim 0

| |h

f x h f x L h
h→

+ − −
=  

และเนื่องจาก คาลิมิตเปน 0 ดังน้ัน จึงไดวา  

 

0

0

0 0

| ( ) ( ) ( ) |
0 lim

| |

( ) ( ) (1)
lim

( ) ( )
lim lim (1) ( ) (1)

h

h

h h

f x h f x L h
h

f x h f x hL
h h

f x h f x
L f x L

h

→

→

→ →

+ − −
=

⎛ ⎞+ − ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
+ − ′= − = −

 

น่ันคือ (1) ( )L f x′=   ดังน้ัน ( ) (1) ( )L h hL hf x′= =  

ฉะนั้น เง่ือนไขนี้ทําใหเราไดวา ( ) ( )L h f x h′=  

บทนิยาม 4.2 

ให f  เปนฟงกชันคาจริง  ถา L เปนฟงกชันเชิงเสน ซ่ึงมีคุณสมบัตวิา 

0

| ( ) ( ) ( ) |
lim 0

| |h

f x h f x L h
h→

+ − −
=  

เราเรียก L วาเปน ดิฟเฟอเรนเชียล (differential) ของ f  ที่ x  เราจะเขียนแทน L ดวย
สัญลักษณ  ( )df x  

ดังน้ัน ( )L h  ก็จะถกูแทนดวย ( )( )df x h  เราตองระลึกไววา ( )df x  เปนฟงกชัน [คือ L] 

น่ันคือ ( )( )df x h  เปนคาของฟงกชัน ( )df x  ที่ h  [คือ L(h)] 
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จากที่ไดไวขางตนวา ( ) ( )L h f x h′=   เราก็ไดสูตรบอกคา ( )df x  วา 

 ( )( ) ( )df x h f x h′=   

( )f x′  จึงมีชื่ออีกอยางหนึ่งวา สัมประสิทธิ์ดิฟเฟอเรนเชียล (differential coefficient) 

เม่ือเริ่มตน เราตองการหาฟงกชันเชิงเสน L ซ่ึง 

( ) ( ) ( )f x h f x L h+ ≈ +  

และบัดนี้ เราก็ไดแลววา ( )L h  ก็คือ ( )( )df x h  

ดังน้ัน เราก็มีสูตรสําหรับประมาณคาฟงกชัน f  วา 

( ) ( ) ( )( )f x h f x df x h+ ≈ +  

น่ันคือ 

( ) ( ) ( )f x h f x f x h′+ ≈ +  

ตัวอยาง 4.6  

จงใชดิฟเฟอเรนเชียลหาสตูรสําหรับประมาณคาของ 1
x h+

 แลวจงแสดงการใชสูตรที่ไดมาใน

การประมาณคาของ 1
1005

 

วิธีทํา   ให 1
( )f x

x
=   เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )f x h f x f x h′+ ≈ +   ดังน้ัน  

 2
1 1 1

h
x h x x

⎛ ⎞⎟⎜≈ + − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
 

จาก 1 1 1
1005 1000 5 x h

= =
+ +

 เราจึงให 1000, 5x h= =  

ดังน้ัน 2
1 1 1 1

5 0.001 0.000005 0.000995
1005 1000 5 1000 1000

⎛ ⎞⎟⎜= ≈ + − = − =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
  

 

ตัวอยาง 4.7  

สมศรีใชไมบรรทัดวัดความยาวดานของสี่เหลี่ยมจัตุรัสไดเทากับ 10 น้ิว ดวยความคลาดเคลื่อนไม

เกิน 1
32

 น้ิว จงหาความคลาดเคลื่อนของการคํานวณพื้นที่ของสี่เหลี่ยมรูปน้ี และจงประมาณพื้นที่

ที่แทจริง 
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วิธีทํา   ให ( )f x  เปนพ้ืนที่ของสีเ่หลี่ยมจัตุรัสที่มีความยาวดานเทากับ x  ดังน้ัน จะไดสมการ
แสดงความสัมพันธ 
  2( )f x x=   

จาก 2df xdx=  เรากําหนดให 10x =  จึงได 20df dx=  แต 1 1
32 32

dx− ≤ ≤  ดังน้ัน  

 5 5
8 8

df− ≤ ≤  

น่ันคือ ไดความคลาดเคลื่อนของการคํานวณพื้นที่ไมเกิน 5
8

±  ตารางนิ้ว 

เม่ือวัดโดยไมบรรทัด พ้ืนทีข่องสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปน้ีคํานวณไดเทากับ 100 ตารางนิ้ว   
ดังน้ัน พ้ืนที่ที่แทจริงของสี่เหลี่ยมรูปน้ีจะไมเกิน   

 21 5
(10 ) 100 100.625

32 8
+ ≈ + =       ตารางนิ้ว  

และไมนอยกวา 

 21 5
(10 ) 100 99.375

32 8
− ≈ − =        ตารางนิ้ว  

  แบบฝกหัด 4.2 

1. จงใชดิฟเฟอเรนเชียลหาสตูรสําหรับประมาณคาของ   5 x h+  แลวจงแสดงการใชสูตรที่
ไดมาในการประมาณคาของ  5 100015  กับ 5 30       

2. จงใชดิฟเฟอเรนเชียลประมาณคาของ   

2.1. 4(3.02)   
2.2. 3 7.9  
2.3. 3(1.97)  
2.4. 236.3 (1.006)+   

3. สายวัดเสนหนึ่งมีความคลาดเคลื่อน 0.04%±  ถานําไปวัดรัศมีของทรงกลม จะเกิดความ

คลาดเคลื่อนของการคํานวณปริมาตรของทรงกลมนั้นกี่เปอรเซ็นต 34
3

V rπ
⎛ ⎞⎟⎜ = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 

สัญลักษณ ( )df x  สําหรับดิฟเฟอเรนเชียลของ f  ที่ x  จะชวยใหการคํานวณตางๆ ทําได
งายขึ้น  เราจะพิจารณาการคํานวณบางอยางเกี่ยวกับดิฟเฟอเรนเชียลดวยสัญลักษณน้ีสัก
เล็กนอย   

 สําหรับ  ( )f x x=  เราได  ( )( ) 1df x h h=  
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     สําหรับ 2( )f x x=  เราได  ( )( ) 2df x h xh=  

เราอาจเขียนผลลัพธเสียใหมไดเปน ( )dx h h=  และ 2( ) 2dx h xh=  

ในผลลัพธทั้งสอง   

 ( )dx h h= ,   2( ) 2dx h xh=   

ใหระลึกไววา  dx  กับ 2dx  เปนฟงกชันที่มี h เปนตัวแปรคา x ไมใชตัวแปรคา  x ที่อยูทาง
ขวามือของผลลัพธที่สอง คือ 2xh  น้ัน เราตองถือวาเปนคาคงที ่เม่ือเราเอาฟงกชันผลลัพธทั้ง
สองหารกัน โดยหารกันแบบหาผลหารฟงกชัน 

( )
( )( )

( )
L L h

h
M M h

=  

โดยใชผลลัพธแรก dx  เปนตวัหาร และ 2dx เปนตัวตั้ง เราไดวา 
2 2

( )( ) 2
dx xh

h x
dx h

= =  

แสดงวา 
2dx

dx
เปนฟงกชันที่คาของมันไมขึ้นอยูกับ h  คือเปนคาคงที่ ( 2 )x= เราจึงเขียนไดวา 

2

2
dx

x
dx

=  

ในที่น้ีทางซายมือเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียล  หากเราพิจารณาเศษสวนของดิฟเฟอ
เรนเชียลของ ( )f x  โดยทั่วๆ ไปกับดิฟเฟอเรนเชียลของ ( )f x x=  เราก็จะได 

( )
( )

df x
f x

dx
′=  

เห็นไดวาสัญลักษณของดฟิเฟอเรนเชียล ( )df x  น้ีชวยใหเราสามารถพิจารณา ( )f x′  ได
วาเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียลของ f  กับดิฟเฟอเรนเชียลของฟงกชันที่มีคาที่ x ใดๆ เปน x 

ดังน้ัน ตอไปน้ี เราสามารถถือไดวา อนุพันธเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียลและสามารถนํา  
ดิฟเฟอเรนเชียลมาใชในการคํานวณหาอนุพันธ  ตัวอยางเชน  ถา 6z x=   และ 2y x=  

เราจะเขียน 
dz
dy

 วา 
6

2
dx
dx

   ก็ได 

ในการดิฟเฟอเรนชิเอตฟงกชันประกอบ(กฎลูกโซ) 

( ),   ( ) ( ( ))y g x z f y f g x= = =  

เราก็เขียนไดวา 
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dz dz dy
dx dy dx

=  

และถือวา dy  ตดักันก็ได  (ถา dy  ไมใช 0) 

จากสูตรสําหรับใชในการหาอนุพันธ  เราจะไดสูตรตอไปน้ีสําหรับใชหาดิฟเฟอเรนเชียล 

2

0

( ( )) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

dc

d cf x cdf x

d f x g x df x dg x

d f x g x g x df x f x dg x

f x g x df x f x dg x
d

g x g x

=

=

+ = +

= +

−
=

 

4.3  อนุพันธอันดับสูง (higher derivatives) 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทกุๆ จุดในชวง ( , )a b  เซตของคูลําดับ 

{( , ( )) |  }x f x a x b′ < <  

ก็เปนฟงกชันๆ หน่ึง  เราจะแทนฟงกชันน้ีดวย f ′  

เชน ถา 

3 2( ) 5 4 7f x x x x= + − +  

จะไดวา   

2{( , 3 10 4) | }f x x x x′ = + − −∞ < < +∞  

เราเรียกฟงกชัน f ′  วา  ฟงกชันอนุพันธของ f   ( derivative function of f  ) 

ถา ฟงกชันอนุพันธของ f  กลาวคือ f ′  เปนฟงกชันที่ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่จุด c  ใด ๆ  
เราเรียกอนุพันธของ f ′   ที่ c  น้ันวา  อนุพันธอันดับที่สอง (second order derivative หรือ 
second derivative) ของ f  ที่ c  

เราแทน อนุพันธอันดับที่สองของ f  ที่ c  ดวย ( )f c′′  สวนอนุพันธของ f  ที่ c  คือ f ′  
น้ัน บางทีเราก็เรียกเพื่อความชัดเจน วา อนุพันธอันดับที่หน่ึง (first order derivative หรือ 
first derivative) 

ถา f ′  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทกุๆ จุดในชวง (a,b) แลวเซตของคูลําดับ 

{( , ( )) |  }x f x a x b′′ < <  
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ก็เปนฟงกชันๆ หน่ึง  เราจะแทนฟงกชันน้ีดวย  f ′′  เชน 3 2( ) 5 4 7f x x x x= + − +  ที่กลาว
ไวขางตนนั้น  เราไดไวแลววา   

2{( , 3 10 4) | }f x x x x′ = + − −∞ < < +∞  

จะเห็นไดวา f ′  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทุกๆ จุด  และได                    

{( ,6 10) | }f x x x′′ = + −∞ < < +∞  

เรานิยาม ,  , ,  f f f′′′ ′′′′ ′′′′′ …  ในทํานองเดียวกนั 

สัญลักษณสําหรับอนุพันธอันดับสูงที่กลาวมาแลวน้ัน เปนสัญลักษณที่ไมสะดวกตอการใช
นัก เชนหากจะเขียนอนุพันธอันดับ 100 หรือแมแตอันดับ 10  ก็คงลําบากที่จะอาน  เพ่ือความ
สะดวกเราจึงมีสัญลักษณอีกแบบหนึ่ง คอืเราจะใช  ( )nf  แทนอนุพันธอันดับที่ n ของ f  และ
เพ่ือความสมบูรณ เราจะใช  (0)f   แทน f  (หมายถึง f  ที่ยังไมถูกดิฟเฟอเรนชิเอต) 

เน่ืองจาก ( )df x
dx

 หมายถึง อนุพันธของ f   ดังน้ัน    
( )

( )
df x

d
dx
dx

  จึงเปนอนุพันธอันดับที่

สองของ f   เราอาจเขียนสัญลักษณน้ีโดยยอไดเปน 
2

2
( )d f x

dx
 ดังน้ันจึงได  

2

2
( )d f x

dx
 เปนสัญลักษณแทนอนุพันธอันดับที่สองของ f  

และ โดยทั่วๆ ไป  

( )n

n
d f x
dx

 เปนสัญลักษณแทนอนุพันธอันดับที่ n ของ f  

เรายังมีสัญลักษณแบบอ่ืนๆ สําหรับแทนอนุพันธอันดับสูงอีก  ถาเราเขียนแสดงฟงกชันดวย   

( )y f x=  เรายังอาจแทน อนุพันธอันดับที่ 2 ของ f  ไดดวย  ( )
2

2
2, ,

d y
y y

dx
′′  และทํานอง

เดียวกันสําหรบัอนุพันธอันดับที่ n 
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ตัวอยาง 4.8  

จงหาอนุพันธอันดับที่สี่ของ  3 2( )f x x x−= + ที่ x = 1 

วิธีทํา  
2 3

4

(3) 5

(4) 6

( ) 3 2

( ) 6 6

( ) 6 24

( ) 120

f x x x

f x x x

f x x

f x x

−

−

−

−

′ = −

′′ = +

= −

=

 

ดังน้ัน (4) 6(1) 120(1) 120f −= =    

ตัวอยาง 4.9  

กําหนดให    21y x= +   จงหา 
2

2
d y
dx

 

วิธีทํา  

( )
1

2 2 22

1
2 2

2

1
1 (1 ) (1 )

2

1
(1 ) (2 )

2 1

dy d d
x x x

dx dx dx

x
x x

x

−

−

= + = + +

= + =
+

 

 

( ) ( )
( )

( )

2 2
2

2 22 2

1
2 2 2

2

2
2

2

2

3
2 2

1 1

1 1

1
1 ( )(1 ) (2 )

2
1

1
1

1
1

1

dx d
x x xd y d x dx dx

dxdx x x

x x x x

x

x
x

x
x

x

−

+ − +⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +

+ − +
=

+

+ −
+=

+

=
+

  

หรือ สามารถหา 
2

2
d y
dx

 โดยสูตรผลคูณดังน้ี 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

12
2 2

2 2

1 1
2 22 2

1 3
2 22 2

3
2 2

1
1

1 1

1
1 1 (2 )

2
1

(1 )

d y d x d
x x

dx dxdx x

d d
x x x x

dx dx

x x x x

x

−

− −

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜= = +⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠+
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= + + − +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

=

+

 

   

ตัวอยาง 4.10  

จงหาอนุพันธอันดับที่ 10 ของ 3( )f x x−=  

วิธีทํา  

 

4

5

(3) 6

(10) 13
13

( ) 3

( ) ( 3)( 4)

( ) ( 3)( 4)( 5)

12!
( ) ( 3)( 4)( 5) ( 12)

2

f x x

f x x

f x x

f x x
x

−

−

−

−

′ = −

′′ = − −

= − − −

= − − − − =

 

   

ตัวอยาง 4.11  

 ถา  4 33 8 5y x x= − +  จงหาวา y ′′  มีคาเปนศูนยที่จุดใดบางหรือไม 

วิธีทํา  

 
3 2 3 2

2

12 24 12( 2 )

12(3 4 ) 0

y x x x x

y x x

′ = − = −

′′ = − =
 

ดังน้ัน y ′′  มีคาเปนศูนยที่ 4
0,

3
x =    
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แบบฝกหัด 4.3 

1. จงหาอนุพันธอันดับที่สี่ของ ( )f x  ที่ 1x =  

1.1. 2 4 7( ) 1 3 5f x x x x= + + +  
1.2. ( ) 3 5f x x x= −  
1.3. 3( ) (1 )( 2 )f x x x x= + +  

1.4. 
5 2

3

(4 )
( )

x x
f x

x
+

=  

2. กําหนดให 
2

1

1
y

x
=

−
 จงหา 

2

2

d y
dx

 

3. จงหาวา y ′′  มีคาเปนศูนยที่จุดใดบางหรือไม 

3.1. 4 3 29 42 6y x x x x= − − + +  
3.2. 5 4 3 23

2 6 24 1
5

y x x x x x= − − + + +  

3.3. 
6

4 25
6 3 6

10 4
x

y x x x= + + + +  

4.4 การดิฟเฟอเรนชิเอตฟงกชันที่นิยามโดยปริยาย (differentiation of 

implicit functions) 

ในบางปญหาฟงกชันที่เราตองการดิฟเฟอเรนชิเอตไมไดถูกกําหนดใหมาอยางชัดเจน   
เชน ถาโจทยตองการใหเราหาสมการของเสนสัมผัสของวงกลม 

2 2 25x y+ =  

ที่จุด (3, 4)−  หรือที่จุด (4,3)  เปนตน สมการนี้เปนสมการของความสัมพันธที่ไมเปนฟงกชัน   

การแกปญหาโจทยขอน้ี เราทําไดโดยการหาฟงกชัน f  มาฟงกชันหนึ่งที่กราฟของ f  ซอนกัน
กับสวนของวงกลมดังกลาวในบริเวณของจุดที่เราจะหาสมการเสนสัมผัส  

 

ในกรณีของจุด (3, 4)−  ฟงกชัน f  ที่มีกราฟซอนกันกับวงกลมไดแก 

(3, 4)−

2( ) 25f x x= − −

(3, 4)−

(4, 3)
2 2 25x y+ =
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2( ) 25f x x=− −  

เม่ือดิฟเฟอเรนชิเอต ( )f x  แลวแทนคา x = 3 เราจะได 3
(3)

4
f ′ =    

เรามีวิธีทําโจทยขอน้ีอีกวิธหีน่ึงซ่ึงงายกวา  เราไมตองหาสูตรของ f  หากแตพิจารณาวา 
f  ที่เราตองการนั้นสอดคลองสมการ 2 2 25x y+ =   กลาวคือ 2 2( ) 25x f x+ =  แลวดิฟเฟอ
เรนชิเอตทั้งสองขางของสมการที่ไดน้ี   

( )2 2

2 2

( ( ) ) 25

( ) ( ( ) ) 0

2 2 ( ) ( ( )) 0

2 2 ( ) '( ) 0

d d
x f x

dx dx
d d

x f x
dx dx

d
x f x f x

dx
x f x f x

+ =

+ =

+ =

+ =

 

ดังน้ัน '( )
( )
x

f x
f x

=−  จึงไดวา 3 3 3
(3)

(3) 4 4
f

f
′ = − = − =

−
 

แสดงวาเสนสมัผัสวงกลมทีจุ่ด (3, 4)−  มีความชนัเทากับ 3
4

  จึงมีสมการเปน 

( 4) 3
3 4

y
x
− −

=
−

 

ซ่ึงเม่ือจัดพจนเสียใหมก็จะไดเปน  3 4 25x y− =  

สําหรับสมการเสนสัมผัสทีจุ่ด (4,3)  น้ันจะใหนิสิตทําเปนแบบฝกหัด 

ในตวัอยางที่กลาวมานี้  โจทยใหหาสมการเสนสัมผัสของวงกลม 2 2 25x y+ =  ที่จุด 

(3, 4)−  แมโจทยจะไมไดใหฟงกชัน 2( ) 25f x x=− − มา  การใหสมการวงกลมกับจุด 
(3, 4)−  มาก็มีผลเหมือนกับให ( )f x  น้ีมาโดยปริยาย  เชนน้ีเรากลาววา f  เปนฟงกชันที่นิยาม
โดยปริยาย (implicit function) 

วิธีการดิฟเฟอเรนชิเอต f  โดยไมตองหาสูตรออกมาเสียกอนน้ันเปนการดิฟเฟอเรนชิเอต
โดยปริยาย (implicit differentiation ) 

ในกรณีตัวอยางที่กลาวมาแลวน้ัน เราสามารถหาฟงกชัน f  ออกมาใหชัดแจง(explicit)

ไดวา 2( ) 25f x x=− − แตในบางกรณีการหาฟงกชัน f   ออกมาใหชัดแจงเปนสิ่งที่เปนไป
ไมได 
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ตัวอยาง 4.12  

จงหาความชันของเสนโคง 3 2 53 5x x y y+ + =  ที่จุด ( 2,1)−  

วิธีทํา  ความชันของเสนโคงคือ dy
dx

  

( ) ( )

( )

3 2 5

3 2 5

2
2 2 4

2 4 2

3 5

( ) 3 ( ) ( ) 0

3 3 5 0

3 5 3 6

d d
x x y y

dx dx
d d d

x x y y
dx dx dx

dx dy dy
x y x y

dx dx dx

dy
x y x xy

dx

+ + =

+ + =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

+ = − −

 

ดังน้ัน 
( )2

2 4

3 6

3 5

x xydy
dx x y

− +
=

+
 

จะไดวา ความชันที่จุด ( 2,1)−  คือ 
( )2

2 4

3( 2) 6( 2)(1)
0

3( 2) 5(1)
dy
dx

− − + −
= =

− +
  

แบบฝกหัด 4.4 

1. จงหา dy
dx

 และ 
2

2

d y
dx

 ที่จุด (2,1)  จากสมการ 2 32 9x xy y+ + =  

2. จงหาสมการเสนสัมผัสโคง ณ จุดที่กําหนดให 

2.1. 2
2

2
x y

x
x y
+

= +
−

  ที่จุด ( 1,0)−  

2.2. 2y x x y− = +  ที่จุด ( )0,1  
2.3. 2 2 3 2x y x y+ − =   ที่จุด ( )1,0  
2.4. 3 3 41xy x y+ + =  ที่จุด ( )2,3        
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4.5 ปฏิยานุพันธ (antiderivatives) 

ปญหาเกี่ยวกบัการหาความเร็ว ความชนั และอัตราการแปรคาชั่วขณะอ่ืนๆ ลวนเปนปญหา
ในลักษณะที่วา จงหาอนุพันธของฟงกชันที่กําหนดให  สําหรับปญหาบางปญหาเราจะพบกับ
คําถามในทางตรงกันขาม  กลาวคือ  จงหาฟงกชันที่มีอนุพันธเปนฟงกชันที่กําหนดให 

บทนิยาม 4.3 

ถา P  เปนฟงกชันซึ่ง ( ) ( )P x f x′ =  สําหรับทุกๆ x  ในชวง ( ),a b  เรากลาววา P  เปน 

ปฏิยานุพันธ (antiderivative) ของ f  บนชวง ( ),a b  

ตัวอยางเชน 
3

( ) 5
3
x

P x = +  เปนปฏิยานุพันธของ 2( )f x x= และโดยทั่วๆ ไป ถา C  

เปนจํานวนจรงิใดๆ จะไดวา 
3

( )
3
x

P x C= +  ก็เปน ปฏิยานุพันธของ 2( )f x x=  

2( )f x x=  มีปฏิยานุพันธมากมายหลายปฏิยานุพันธ โดยสูตร 
3

( )
3
x

P x C= +

ครอบคลุมปฏยิานุพันธทั้งหลายของ 2( )f x x=  

เราเรียก C  ในสูตรวา ตัวคงคา (arbitrary constant) เราจะเรียกปฏิยานุพันธที่สตูรของมันมี
ตัวคงคาอยูดวยวา ปฏิยานุพันธทั่วไป (general antiderivative) และเม่ือกําหนดให C  มีคาใด
คาหนึ่งเราก็ไดปฏิยานุพันธเฉพาะ (particular antiderivative)  

ตัวอยางเชน 2( )f x x=  มีปฏิยานุพันธทั่วไปเปน 
3

( )
3
x

P x C= + และมี 

3 3 3

( ) 5, ( ) , ( ) 7
3 3 3
x x x

P x P x P x= + = = −  

เปนปฏิยานุพันธเฉพาะ เปนตน 

เราอาจกลาวไดวา ปฏิยานุพันธทั่วไปของฟงกชัน f  หมายถึงเซตของปฏิยานุพันธ
ทั้งหลายของ f  และปฏิยานพุันธเฉพาะหมายถึงปฏิยานุพันธใดปฏยิานุพันธหน่ึงซ่ึงอยูในเซต
น้ัน 

ตอไปน้ี คําวา ปฏิยานุพันธ จะหมายถึงปฏิยานุพันธทัว่ไป สวนคําวา ปฏิยานุพันธหน่ึง จะ
หมายถึง ปฏิยานุพันธเฉพาะ 
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 ขอสังเกต 

จากบทนิยามของปฏิยานุพันธ จะเห็นไดวา ( )P x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ถา
( ) ( )dP x f x dx=  

จากแนวคิดนี้ การหาปฏิยานุพันธของ ( )f x  ใดๆ ก็คือ การหาวา ( ) ( ? )f x dx d=  

เชนถาจะหาปฏิยานุพันธของ  2( )f x x=  ก็ตองถามวา 
2 ( ? )x dx d=  

หากเราคุนเคยกับสูตรดิฟเฟอเรนเชียลในลักษณะอานถอยหลัง  

1

0

( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ) ( ))

k k

dc

cdf x d cf x

df x dg x d f x g x

kx dx dx−

=

=

+ = +

=

 

และ 1k kk v dv d v− =  

เราจะสามารถนําสูตรเหลานีไ้ปใชในการหาปฏิยานุพันธได ดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 4.13  

จงหาปฏิยานุพันธของ 2x +  

วิธีทํา        
1 1
2 2

1
2

3 3
2 2

2 ( 2) ( 2) ( 2)

2 3
( 2) ( 2)

3 2

2 2
( 2) ( )( 2)

3 3

x dx x dx x d x

x d x

d x d x

+ = + = + +

= ⋅ + +

= + = +

 

ปฏิยานุพันธที่ตองการก็คอื 
3
22

( )( 2)
3

x C+ +    

สัญลักษณสําหรับปฏิยานุพันธ        

เราจะใชสัญลกัษณ         

( )f x dx∫  

เพ่ือเขียนแทนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ตัวอยาง เชน
3

2

3
x

x dx C= +∫  
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ตัวอยาง 4.14  

 2 21 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
x dx x d x d x x C+ = + + = + = + +∫ ∫ ∫  

   

ตัวอยาง 4.15  

 

1 1 1
3 3 3

44
33

3 4
( 5) ( 5) ( 5) ( 5) ( 5)

4 3

3 3
( 5) ( 5)

4 4

x dx x d x x d x

d x x C

− = − − = − −

= − = − +

∫ ∫ ∫

∫
  

ตัวอยาง 4.16  

 

2 2 2
2 2 2 2 25 5 5

2 7
2 2 25 5

7
2 5

( 4) 2 ( 4) ( ) ( 4) ( 4)

5 7 5
( 4) ( 4) ( 4)

7 5 7

5
( 4)

7

x x dx x d x x d x

x d x d x

x C

+ = + = + +

= + + = +

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

   

ตัวอยาง 4.17  

 

1 1 1
2 2 2 23 3 3

1
2 23

1
2 23

2 2
2 23 3

1 1
( 1) 2 ( 1) ( 1) ( )

2 2

1
( 1) ( 1)

2

1 3 2
( 1) ( 1)

2 2 3

1 3 3
( 1) ( 1)

2 2 4

x x dx x x dx x d x

x d x

x d x

d x x C

− − −

−

−

+ = + = +

= + +

= ⋅ + +

= ⋅ + = + +

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫
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แบบฝกหัด 4.5 

จงหาปฏิยานุพันธตอไปน้ี 

1. 2 34 1x x dx+∫  2. 
1

3 1
dx

x +∫  

3. 2 5(3 2)x x dx−∫  4. 
5

1
( 3)

dx
x x +∫  

5. 
3

43

5

2

x
dx

x +∫  6. 
2

2

4 2

y
dy

y y

+

+ +∫  

7. 5 2 1z z dz+∫  8. 
1
2

x
dx

x
+
+∫  

9. 7 1t dt+∫  10. 
8

31 2

x
dx

x−
∫  

 


