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บทที่ 4 

อนุพันธและปฏยิานุพนัธ 

4.1 ความหมายของอนุพันธ 

ถาเราโยนวตัถุขึ้นไป  วตัถจุะขึ้นไปถึงจุดหนึ่ง แลวตกลงมา  ทั้งน้ีก็เพราะความเร็วของวตัถุ
ลดลงเรื่อยๆ จนเปนศูนย แลวกต็กลงมา  ขาลง ความเร็ว (ในทิศตรงขาม) ก็เพ่ิมขึ้นเรื่อยๆ         

การเคลื่อนทีท่ี่กลาวมานั้นมีความเร็วไมคงที ่ มีการเปลี่ยนความเรว็อยูทุกขณะ ความเรว็
ชั่วขณะ  ก็คอืความเร็ว ณ เวลาใดๆ น่ันเอง  เราจะคํานวณหาความเร็วชัว่ขณะไดอยางไร? 

สูตรทีว่า            

ความเร็ว = ระยะทาง
เวลา

 

เปนสูตรคํานวณความเร็วเฉลี่ยของการเคลื่อนที่ในชวงเวลาหนึ่ง ไมใชความเร็วในขณะใด
ขณะหนึ่ง 

ในกรณีที่วตัถเุคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที ่ ความเร็วเฉลี่ยจะมีคาเทากันในทุกๆ ชวง ใน
กรณีน้ีความเร็วเฉลี่ยกับความเร็วชัว่ขณะจะมีคาเทากัน   สูตรขางบนจึงใหคาความเร็วชัว่ขณะ
ดวย  ในกรณทีี่วตัถุเคลื่อนที่ดวยความเรว็ไมสมํ่าเสมอ  สูตรดังกลาวใหเพียงความเร็วเฉลี่ยใน
ชวงเวลาที่นํามาใชในการคาํนวณ 

ตัวอยางการพจิารณาตอไปน้ีจะชวยใหเราเห็นไดวาเราควรจะคํานวณความเร็วชัว่ขณะ
อยางไร  เราจะใชสมการการเคลื่อนที่ทีก่าลิเลโอเปนผูคนพบไวเปนกรณีตัวอยางในการพิจารณา  
กาลิเลโอคนพบวา เม่ือปลอยใหวตัถุตกลงมาจากที่สูง  ระยะทาง s  ที่วัตถุเคลื่อนทีไ่ดมี
ความสัมพันธกับเวลา t  ที่ใชในการเคลื่อนที่ดวยสมการ 

216s t=  

โดยที่ s  มีหนวยเปนฟุต และ t  มีหนวยเปนวินาท ี

เราจะพิจารณาวาความเรว็ในขณะ 2t =   เปนเทาใด  โดยเปรียบเทยีบความเร็วดังกลาว
น้ีกับความเรว็เฉลี่ยในชวงเวลากอนและหลัง 2t =  

เพ่ือความสะดวกในการกลาวถึงความเร็วในขณะ 2t =  เราจะแทนความเรว็น้ีดวย v  

สําหรับ 2t <  จะไดวา ความเรว็เฉลี่ยในชวง 
2 216(2) 16

[ ,2]
2

t
t

t
−

=
−

 

สําหรับ 2t >  จะไดวา ความเรว็เฉลี่ยในชวง 
2 216 16(2)

[2, ]
2

t
t

t
−

=
−
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สังเกตวาสูตรความเร็วเฉลี่ยทั้งสองสมมูลกัน 

เม่ือใชสูตรนี้คาํนวณความเร็วเฉลี่ยในชวง [1,2] กับ [2,3]  คือให 1t =  กับ 3t =  จะได
ความเร็วเฉลีย่ในชวง [1,2] เปน  48  และความเร็วเฉลี่ยในชวง [2,3] เปน  80 

เห็นไดวาในชวงกอน 2t =  น้ันความเร็วเฉลี่ยมีคานอยกวาความเร็วเฉลีย่ในชวงหลัง  
2t =  แสดงวาความเร็วขณะ 2t =  กลาวคือ v  ยอมมีคาอยูระหวางคาทั้งสองนี้  คือไดวา 

48 80v≤ ≤  

หากเราใชชวงที่แคบลง เชน [1.5,2] กับ [2,2.5] เราจะไดขอบเขตของ v  เปน 

56 72v≤ ≤  

ซ่ึงก็แคบเขาเชนกัน   

เห็นไดวา เราควรพิจารณาหาความเร็วเฉลี่ยในชวง [ ,2]t  กับ [2, ]t  โดยใชคา t  ที่เขาใกล 
2  โดยที่ในกรณีแรก ให t  เขาใกล 2 จากทางซาย และในกรณีหลัง ให t  เขาใกล 2 จาก
ทางขวา 

สําหรับกรณีแรก เราได 
2 216(2) 16

2
t

v
t

−
≥

−
 

ดังน้ัน 
2 2

2

16(2) 16
lim 64

2t

t
v

t−→

−
≥ =

−
 

และ สําหรับกรณีหลัง เราได 
2 216 16(2)

2
t

v
t
−

≤
−

 

ดังน้ัน 
2 2

2

16 16(2)
lim 64

2t

t
v

t+→

−
≤ =

−
 

จากการพิจารณาที่กลาวมานี้ จะเห็นไดวา 64 v = เปนคาแมนตรง และยังเห็นไดดวยวา 
2 2

2

16 16(2)
lim

2t

t
v

t→

−
=

−
 

สําหรับการเคลื่อนที่โดยทั่วไป  ถาวัตถุเคลื่อนที่ในแนวเสนตรงไดระยะทาง ( )s t  ในขณะ
เวลา t  แลว ความเร็วในขณะเวลา  0t  ก็คือ 

0

0

0

( ) ( )
lim
t t

s t s t
t t→

−
−
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ความชันของเสนโคง (slope of curve) 

ความชันของเสนโคงคืออะไร? 

พิจารณาเสนโคงทางขวามือ ที่จุดสองจุดที่ทํา
เครื่องหมายไว  จะเห็นวาที่จุดทางขวา เสนโคงชันกวาที่
จุดทางซาย  เราจะวัดความชันของเสนโคงอยางไร?  
คําตอบก็คือเราวัดความชันของเสนโคงที่จุดใด ๆ ดวย
ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงที่จุดนั้นๆ 

จากรูปขวามอื เห็นไดวา 
ความชันเสนสัมผัสที่ x c=   ก็คือ 

( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

 

ในการคํานวณความเร็วชัว่ขณะ เราพบกับ  

0

0

0

( ) ( )
lim
t t

s t s t
t t→

−
−

 

และในการคํานวณความชันของเสนโคง เราพบกับ  

( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

 

ในทั้งสองกรณีน้ี เราคํานวณสิ่งเดียวกัน กลาวคือ เราคํานวณ ลิมิตของอัตราสวน 

   

ลิมิตของอัตราสวนในลักษณะดังกลาวนี ้ก็คือ อัตราการแปรคาชั่วขณะของฟงกชัน  

ในการจําลองสถานการณตางๆ ในธรรมชาติน้ัน เรามักจะตองตั้งสมมติฐานเกี่ยวกับอัตรา
การแปรคาชั่วขณะของปริมาณที่เรานํามาศึกษา เชน อัตราการเตบิโต อัตราการซึม อัตราการทาํ
ปฏิกริยา เปนตน 

 ในวชิาคณิตศาสตรเราเรียกอัตราการแปรคาชั่วขณะวา อนุพันธ (derivative) และเรียก
การหาอนุพันธ วา การดิฟเฟอเรนชิเอต (differentiation)  เน่ืองจากอนุพันธเปนลิมิต และเรา
ไดเห็นมาแลววา  ลิมิตมีคาเปนจํานวนจรงิหรือจํานวนอนันต (infinity) ก็ได ดังน้ันในบทนิยาม
ของอนุพันธที่จะกลาวถึงในลําดับ ตอไป อนุพันธอาจมีคาเปนจํานวนอนันต (infinity) ก็ได แต
เราจะจําแนกฟงกชันที่มีอนุพันธเปนจํานวนจริงออกมา และเรียกวาเปนฟงกชันทีดิ่ฟเฟอเรนชิเอต
ได 

คาที่เปลีย่นไปของตัวแปร 
คาที่เปลีย่นไปของฟงกชัน 

Y

X

c x

( )f c

( )f x

Y

X
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บทนิยาม 4.1 

ให f  เปนฟงกชัน และ c  เปนจุดหนึ่งในโดเมนของ f  

1) ถา   ( ) ( )
lim
x c

f x f c
x c→

−
−

   มีคา เราเรียกคาลิมิตวา อนุพันธของ f  ที่ c  

และเขยีนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c′   
ถา ( )f c′  มีคาเปนจํานวนจริง เรากลาววา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  

2) ถา  ( ) ( )
lim

x c

f x f c
x c+→

−
−

  มีคา เราเรียกคาลมิิตวา อนุพันธจากทางขวาของ f  ที่ c

และเขยีนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c+′  

3) ถา ( ) ( )
lim

x c

f x f c
x c−→

−
−

  มีคา เราเรียกคาลิมิตวา อนุพันธจากทางซายของ f  ที่ c  

และเขียนแทนคานี้ดวยสัญลักษณ ( )f c−′  

ตัวอยาง 4.1  

จงใชบทนิยามพิจารณาวา 3( )f x x=  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2c =  หรือไม 

วิธีทํา 
3 3 2

2 2

2

2

2 ( 2)( 2 4)
(2) lim lim

2 2
lim( 2 4) 12

x x

x

x x x x
f

x x
x x

→ →

→

− − + +′ = =
− −

= + + =
 

ดังน้ัน f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2  และมีคา (2) 12f ′ =  , 

ตัวอยาง 4.2  

จงใชบทนิยามพิจารณาวา ( ) | 2 |f x x= −  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ 2,3c =  หรือไม 

วิธีทํา  

2 2

2 2 2 ( 2)
(2) lim lim 1

2 2x x

x x
f

x x+ ++ → →

− − − −′ = = =
− −

 

2 2

2 2 2 ( 2)
(2) lim lim 1

2 2x x

x x
f

x x+ +− → →

− − − − −′ = = = −
− −

 

จะเห็นวา (2) (2)f f+ −′ ′≠   ดังน้ัน ( ) | 2 |f x x= −  ไมดิฟเฟอเรนชิเอตที ่ 2c =   

3 3

2 3 2 ( 2) 1
(3) lim lim 1

3 3x x

x x
f

x x+ ++ → →

− − − − −′ = = =
− −

 

3 3

2 3 2 ( 2) 1
(3) lim lim 1

3 3x x

x x
f

x x− −− → →

− − − − −′ = = =
− −

 

จะเห็นวา (3) (3)f f+ −′ ′=   ดังน้ัน f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่3 และมีคา (3) 1f ′ =  , 
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ขอสังเกต 

เม่ือแทน h x c= −  ใน ( ) ( )
( ) lim

x c

f x f c
f c

x c→

−′ =
−

 จะได  

0

( ) ( )
( ) lim

h

f c h f c
f c

h→

+ −′ =   

หรือสามารถเขียนไดในรูป 
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −′ =  

ดังน้ัน เราสามารถหาอนุพันธของ f ที่จุด x หรือ ( )f x′  โดยใชบทนยิามในรูป 

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −′ =  ได 

ตัวอยาง 4.3  

จงใชบทนิยามหาสูตรอนุพันธของ 3( )f x x=  

วิธีทํา   วิธทีี่ 1 
3 3

2 23 33 3 3 3

2 23 33 3

3 33 3

2 23 33 3

2 23 33 3

2 23 33 3

23

( ) lim

( )( )
lim

( )( )

( ) ( )
lim

( )( )

lim
( )( )

1
lim

( )
1

3

x c

x c

x c

x c

x c

x c
f c

x c

x c x x c c

x c x x c c

x c

x c x x c c
x c

x c x x c c

x x c c

c

→

→

→

→

→

−′ =
−

− + +
=

− + +

−
=

− + +
−

=
− + +

=
+ +

=

 

ดังน้ัน 
3 2

1
( )

3
f x

x
′ =   
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วิธีที่ 2  

3 3

0

2 233 33 33

2 230 3 33

3 33 3

2 230 3 33

2 230 3 33

2 2 23 30 3 33

( ) lim

( )( ( ) )
lim

( ( ) )

( ) ( )
lim

( ( ) )

lim
( ( ) )

1 1
lim

( ( ) ) 3

h

h

h

h

h

x h x
f x

h

x h x x h x h x x

h x h x h x x

x h x

h x h x h x x

h

h x h x h x x

x h x h x x x

→

→

→

→

→

+ −′ =

+ − + + + +
=

+ + + +

+ −
=

+ + + +

=
+ + + +

= =
+ + + +  

ดังน้ัน 
3 2

1
( )

3
f x

x
′ =    , 

 

ทฤษฎีบท 4.1 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ใด f  ยอมตองมีความตอเน่ืองทีน่ั่น 

ทฤษฎีบท 4.2 

ถา f  มีคาคงตัวในชวงเปด ( , )a b  แลว f  ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทุกๆ จุดใน ( , )a b  
และ ( ) 0f c′ =  ที่ทุกๆ c  ใน ( , )a b  

ทฤษฎีบท 4.3 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ k เปนคาคงที่  แลว ฟงกชัน  kf  ซ่ึงมีคา  
( )( ) ( ) kf x kf x= ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา  

( ) ( ) ( )kf c k f c′ ′=  

ทฤษฎีบท 4.4 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c   แลวฟงกชัน  f g+  ซ่ึงมีคา  
( )( ) ( ) ( ) f g x f x g x+ = + ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา 

( ) ( )  ( ) ( )f g c f c g c′ ′ ′+ = +  



                                                                                                                                               

2301113 บทที่ 4   81 

 

ทฤษฎีบท 4.5 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c   แลวฟงกชัน fg  ซ่ึงมีคา ( )( ) ( ) ( ) fg x f x g x=  
ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg c f c g c f c g c′ ′ ′= +  

ทฤษฎีบท 4.6 

ถา ,f g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ ( ) 0g c ≠  แลวฟงกชัน f
g

 ซ่ึงมีคา   

( )
( )( )

( )
f f x

x
g g x

=   ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่c  และไดวา  

2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ( ))

f f c g c f c g c
c

g g c

′ ′−′ =  

ทฤษฎีบท 4.7 

ถา g  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที ่c  และ f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ ( )g c  แลวฟงกชนัประกอบ 
 f gD ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และไดวา   

( ) ( ) ( ( )) ( )f g c f g c g c′ ′ ′=D  

ทฤษฎีบท 4.8 

ถา ( ) kf x x=  โดยที่ k เปนจํานวนตรรกยะ แลว f  ยอมดิฟเฟอเรนชิเอตได และไดวา 
1( ) kf c kc −′ =  ที่ทุกๆ c  ซ่ึงสูตรมีความหมาย 

 

สัญลักษณสําหรับอนุพันธ 

สัญลักษณที่เราใชเขียนแสดงอนุพันธมาแลวน้ันเปนสญัลักษณที่ไมคอยจะใหความสะดวก
ในการทําการดิฟเฟอเรนชิเอต  เพราะไมสามารถระบุสตูรของฟงกชนัลงไปในสตูรในทฤษฎีบท
ตางๆ สัญลักษณที่จะกลาวถึงตอไปน้ี เปนสัญลักษณทีใ่ชกันมานานมากแลว  คือตั้งแตกอนที่เรา
ใชนิยามของฟงกชันวาเปนเซตของคูลําดับ สมัยน้ันเขานิยามฟงกชันวาอยางไร? 

เขากลาวา  

“เมื่อตัวแปรคา y  กับ x  มีความสัมพันธกันในลักษณะที่ สําหรับแตละคา

ของ x  เราหาคา y  ไดคาหนึ่ง เรากลาววา y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งจะเขียน

แสดงไดดวย ( )  y f x= เราเรียก x  วาตวัแปรอิสระ หรือ independent 

variable  และเรียก y  วาตวัแปรตามหรอื dependent variable”  
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ความคิดเรื่องฟงกชันในคํากลาวขางตน ก็เปนความคดิเดียวกันกับปจจุบัน 

ในการอธิบายเรื่องอนุพันธ  เขาพิจารณาวา เม่ือตัวแปร x  แปรคาไป y  ก็แปรไปดวย   
เขากําหนดสัญลักษณ  xΔ  กับ yΔ  ขึ้นมาแทนสวนที่เปลี่ยนไปของ x  กับ y  ตามลําดับ คือ 

เดิมเรามี  ( )y f x=  และเม่ือ x  เปลี่ยนไปเปน x x+Δ   y  ก็เปลี่ยนไปเปน y y+Δ  

ดังน้ัน     ( )y y f x x+Δ = +Δ  

นําสองสมการมาลบกัน จะไดวา ( ) ( )y f x x f xΔ = +Δ −  

จึงไดอัตราสวนการเปลี่ยนแปลงเปน  
( ) ( )y f x x f x

x x
Δ +Δ −

=
Δ Δ

 

เม่ือพิจารณาดูอัตราสวน 
( ) ( )y f x x f x

x x
Δ +Δ −

=
Δ Δ

 เห็นไดวาลิมิตเม่ือ xΔ  เขาใกลศนูยของ

พจนทางขวามือก็คือ อนุพันธของ f  ที่ x   

กําหนดสัญลักษณ  dy
dx

 ขึ้นมาแทน 
0

lim
x

y
xΔ →

Δ
Δ

 

โดยใหถือวาสญัลักษณ  dy
dx

 เปนสัญลักษณเดียว ไมใชเศษสวนของ dy กับ dx 

เราจึงมี dy
dx

 ไวใชเปนสัญลักษณสําหรับเขียนแทนอนุพันธของฟงกชัน ( )  y f x=  

นอกจาก dy
dx

 แลว เรายังใช  ( )df x
dx

 เปนสัญลักษณอีกอยางหนึ่งสําหรับเขียนแทนอนุพันธ   

สัญลักษณน้ีเปนสัญลักษณที่ใชงานไดสะดวก  เพราะเราอาจเขียนสูตรบอกคาฟงกชันแทนที่ 
( )f x   เชนในการดิฟเฟอเรนชิเอต 2( ) 3 5 7f x x x= − +  เราเขียนไดดังน้ี 

2( )
(3 5 7)

df x d
x x

dx dx
= − +  

แลวใชทฤษฎบีทที่กลาวมาขางตนกับทางขวามือทีละขัน้จนไดคําตอบ 

ตัวอยาง 4.4  

จงหาอนุพันธ 2
5 3

1
( ) 7 4f x x x x

x
= − +  

วิธีทํา  เน่ืองจาก 
3 3

2 2 2 5
5 3

1
( ) 7 4 7 4f x x x x x x x

x

−
= − + = − +   ดังน้ัน 

 
3 3

1 12 1 2 5
5 8

3 3 3
( ) 7(2) 4 14 6

2 5 5
f x x x x x x

x

− − −− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟′ ⎜ ⎜= − + − = − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , 
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ตัวอยาง 4.5  

จงหาอนุพันธ 33( ) 1h x x x= + −  

วิธีทํา ให 3( ) 1g x x x= + −  และ 3( )f y y=  ดังน้ัน ( ) ( ( )) ( )h x f g x f g x= = D  

เน่ืองจาก 
2
31

( )
3

f y y
−

′ =  และ 2( ) 1 3g x x′ = −   โดยทฤษฎีบท 4.7 จะไดวา 

 

( )

2 2
2 3 23 3

2

233

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

1 1
( ( )) (1 3 ) (1 ) (1 3 )

3 3
(1 3 )

3 1

h x f g x f g x g x

g x x x x x

x

x x

− −

′ ′ ′ ′= =

= − = + − −

−
=

+ −

D

 

  , 

แบบฝกหัด 4.1 

1. จงหาสูตรอนุพันธตอไปน้ีโดยใชบทนยิาม 

1.1. 4( ) 2f x x=  
1.2. ( ) 2 1f x x= +  
1.3. ( )f x x=  
1.4. 3( ) 1f x x= −  
1.5. 2( ) 3f x x= +  
1.6. 3( ) 3 2f x x x= + −  

2. จงเขียนสูตรในทฤษฎีบท 4.2 ถึง 4.8 โดยใชสัญลักษณ ( )df x
dx

 

3. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปน้ี 

3.1. 3
2
5

( ) 4 4f x x
x

= + −  

3.2. 3( ) 2 7f x x x x= − +  
3.3. 2( ) 5 1 3f x x= +  
3.4. 2

3 2
( )

5
x

f x
x

−
=

−
 

3.5. 
3

3

2 4 7
( )

3
x x x

h x
x

− +
=  

3.6. 3 2( ) (1 ) 1f x x x= + +  
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4. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปน้ี 

4.1. 2 4( ) ( 2 )
4
x

f x x x= − −  4.2. 3
( )

4 5
f x

x
=

−
 

4.3. 1
( )

3
x

y
x

= +  4.4.  5
2

3
( 2)

x
y

x
= −  

4.5. 
2 34

1

(6 2 )
y

x
=

−
 4.6. 

14 2 2( ) (3 ) ( 5 )f x x x x= − +  

4.7. 3 21
( ) ( 2 1)( )f t t t t

t
= − + −  4.8. 

53

1 2
5

2 4
( ) 2

(4 )
3

s s
f s

s
s

−

−
=

+
 

4.9. 3 2( ) ( 2)(5 2 ) 1g x x x x= − − +  4.10. 
23 4

( )
y y

h y
y

− −
=  

4.11.  
3

1 6
( ) 2

x
g x x

x
−

= +  4.12. ( ) 2 0x y x+ − =  

 

 

4.2  ดิฟเฟอเรนเชียล (differentials)  

ในหัวขอน้ี เราจะใชฟงกชันเชิงเสนประมาณคาฟงกชัน f  ที่จุดใกลๆ x  ฟงกชันเชิงเสน
ไดแกฟงกชัน L ใดๆ ที่มีคุณสมบัติวา    

 ( ) ( ) ( )  L u v L u L v+ = + ทุกๆ  ,u v  และ          

 ( ) ( )L kv kL v=  ทุกๆ  ,k v  

โดยอาศัยคุณสมบัติสองขอน้ี  จะพิสูจนไดวา ฟงกชันเชิงเสน L ใดๆ ตองมีสูตรในรูป 

   ( )L v cv=  โดยที่ c  เปนคาคงที ่

เราจะหาฟงกชันเชิงเสน L ฟงกชันหนึ่ง ซ่ึงทําใหเราสามารถใช ( ) ( ) f x L h+ เปนคาประมาณ
ของ ( )f x h+ คือ              

( ) ( ) ( )f x h f x L h+ ≈ +  

ความคลาดเคลื่อนของการประมาณนี้ก็คือ 
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( ) | ( ) ( ( ) ( )) |E h f x h f x L h= + − +  

เราตองการใหขนาดของ ( )E h  นอยกวา h มากๆ  เชน ถา h เขาใกลศูนย  เราก็อยากให ( )E h  

เขาใกลศูนยยิง่กวา คือ อยากให ( )E h  เขาใกลศูนยเรว็กวา h 

เรามาทําความเขาใจเรื่องการเขาใกลศูนยเร็วกวากันสกัเล็กนอย เน่ืองจาก  
( )

( ) | |
| |
E h

E h h
h

=  จะเห็นวา ถาให h เขาใกลศูนย  | |h  ยอมเขาใกลศูนยเร็วเทาๆ กันกับ h  

ดังน้ัน ถาแฟคเตอรหลัง คอื ( )
| |
E h

h
 เขาใกลศูนยดวย จะไดวาผลคูณของ | |h  และ ( )

| |
E h

h
 ซ่ึงก็

คือ ( )E h  ก็เขาใกลศูนยเรว็กวา h  ดังน้ัน  เราตองหาฟงกชันเชิงเสน L  ซ่ึง 

         
0

( )
lim 0

| |h

E h
h→

=  

น่ันคือ 

0

| ( ) ( ) ( ) |
lim 0

| |h

f x h f x L h
h→

+ − −
=  

และเนื่องจาก คาลิมิตเปน 0 ดังน้ัน จึงไดวา  

 

0

0

0 0

| ( ) ( ) ( ) |
0 lim

| |

( ) ( ) (1)
lim

( ) ( )
lim lim (1) ( ) (1)

h

h

h h

f x h f x L h
h

f x h f x hL
h h

f x h f x
L f x L

h

→

→

→ →

+ − −
=

⎛ ⎞+ − ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
+ − ′= − = −

 

น่ันคือ (1) ( )L f x′=   ดังน้ัน ( ) (1) ( )L h hL hf x′= =  

ฉะนั้น เง่ือนไขนี้ทําใหเราไดวา ( ) ( )L h f x h′=  

บทนิยาม 4.2 

ให f  เปนฟงกชันคาจริง  ถา L เปนฟงกชันเชิงเสน ซ่ึงมีคุณสมบัตวิา 

0

| ( ) ( ) ( ) |
lim 0

| |h

f x h f x L h
h→

+ − −
=  

เราเรียก L วาเปน ดิฟเฟอเรนเชียล (differential) ของ f  ที่ x  เราจะเขียนแทน L ดวย
สัญลักษณ  ( )df x  

ดังน้ัน ( )L h  ก็จะถกูแทนดวย ( )( )df x h  เราตองระลึกไววา ( )df x  เปนฟงกชัน [คือ L] 

น่ันคือ ( )( )df x h  เปนคาของฟงกชัน ( )df x  ที่ h  [คือ L(h)] 
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จากที่ไดไวขางตนวา ( ) ( )L h f x h′=   เราก็ไดสูตรบอกคา ( )df x  วา 

 ( )( ) ( )df x h f x h′=   

( )f x′  จึงมีชื่ออีกอยางหนึ่งวา สัมประสิทธิ์ดิฟเฟอเรนเชียล (differential coefficient) 

เม่ือเริ่มตน เราตองการหาฟงกชันเชิงเสน L ซ่ึง 

( ) ( ) ( )f x h f x L h+ ≈ +  

และบัดนี้ เราก็ไดแลววา ( )L h  ก็คือ ( )( )df x h  

ดังน้ัน เราก็มีสูตรสําหรับประมาณคาฟงกชัน f  วา 

( ) ( ) ( )( )f x h f x df x h+ ≈ +  

น่ันคือ 

( ) ( ) ( )f x h f x f x h′+ ≈ +  

ตัวอยาง 4.6  

จงใชดิฟเฟอเรนเชียลหาสตูรสําหรับประมาณคาของ 1
x h+

 แลวจงแสดงการใชสูตรที่ไดมาใน

การประมาณคาของ 1
1005

 

วิธีทํา   ให 1
( )f x

x
=   เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )f x h f x f x h′+ ≈ +   ดังน้ัน  

 2
1 1 1

h
x h x x

⎛ ⎞⎟⎜≈ + − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
 

จาก 1 1 1
1005 1000 5 x h

= =
+ +

 เราจึงให 1000, 5x h= =  

ดังน้ัน 2
1 1 1 1

5 0.001 0.000005 0.000995
1005 1000 5 1000 1000

⎛ ⎞⎟⎜= ≈ + − = − =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
 , 

 

ตัวอยาง 4.7  

สมศรีใชไมบรรทัดวัดความยาวดานของสี่เหลี่ยมจัตุรัสไดเทากับ 10 น้ิว ดวยความคลาดเคลื่อนไม

เกิน 1
32

 น้ิว จงหาความคลาดเคลื่อนของการคํานวณพื้นที่ของสี่เหลี่ยมรูปน้ี และจงประมาณพื้นที่

ที่แทจริง 
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วิธีทํา   ให ( )f x  เปนพ้ืนที่ของสีเ่หลี่ยมจัตุรัสที่มีความยาวดานเทากับ x  ดังน้ัน จะไดสมการ
แสดงความสัมพันธ 
  2( )f x x=   

จาก 2df xdx=  เรากําหนดให 10x =  จึงได 20df dx=  แต 1 1
32 32

dx− ≤ ≤  ดังน้ัน  

 5 5
8 8

df− ≤ ≤  

น่ันคือ ไดความคลาดเคลื่อนของการคํานวณพื้นที่ไมเกิน 5
8

±  ตารางนิ้ว 

เม่ือวัดโดยไมบรรทัด พ้ืนทีข่องสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปน้ีคํานวณไดเทากับ 100 ตารางนิ้ว   
ดังน้ัน พ้ืนที่ที่แทจริงของสี่เหลี่ยมรูปน้ีจะไมเกิน   

 21 5
(10 ) 100 100.625

32 8
+ ≈ + =       ตารางนิ้ว  

และไมนอยกวา 

 21 5
(10 ) 100 99.375

32 8
− ≈ − =        ตารางนิ้ว , 

  แบบฝกหัด 4.2 

1. จงใชดิฟเฟอเรนเชียลหาสตูรสําหรับประมาณคาของ   5 x h+  แลวจงแสดงการใชสูตรที่
ไดมาในการประมาณคาของ  5 100015  กับ 5 30       

2. จงใชดิฟเฟอเรนเชียลประมาณคาของ   

2.1. 4(3.02)   
2.2. 3 7.9  
2.3. 3(1.97)  
2.4. 236.3 (1.006)+   

3. สายวัดเสนหนึ่งมีความคลาดเคลื่อน 0.04%±  ถานําไปวัดรัศมีของทรงกลม จะเกิดความ

คลาดเคลื่อนของการคํานวณปริมาตรของทรงกลมนั้นกี่เปอรเซ็นต 34
3

V rπ
⎛ ⎞⎟⎜ = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 

สัญลักษณ ( )df x  สําหรับดิฟเฟอเรนเชียลของ f  ที่ x  จะชวยใหการคํานวณตางๆ ทําได
งายขึ้น  เราจะพิจารณาการคํานวณบางอยางเกี่ยวกับดิฟเฟอเรนเชียลดวยสัญลักษณน้ีสัก
เล็กนอย   

 สําหรับ  ( )f x x=  เราได  ( )( ) 1df x h h=  
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     สําหรับ 2( )f x x=  เราได  ( )( ) 2df x h xh=  

เราอาจเขียนผลลัพธเสียใหมไดเปน ( )dx h h=  และ 2( ) 2dx h xh=  

ในผลลัพธทั้งสอง   

 ( )dx h h= ,   2( ) 2dx h xh=   

ใหระลึกไววา  dx  กับ 2dx  เปนฟงกชันที่มี h เปนตัวแปรคา x ไมใชตัวแปรคา  x ที่อยูทาง
ขวามือของผลลัพธที่สอง คือ 2xh  น้ัน เราตองถือวาเปนคาคงที ่เม่ือเราเอาฟงกชันผลลัพธทั้ง
สองหารกัน โดยหารกันแบบหาผลหารฟงกชัน 

( )
( )( )

( )
L L h

h
M M h

=  

โดยใชผลลัพธแรก dx  เปนตวัหาร และ 2dx เปนตัวตั้ง เราไดวา 
2 2

( )( ) 2
dx xh

h x
dx h

= =  

แสดงวา 
2dx

dx
เปนฟงกชันที่คาของมันไมขึ้นอยูกับ h  คือเปนคาคงที่ ( 2 )x= เราจึงเขียนไดวา 

2

2
dx

x
dx

=  

ในที่น้ีทางซายมือเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียล  หากเราพิจารณาเศษสวนของดิฟเฟอ
เรนเชียลของ ( )f x  โดยทั่วๆ ไปกับดิฟเฟอเรนเชียลของ ( )f x x=  เราก็จะได 

( )
( )

df x
f x

dx
′=  

เห็นไดวาสัญลักษณของดฟิเฟอเรนเชียล ( )df x  น้ีชวยใหเราสามารถพิจารณา ( )f x′  ได
วาเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียลของ f  กับดิฟเฟอเรนเชียลของฟงกชันที่มีคาที่ x ใดๆ เปน x 

ดังน้ัน ตอไปน้ี เราสามารถถือไดวา อนุพันธเปนเศษสวนของดิฟเฟอเรนเชียลและสามารถนํา  
ดิฟเฟอเรนเชียลมาใชในการคํานวณหาอนุพันธ  ตัวอยางเชน  ถา 6z x=   และ 2y x=  

เราจะเขียน 
dz
dy

 วา 
6

2
dx
dx

   ก็ได 

ในการดิฟเฟอเรนชิเอตฟงกชันประกอบ(กฎลูกโซ) 

( ),   ( ) ( ( ))y g x z f y f g x= = =  

เราก็เขียนไดวา 
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dz dz dy
dx dy dx

=  

และถือวา dy  ตดักันก็ได  (ถา dy  ไมใช 0) 

จากสูตรสําหรับใชในการหาอนุพันธ  เราจะไดสูตรตอไปน้ีสําหรับใชหาดิฟเฟอเรนเชียล 

2

0

( ( )) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

dc

d cf x cdf x

d f x g x df x dg x

d f x g x g x df x f x dg x

f x g x df x f x dg x
d

g x g x

=

=

+ = +

= +

−
=

 

4.3  อนุพันธอันดับสูง (higher derivatives) 

ถา f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทกุๆ จุดในชวง ( , )a b  เซตของคูลําดับ 

{( , ( )) |  }x f x a x b′ < <  

ก็เปนฟงกชันๆ หน่ึง  เราจะแทนฟงกชันน้ีดวย f ′  

เชน ถา 

3 2( ) 5 4 7f x x x x= + − +  

จะไดวา   

2{( , 3 10 4) | }f x x x x′ = + − −∞ < < +∞  

เราเรียกฟงกชัน f ′  วา  ฟงกชันอนุพันธของ f   ( derivative function of f  ) 

ถา ฟงกชันอนุพันธของ f  กลาวคือ f ′  เปนฟงกชันที่ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่จุด c  ใด ๆ  
เราเรียกอนุพันธของ f ′   ที่ c  น้ันวา  อนุพันธอันดับที่สอง (second order derivative หรือ 
second derivative) ของ f  ที่ c  

เราแทน อนุพันธอันดับที่สองของ f  ที่ c  ดวย ( )f c′′  สวนอนุพันธของ f  ที่ c  คือ f ′  
น้ัน บางทีเราก็เรียกเพื่อความชัดเจน วา อนุพันธอันดับที่หน่ึง (first order derivative หรือ 
first derivative) 

ถา f ′  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทกุๆ จุดในชวง (a,b) แลวเซตของคูลําดับ 

{( , ( )) |  }x f x a x b′′ < <  
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ก็เปนฟงกชันๆ หน่ึง  เราจะแทนฟงกชันน้ีดวย  f ′′  เชน 3 2( ) 5 4 7f x x x x= + − +  ที่กลาว
ไวขางตนนั้น  เราไดไวแลววา   

2{( , 3 10 4) | }f x x x x′ = + − −∞ < < +∞  

จะเห็นไดวา f ′  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทุกๆ จุด  และได                    

{( ,6 10) | }f x x x′′ = + −∞ < < +∞  

เรานิยาม ,  , ,  f f f′′′ ′′′′ ′′′′′ …  ในทํานองเดียวกนั 

สัญลักษณสําหรับอนุพันธอันดับสูงที่กลาวมาแลวน้ัน เปนสัญลักษณที่ไมสะดวกตอการใช
นัก เชนหากจะเขียนอนุพันธอันดับ 100 หรือแมแตอันดับ 10  ก็คงลําบากที่จะอาน  เพ่ือความ
สะดวกเราจึงมีสัญลักษณอีกแบบหนึ่ง คอืเราจะใช  ( )nf  แทนอนุพันธอันดับที่ n ของ f  และ
เพ่ือความสมบูรณ เราจะใช  (0)f   แทน f  (หมายถึง f  ที่ยังไมถูกดิฟเฟอเรนชิเอต) 

เน่ืองจาก ( )df x
dx

 หมายถึง อนุพันธของ f   ดังน้ัน    
( )

( )
df x

d
dx
dx

  จึงเปนอนุพันธอันดับที่

สองของ f   เราอาจเขียนสัญลักษณน้ีโดยยอไดเปน 
2

2
( )d f x

dx
 ดังน้ันจึงได  

2

2
( )d f x

dx
 เปนสัญลักษณแทนอนุพันธอันดับที่สองของ f  

และ โดยทั่วๆ ไป  

( )n

n
d f x
dx

 เปนสัญลักษณแทนอนุพันธอันดับที่ n ของ f  

เรายังมีสัญลักษณแบบอ่ืนๆ สําหรับแทนอนุพันธอันดับสูงอีก  ถาเราเขียนแสดงฟงกชันดวย   

( )y f x=  เรายังอาจแทน อนุพันธอันดับที่ 2 ของ f  ไดดวย  ( )
2

2
2, ,

d y
y y

dx
′′  และทํานอง

เดียวกันสําหรบัอนุพันธอันดับที่ n 
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ตัวอยาง 4.8  

จงหาอนุพันธอันดับที่สี่ของ  3 2( )f x x x−= + ที่ x = 1 

วิธีทํา  
2 3

4

(3) 5

(4) 6

( ) 3 2

( ) 6 6

( ) 6 24

( ) 120

f x x x

f x x x

f x x

f x x

−

−

−

−

′ = −

′′ = +

= −

=

 

ดังน้ัน (4) 6(1) 120(1) 120f −= =   , 

ตัวอยาง 4.9  

กําหนดให    21y x= +   จงหา 
2

2
d y
dx

 

วิธีทํา  

( )
1

2 2 22

1
2 2

2

1
1 (1 ) (1 )

2

1
(1 ) (2 )

2 1

dy d d
x x x

dx dx dx

x
x x

x

−

−

= + = + +

= + =
+

 

 

( ) ( )
( )

( )

2 2
2

2 22 2

1
2 2 2

2

2
2

2

2

3
2 2

1 1

1 1

1
1 ( )(1 ) (2 )

2
1

1
1

1
1

1

dx d
x x xd y d x dx dx

dxdx x x

x x x x

x

x
x

x
x

x

−

+ − +⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +

+ − +
=

+

+ −
+=

+

=
+

  

หรือ สามารถหา 
2

2
d y
dx

 โดยสูตรผลคูณดังน้ี 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

12
2 2

2 2

1 1
2 22 2

1 3
2 22 2

3
2 2

1
1

1 1

1
1 1 (2 )

2
1

(1 )

d y d x d
x x

dx dxdx x

d d
x x x x

dx dx

x x x x

x

−

− −

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜= = +⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠+
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= + + − +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

=

+

 

  , 

ตัวอยาง 4.10  

จงหาอนุพันธอันดับที่ 10 ของ 3( )f x x−=  

วิธีทํา  

 

4

5

(3) 6

(10) 13
13

( ) 3

( ) ( 3)( 4)

( ) ( 3)( 4)( 5)

12!
( ) ( 3)( 4)( 5) ( 12)

2

f x x

f x x

f x x

f x x
x

−

−

−

−

′ = −

′′ = − −

= − − −

= − − − − =

#

"

 

  , 

ตัวอยาง 4.11  

 ถา  4 33 8 5y x x= − +  จงหาวา y ′′  มีคาเปนศูนยที่จุดใดบางหรือไม 

วิธีทํา  

 
3 2 3 2

2

12 24 12( 2 )

12(3 4 ) 0

y x x x x

y x x

′ = − = −

′′ = − =
 

ดังน้ัน y ′′  มีคาเปนศูนยที่ 4
0,

3
x =   , 
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แบบฝกหัด 4.3 

1. จงหาอนุพันธอันดับที่สี่ของ ( )f x  ที่ 1x =  

1.1. 2 4 7( ) 1 3 5f x x x x= + + +  
1.2. ( ) 3 5f x x x= −  
1.3. 3( ) (1 )( 2 )f x x x x= + +  

1.4. 
5 2

3

(4 )
( )

x x
f x

x
+

=  

2. กําหนดให 
2

1

1
y

x
=

−
 จงหา 

2

2

d y
dx

 

3. จงหาวา y ′′  มีคาเปนศูนยที่จุดใดบางหรือไม 

3.1. 4 3 29 42 6y x x x x= − − + +  
3.2. 5 4 3 23

2 6 24 1
5

y x x x x x= − − + + +  

3.3. 
6

4 25
6 3 6

10 4
x

y x x x= + + + +  

4.4 การดิฟเฟอเรนชิเอตฟงกชันที่นิยามโดยปริยาย (differentiation of 

implicit functions) 

ในบางปญหาฟงกชันที่เราตองการดิฟเฟอเรนชิเอตไมไดถูกกําหนดใหมาอยางชัดเจน   
เชน ถาโจทยตองการใหเราหาสมการของเสนสัมผัสของวงกลม 

2 2 25x y+ =  

ที่จุด (3, 4)−  หรือที่จุด (4,3)  เปนตน สมการนี้เปนสมการของความสัมพันธที่ไมเปนฟงกชัน   

การแกปญหาโจทยขอน้ี เราทําไดโดยการหาฟงกชัน f  มาฟงกชันหนึ่งที่กราฟของ f  ซอนกัน
กับสวนของวงกลมดังกลาวในบริเวณของจุดที่เราจะหาสมการเสนสัมผัส  

 

ในกรณีของจุด (3, 4)−  ฟงกชัน f  ที่มีกราฟซอนกันกับวงกลมไดแก 

(3, 4)−

2( ) 25f x x= − −

(3, 4)−

(4, 3)
2 2 25x y+ =
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2( ) 25f x x=− −  

เม่ือดิฟเฟอเรนชิเอต ( )f x  แลวแทนคา x = 3 เราจะได 3
(3)

4
f ′ =    

เรามีวิธีทําโจทยขอน้ีอีกวิธหีน่ึงซ่ึงงายกวา  เราไมตองหาสูตรของ f  หากแตพิจารณาวา 
f  ที่เราตองการนั้นสอดคลองสมการ 2 2 25x y+ =   กลาวคือ 2 2( ) 25x f x+ =  แลวดิฟเฟอ
เรนชิเอตทั้งสองขางของสมการที่ไดน้ี   

( )2 2

2 2

( ( ) ) 25

( ) ( ( ) ) 0

2 2 ( ) ( ( )) 0

2 2 ( ) '( ) 0

d d
x f x

dx dx
d d

x f x
dx dx

d
x f x f x

dx
x f x f x

+ =

+ =

+ =

+ =

 

ดังน้ัน '( )
( )
x

f x
f x

=−  จึงไดวา 3 3 3
(3)

(3) 4 4
f

f
′ = − = − =

−
 

แสดงวาเสนสมัผัสวงกลมทีจุ่ด (3, 4)−  มีความชนัเทากับ 3
4

  จึงมีสมการเปน 

( 4) 3
3 4

y
x
− −

=
−

 

ซ่ึงเม่ือจัดพจนเสียใหมก็จะไดเปน  3 4 25x y− =  

สําหรับสมการเสนสัมผัสทีจุ่ด (4,3)  น้ันจะใหนิสิตทําเปนแบบฝกหัด 

ในตวัอยางที่กลาวมานี้  โจทยใหหาสมการเสนสัมผัสของวงกลม 2 2 25x y+ =  ที่จุด 

(3, 4)−  แมโจทยจะไมไดใหฟงกชัน 2( ) 25f x x=− − มา  การใหสมการวงกลมกับจุด 
(3, 4)−  มาก็มีผลเหมือนกับให ( )f x  น้ีมาโดยปริยาย  เชนน้ีเรากลาววา f  เปนฟงกชันที่นิยาม
โดยปริยาย (implicit function) 

วิธีการดิฟเฟอเรนชิเอต f  โดยไมตองหาสูตรออกมาเสียกอนน้ันเปนการดิฟเฟอเรนชิเอต
โดยปริยาย (implicit differentiation ) 

ในกรณีตัวอยางที่กลาวมาแลวน้ัน เราสามารถหาฟงกชัน f  ออกมาใหชัดแจง(explicit)

ไดวา 2( ) 25f x x=− − แตในบางกรณีการหาฟงกชัน f   ออกมาใหชัดแจงเปนสิ่งที่เปนไป
ไมได 
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ตัวอยาง 4.12  

จงหาความชันของเสนโคง 3 2 53 5x x y y+ + =  ที่จุด ( 2,1)−  

วิธีทํา  ความชันของเสนโคงคือ dy
dx

  

( ) ( )

( )

3 2 5

3 2 5

2
2 2 4

2 4 2

3 5

( ) 3 ( ) ( ) 0

3 3 5 0

3 5 3 6

d d
x x y y

dx dx
d d d

x x y y
dx dx dx

dx dy dy
x y x y

dx dx dx

dy
x y x xy

dx

+ + =

+ + =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

+ = − −

 

ดังน้ัน 
( )2

2 4

3 6

3 5

x xydy
dx x y

− +
=

+
 

จะไดวา ความชันที่จุด ( 2,1)−  คือ 
( )2

2 4

3( 2) 6( 2)(1)
0

3( 2) 5(1)
dy
dx

− − + −
= =

− +
 , 

แบบฝกหัด 4.4 

1. จงหา dy
dx

 และ 
2

2

d y
dx

 ที่จุด (2,1)  จากสมการ 2 32 9x xy y+ + =  

2. จงหาสมการเสนสัมผัสโคง ณ จุดที่กําหนดให 

2.1. 2
2

2
x y

x
x y
+

= +
−

  ที่จุด ( 1,0)−  

2.2. 2y x x y− = +  ที่จุด ( )0,1  
2.3. 2 2 3 2x y x y+ − =   ที่จุด ( )1,0  
2.4. 3 3 41xy x y+ + =  ที่จุด ( )2,3        
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4.5 ปฏิยานุพันธ (antiderivatives) 

ปญหาเกี่ยวกบัการหาความเร็ว ความชนั และอัตราการแปรคาชั่วขณะอ่ืนๆ ลวนเปนปญหา
ในลักษณะที่วา จงหาอนุพันธของฟงกชันที่กําหนดให  สําหรับปญหาบางปญหาเราจะพบกับ
คําถามในทางตรงกันขาม  กลาวคือ  จงหาฟงกชันที่มีอนุพันธเปนฟงกชันที่กําหนดให 

บทนิยาม 4.3 

ถา P  เปนฟงกชันซึ่ง ( ) ( )P x f x′ =  สําหรับทุกๆ x  ในชวง ( ),a b  เรากลาววา P  เปน 

ปฏิยานุพันธ (antiderivative) ของ f  บนชวง ( ),a b  

ตัวอยางเชน 
3

( ) 5
3
x

P x = +  เปนปฏิยานุพันธของ 2( )f x x= และโดยทั่วๆ ไป ถา C  

เปนจํานวนจรงิใดๆ จะไดวา 
3

( )
3
x

P x C= +  ก็เปน ปฏิยานุพันธของ 2( )f x x=  

2( )f x x=  มีปฏิยานุพันธมากมายหลายปฏิยานุพันธ โดยสูตร 
3

( )
3
x

P x C= +

ครอบคลุมปฏยิานุพันธทั้งหลายของ 2( )f x x=  

เราเรียก C  ในสูตรวา ตัวคงคา (arbitrary constant) เราจะเรียกปฏิยานุพันธที่สตูรของมันมี
ตัวคงคาอยูดวยวา ปฏิยานุพันธทั่วไป (general antiderivative) และเม่ือกําหนดให C  มีคาใด
คาหนึ่งเราก็ไดปฏิยานุพันธเฉพาะ (particular antiderivative)  

ตัวอยางเชน 2( )f x x=  มีปฏิยานุพันธทั่วไปเปน 
3

( )
3
x

P x C= + และมี 

3 3 3

( ) 5, ( ) , ( ) 7
3 3 3
x x x

P x P x P x= + = = −  

เปนปฏิยานุพันธเฉพาะ เปนตน 

เราอาจกลาวไดวา ปฏิยานุพันธทั่วไปของฟงกชัน f  หมายถึงเซตของปฏิยานุพันธ
ทั้งหลายของ f  และปฏิยานพุันธเฉพาะหมายถึงปฏิยานุพันธใดปฏยิานุพันธหน่ึงซ่ึงอยูในเซต
น้ัน 

ตอไปน้ี คําวา ปฏิยานุพันธ จะหมายถึงปฏิยานุพันธทัว่ไป สวนคําวา ปฏิยานุพันธหน่ึง จะ
หมายถึง ปฏิยานุพันธเฉพาะ 
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 ขอสังเกต 

จากบทนิยามของปฏิยานุพันธ จะเห็นไดวา ( )P x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ถา
( ) ( )dP x f x dx=  

จากแนวคิดนี้ การหาปฏิยานุพันธของ ( )f x  ใดๆ ก็คือ การหาวา ( ) ( ? )f x dx d=  

เชนถาจะหาปฏิยานุพันธของ  2( )f x x=  ก็ตองถามวา 
2 ( ? )x dx d=  

หากเราคุนเคยกับสูตรดิฟเฟอเรนเชียลในลักษณะอานถอยหลัง  

1

0

( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ) ( ))

k k

dc

cdf x d cf x

df x dg x d f x g x

kx dx dx−

=

=

+ = +

=

 

และ 1k kk v dv d v− =  

เราจะสามารถนําสูตรเหลานีไ้ปใชในการหาปฏิยานุพันธได ดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 4.13  

จงหาปฏิยานุพันธของ 2x +  

วิธีทํา        
1 1
2 2

1
2

3 3
2 2

2 ( 2) ( 2) ( 2)

2 3
( 2) ( 2)

3 2

2 2
( 2) ( )( 2)

3 3

x dx x dx x d x

x d x

d x d x

+ = + = + +

= ⋅ + +

= + = +

 

ปฏิยานุพันธที่ตองการก็คอื 
3
22

( )( 2)
3

x C+ +   , 

สัญลักษณสําหรับปฏิยานุพันธ        

เราจะใชสัญลกัษณ         

( )f x dx∫  

เพ่ือเขียนแทนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ตัวอยาง เชน
3

2

3
x

x dx C= +∫  
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ตัวอยาง 4.14  

 2 21 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
x dx x d x d x x C+ = + + = + = + +∫ ∫ ∫  

  , 

ตัวอยาง 4.15  

 

1 1 1
3 3 3

44
33

3 4
( 5) ( 5) ( 5) ( 5) ( 5)

4 3

3 3
( 5) ( 5)

4 4

x dx x d x x d x

d x x C

− = − − = − −

= − = − +

∫ ∫ ∫

∫
 , 

ตัวอยาง 4.16  

 

2 2 2
2 2 2 2 25 5 5

2 7
2 2 25 5

7
2 5

( 4) 2 ( 4) ( ) ( 4) ( 4)

5 7 5
( 4) ( 4) ( 4)

7 5 7

5
( 4)

7

x x dx x d x x d x

x d x d x

x C

+ = + = + +

= + + = +

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

  , 

ตัวอยาง 4.17  

 

1 1 1
2 2 2 23 3 3

1
2 23

1
2 23

2 2
2 23 3

1 1
( 1) 2 ( 1) ( 1) ( )

2 2

1
( 1) ( 1)

2

1 3 2
( 1) ( 1)

2 2 3

1 3 3
( 1) ( 1)

2 2 4

x x dx x x dx x d x

x d x

x d x

d x x C

− − −

−

−

+ = + = +

= + +

= ⋅ + +

= ⋅ + = + +

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

 

  , 



                                                                                                                                               

2301113 บทที่ 4   99 

 

แบบฝกหัด 4.5 

จงหาปฏิยานุพันธตอไปน้ี 

1. 2 34 1x x dx+∫  2. 
1

3 1
dx

x +∫  

3. 2 5(3 2)x x dx−∫  4. 
5

1
( 3)

dx
x x +∫  

5. 
3

43

5

2

x
dx

x +∫  6. 
2

2

4 2

y
dy

y y

+

+ +∫  

7. 5 2 1z z dz+∫  8. 
1
2

x
dx

x
+
+∫  

9. 7 1t dt+∫  10. 
8

31 2

x
dx

x−
∫  

 


