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บทที่ 5 

ทฤษฎีบทหลักมลูของแคลคูลัส 
แคลคลูัสมีสองแขนง คือ แคลคลูัสอินทิกรัล (integral calculus) และแคลคูลัสดฟิเฟอ

เรนเชียล (differential calculus) แคลคูลัสอินทิกรัลวาดวยเรื่องอินทิกรัล ซ่ึงเปนเรื่องของการ
คํานวณหา ลมิิตของผลบวก  สวนแคลคลูัสดิฟเฟอเรนเชียลวาดวยเรื่องของลิมิตของอัตราสวน  

ของสวนเพ่ิม เรื่องทั้งสองเปนอิสระตอกนั ดูประหนึ่งวาไมเกี่ยวของกัน  

ในบทนี้เราจะพบวาเรื่องทั้งสองเกี่ยวของกัน  ความเกีย่วของระหวางแคลคูลัสสองแขนงนี้
อยูในทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคลูัส (fundamental theorems of calculus) ซ่ึงมีอยูสองบท 

ทฤษฎีบท 5.1 (ทฤษฎีบทหลักมูลบททีห่นึ่ง) 

ให f  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวงปด [ , ]a b  และ x  เปนจํานวนใดๆ ในชวงเปด 

( , )a b   ให  ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫   

ถา  f  มีความตอเน่ืองที่ x  จะไดวา F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ x  และไดวา 
( ) ( )F x f x′ =  

บทนิยาม 5.1  

เราเรียกฟงกชัน F  ซ่ึงกําหนดคาโดย 

( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

วา อินทิกรัลไมจํากัดเขต (indefinite integral) ของ f  

เราอาจกลาวทฤษฎีบทหลกัมูลบทที่หน่ึงอยางคราวๆ ไดวา ถาอินทิเกรต f  ได F   

เราดิฟเฟอเรนชิเอต F  ก็จะได f  

ตอไปน้ีเปนตวัอยางของฟงกชันที่จะสาธติทฤษฎีบทหลักมูลบทที่หน่ึง  

ตัวอยาง 5.1 

กําหนดให ( ) | |f x x=  บนชวง  [ 1,1]−  และให  
1

( ) ( )
x

F x f t dt
−

= ∫    

จงหา ( )F x′  ทุก ( 1,1)x ∈ −   

วิธีทํา เน่ืองจาก  ( ) | |f x x=  ดังน้ัน 

, 0
( )

,

t t
f t

t t

− <⎧⎪⎪= ⎨ ≥ 0⎪⎪⎩
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กรณี 0x <  

 1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )

( 1) 1
2 2 2 2

x x x

F x f t dt t dt tdt

x x

− − −

= = − = −

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= − − = − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
 

กรณี 0x >  

 ( )

0

1 1 0
0

1 0

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

0 ( 1) 0 1
2 2 2 2 2 2

x x

x

F x f t dt f t dt f t dt

t dt tdt

x x

− −

−

= = +

= − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= − − + − = +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

กรณี 0x =  

 
0

1

1
( )

2
F x tdt

−

= − =∫  

ดังน้ัน  

 

2

2

1
, 1 0

2 2
1

( ) , 0
2
1

, 0 1
2 2

x
x

F x x

x
x

⎧⎪⎪ − − ≤ <⎪⎪⎪⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + < ≤⎪⎪⎩

 

ตอไป จะแสดงวา ( )F x  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดทีทุ่กๆ จุดใน ( 1,1)−  และ ( ) ( )F x f x′ =  บนชวง 
( 1,1)−  

กรณี 1 0c− < <  

 

2 21 1
2 2 2 2( ) ( ) ( )

( ) lim lim lim
2x c x c x c

x c

F x F c x c
F c c

x c x c→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− − −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠′ = = = − = −
− −

 

  
ดังน้ัน F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ ( ) | | ( )F c c c f c′ = − = =  

กรณี 0c =  

 

2

0 0 0

1 1
2 2 2( ) (0)

(0) lim lim lim 0
2x x x

x

F x F x
F

x x+ + ++
→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟+ −⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎜− ⎝ ⎠′ = = = =  
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2

0 0 0

1 1
2 2 2( ) (0)

(0) lim lim lim 0
2x x x

x

F x F x
F

x x− + +−
→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟− −⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎜− ⎝ ⎠′ = = = − =  

ดังน้ัน  (0) 0 (0)F f′ = =  
กรณี 0 1c< <  

 

2 21 1
2 2 2 2( ) ( ) ( )

( ) lim lim lim
2x c x c x c

x c

F x F c x c
F c c

x c x c→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ − +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠′ = = = =
− −

 

  
ดังน้ัน F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ ( ) | | ( )F c c c f c′ = = =  

จากทุกกรณี ไดวา ( ) ( )F x f x′ =  ทุกๆ x  บนชวง ( )1,1−   

 

คราวนี้ ลองใชทฤษฎีบทหลักมูลบทที่หน่ึง สรุปผลที่ไดจากการแสดงในตัวอยางขางตน
ดังน้ี  เน่ืองจาก ( ) | |f x x=  ตอเน่ืองทุกจุดบนชวง [ 1,1]−  ดังน้ันโดยทฤษฎีหลักมูลบทที่หน่ึง

จะได 
1

( ) ( | | ) | |
xd

F x t dt x
dx −

′ = =∫  ทุกจุดบนชวง ( )1,1−  ซ่ึงไดผลเชนเดียวกันกับวธิี

แสดงในตัวอยาง 5.1 

ตัวอยาง 5.2 

กําหนดให 
| |

, 0
( )

0, 0

x
x

xf x
x

⎧⎪⎪ ≠⎪⎪= ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

  บนชวง  [ 1,1]−  และให  
1

( ) ( )
x

F x f t dt
−

= ∫  

จงหา ( )F x′  ทุก ( 1,1)x ∈ −   

วิธีทํา 
กรณี 0x <  

 
1 1

( ) 1 1
x x

t
F x dt dt x

t
− −

−
= = − = − −∫ ∫  

กรณี 0x >  

 
0 0

1 0 1 0

( ) ( ) ( ) 1 1 1
x x

F x f t dt f t dt dt dt x
− −

= + = − + = − +∫ ∫ ∫ ∫  

กรณี 0x =  

 
0

1

(0) 1 1F dt
−

= − = −∫  
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ดังน้ัน  

 
1, 0

( )
1 ,

x x
F x

x x

⎧− − <⎪⎪= ⎨⎪− + ≥ 0⎪⎩
 

ตอไปจะแสดงวา F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ทกุจุด c ใน ( 1,1)−  ยกเวนที่ 0c =  
กรณี 1 0c− < <  

 ( ) ( )( ) ( ) 1 1
( ) lim lim 1

x c x c

F x F c x c
F c

x c x c→ →

− − − − − −′ = = = −
− −

 

  

ดังน้ัน F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ | |
( ) 1 ( )

c
F c f c

c
′ = − = =  

กรณี 0 1c< <  

 ( ) ( )( ) ( ) 1 1
( ) lim lim 1

x c x c

F x F c x c
F c

x c x c→ →

− − − −′ = = =
− −

 

ดังน้ัน F  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ | |
( ) 1 ( )

c
F c f c

c
′ = = =  

กรณี 0c =  

 ( ) ( )
0 0

( ) (0) 1 1
(0) lim lim 1

x x

F x F x
F

x x+ ++
→ →

− − − −′ = = =  

 ( ) ( )
0 0

( ) (0) 1 1
(0) lim lim 1

x x

F x F x
F

x x− −−
→ →

− − − − −′ = = = −  

ดังน้ัน  
0

( ) (0)
lim
x

F x F
x→

−
 ไมมีคาลิมิต น่ันคอื F  ดิฟเฟอเรนชิเอตที่ 0 ไมได  

 

ทฤษฎีบทหลกัมูลที่หน่ึง สรุปผลในตัวอยางขางตนอยางเดียวกัน คอื  เน่ืองจาก 
| |

, 0
( )

0, 0

x
x

xf x
x

⎧⎪⎪ ≠⎪⎪= ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 ตอเน่ืองทุกจุดบนชวง [ 1,1]−  ยกเวน 0 ดังน้ันโดยทฤษฎีหลกัมูลบท

ที่หน่ึงจะได 
1

( ) ( ( ) ) ( )
xd

F x f t dt f x
dx −

′ = =∫  ทุกจุดบนชวง ( )1,1−  ยกเวนที่จุด 0 ซ่ึงไดผล

เชนเดียวกันกบัวธิีแสดงในตัวอยาง 5.2 

ในการอธิบายตัวอยางเหลานี้ เราจะตองอินทิเกรตฟงกชันที่กําหนดคาดวยสูตรหลายสูตร 
ซ่ึงอาจไมมีความตอเน่ืองที่บางจุดในชวงของการอินทิเกรต  เราจะทาํไดโดยอาศัยขอสังเกต
ตอไปน้ี 
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ขอสังเกต   

ให f  กับ g  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวง [ , ]a b  ถา f  กับ g  มีคาตางกันที่จุด

เดียว จะไดวา 
b b

a a
f g=∫ ∫  

(อธิบายความจริงขอน้ีโดยพิจารณาผลบวกรีมันน) 

จะเห็นวา ในการแกปญหาดังในตัวอยาง 5.1 และ ตวัอยาง 5.2 เราสามารถใชทฤษฎีหลัก
มูลบทที่หน่ึงไดสะดวกกวาทําโดยตรงมาก ดังในตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 5.3  (แสดงในหองเรียน) 

จงหา dy
dx

 เม่ือ 
0

sin
x

y tdt= ∫   

ตัวอยาง 5.4 (แสดงในหองเรียน) 

จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคง 
2 3 1 3

4 4 5

1

( 3 1)
x

y t t dt= + −∫   ที่  1x =   

ตัวอยาง 5.5 (แสดงในหองเรียน) 

จงหา dy
dx

 เม่ือ 2 23

1
( 1) 2 1

x
y x t dt= − +∫   

ทฤษฎีบท 5.2 (ทฤษฎีบทหลักมูลบททีส่อง) 

ให  f  เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบนชวงปด [ , ]a b  P  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองใน 
[ , ]a b  ซ่ึง 

( ) ( )P x f x′ =  
ที่ทุกๆ x  ในชวงเปด ( , )a b   ยอมไดวา 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx P b P a= −∫  

เราอาจเขียนขอสรุปของทฤษฎีบทนี้เสียใหมเปน 

( ) ( ) ( )
x

a
f t dt P x P a= −∫  

และกลาวทฤษฎีบทนี้เสียใหมคราวๆไดวา 

ถา ( ) ( )P x f x′ =  ยอมไดวา ( ) ( ) ( )
x

a
f t dt P x P a= −∫  

น่ันคือ  ถาดิฟเฟอเรนชิเอต P  ได f   อินทิเกรต f ยอมได P  
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จากทฤษฎบีทหลักมูลบทที่หน่ึงเราไดวา 

  ถาอินทิเกรต f  ได F  เราดิฟเฟอเรนชิเอต F  ก็จะได f   

จากทฤษฎบีทหลักมูลบทที่สองเราไดวา 

   ถาดิฟเฟอเรนชิเอต P  ได f   เราอินทิเกรต f  ยอมได P  

ดังน้ัน การอินทิเกรตกบัการดิฟเฟอเรนชิเอตจึงเปนเรื่องที่เกี่ยวของกันอยางยิ่ง เห็นได
จากทฤษฎบีทหลักมูลทั้งสอง  วาการอินทิเกรตกบัการดิฟเฟอเรนชิเอตเปนการกระทําตรงขาม
กัน  ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคลูัสบททีส่องทําใหเราเห็นไดวา สําหรับฟงกชันที่เราทราบปฏิ
ยานุพันธของมันนั้น เราจะสามารถคํานวณอินทิกรัลของมันไดโดยงาย  กลาวคือ คาํนวณไดจาก
ผลตางของปฏิยานุพันธที่จุดปลายของชวงที่เราอินทิเกรต เชน จากที่เราทราบวา 2( )f x x−=   

มี 1( )P x x−= − เปนปฏิยานุพันธ  และ P  มีความตอเน่ืองในชวง [1,2] เราก็สรุปไดจาก
ทฤษฎีบทหลกัมูลบททีส่องวา 

2 2

1

1 1

(2) (1)

1
( 2 ) ( 1 )

2

x dx P P−

− −

= −

= − − − =

∫
 

เพ่ือใหการแสดงการใชทฤษฎีบทหลักมูลบทที่สองทําไดสะดวกขึ้น  เราจะใชสัญลกัษณ  

]( ) b
aP x   เพ่ือหมายถึง  ( ) ( )P b P a−  โดยการใชสัญลักษณน้ี เราเขียนวธิีทาํขางบนเสียใหม  

ไดดังตอไปน้ี 

2 22 1

11

1 1 1
( 2 ) ( 1 )

2

x dx x− −

− −

⎤= − ⎥⎦

= − − − =

∫
 

ตัวอยาง 5.6 

จงอินทิเกรต    
2 3 2

1
(4 )x x dx−−∫  

วิธีทํา 

 
4 1

3 2 4 1(4 ) 4( ) ( )
4 1
x x

x x dx x x
−

− −− = − = +
−∫  

ดังน้ัน 

2 23 2 4 1

11

4 1 4 1

(4 ) ( )

29
(2 2 ) (1 1 )

2

x x dx x x− −

− −

⎤− = + ⎥⎦

= + − + =

∫
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ตัวอยาง 5.7 (แสดงวิธีทําในหองเรียน) 

จงอินทิเกรต 

2 23 2 2

0 1
1 1

1 4 22 2
0 0

1
2 2 2

0

1) (8 6 5) 2) ( 2)

3) (3 2) 4) 2 ( 9)

5) (3 4)

x x dx x dx

x dx x x dx

x x dx

−+ − +

+ +

+

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

แบบฝกหัด 5.1 

1.  กําหนดให  
2

43

2

( ) 2 1
x

F x t t dt
−

= + +∫   จงหา 

1.1. ( 1)F −  1.2. ( 1)F ′ −  1.3. ( 1)F ′′ −  

2. จงหา  dy
dx

 

2.1. 
2 3 7

10 5 5

2

( 3 1)
x

y t t dt
+

−

= + −∫  

2.2. 
12

3 2 23

1

( 3 1) 3 1
x

x

y x x t dt
+

−

= + − + +∫  

2.3. 
3

2 25 2
x

y x t dt= +∫  

2.4. 3 23

1

4 3 5 2
x

y t t dt x+ − =∫  

3. จงหาคาอินทิกรัลตอไปน้ี 

3.1. 
1

3 2

0

2 7x x dx−∫  

3.2. 
3

2

2

1x dx
−

−∫  

3.3. 
0 2

3 3
1
(3 1)

x
dx

x
−

−∫  


