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บทที่ 6 

ลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กําลัง 
ในการหาปฏิยานุพันธ เราคงไดสังเกตเห็นมาแลววา เราหา 

kv dv∫  

ไดในกรณี  1k ≠ −  ทั้งน้ีก็เพราะ เรายังไมรูจักฟงกชัน f  ใดๆ ที ่ 1
( )f x

x
′ =  

ทฤษฎีบทหลกัมูลบทที่หน่ึงชวยใหเราสรางฟงกชัน f  ที่มีคุณสมบัตดัิงกลาวได 

ให  L  เปนฟงกชันที่มีคาที่จํานวนบวก x   ใดๆ เปน 

1

1
( )

x
L x dt

t
= ∫  

โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทที่หน่ึง เรายอมไดวา 

1
( )L x

x
′ =  

ในการศึกษาคุณสมบัติของฟงกชัน L  น้ี เราจะตองใชคณุสมบัติบางประการของอินทิกรัล    
1b

a
dx

x∫   ซ่ึงจะตั้งเปนขอสังเกตตอไปน้ี 

ขอสังเกต 

ให nS  เปนผลบวกรีมันนของ 1
( )f x

x
= บนชวง [ , ]a b  โดยที่ 0 a b< <  ดังน้ัน 

*
1( )( )n i i iS f t x x −= −∑  

โดยที่ 0 1 2 1n na x x x x x b−= < < < < < =… ,    *
1i i ix t x− < <  

กําหนดให  i ix ay=  และ  * *
i it as=  เราจะไดวา 

* *
1 1

1 1* *

*
1

( )( ) ( )( )

1 1
( ) ( )

( )( )

n i i i i i i

i i i i
i i

i i i

S f t x x f as ay ay

a y y y y
as s

f s y y

− −

− −

−

= − = −

= − = −

= −

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

โดยที่ 0 1 2 11 n n
b

y y y y y
a−= < < < < < =… ,    *

1i i iy s y− < <  

ซ่ึงเปนผลบวกรีมันนของ 1
( )f x

x
=   บนชวง [1, ]

b
a

 เราจึงไดลิมิตของ  nS  เปนสองแบบคือ 
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1

lim
b

n
an

S dx
x→∞

= ∫  

กับ 

1

1
lim ( )

b
a

n
n

b
S dy L

y a→∞
= =∫  

ดังน้ัน 

1
( )

b

a

b
dx L

x a
=∫  

อาศัยคุณสมบัติดังกลาว เราจะแสดงไดโดยงายวา 

  (1)  ( ) ( ) ( )L uv L u L v= +  สําหรับทุกๆจํานวนบวก ,u v  

  (2)  ( ) ( )kL u kL u=  ทุกๆจํานวนบวก u  และทุกๆจํานวนตรรกยะ k  

เห็นไดวา L  มีคุณสมบัติของลอการิทึมทุกประการ ฟงกชัน L  น้ีเองที่เราเรียกวา  ลอการิทึม
ธรรมชาติ (natural logarithm) และเขยีนแทนดวย ln  

บทนิยาม 6.1  

สําหรับจํานวนบวก x  ใดๆ  เรานิยาม ln( )x  โดย 

1

1
ln( )

x
x dt

t
= ∫  

และนิยามจํานวน e  วาคือจํานวนซึ่ง ln( ) 1e =  

เราจะแสดงไดวา 1
lim (1 )n

n
e

n→∞
= +  และ e  มีคาประมาณ 2.718  (แสดงในหองเรียน) 

จากบทนิยามของ ln( ) x กับทฤษฎีบทหลักมูลบทที่หน่ึง  เราไดวา 
ln( ) 1d x

dx x
=  

สูตรนี้ใชไดเฉพาะกรณี 0x >  อยางไรก็ตาม ในกรณี 0x <  เราจะแสดงไดเชนกันวา 

ln( ) 1d x

dx x

−
=  

เราจึงเขียนสตูรทั้งสองรวมกันเปน 

ln | | 1d x

dx x
=  

เราจึงมีสูตรหาปฏิยานุพันธเพ่ิมขึ้นสูตรหนึ่งวา 
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1

ln | |dv v C
v

= +∫  

หมายเหต ุ หากจะนําสูตรนี้ไปใชในการอินทิเกรต (คอืใชทฤษฎีบทหลักมูลบททีส่อง) 
เราจะใชไดกบัชวง [ , ]a b  ที่ v  ไมเปนศูนยในชวงเทานั้น  เพราะ ถา  0v =  ในชวงใด ln | |v

จะไมตอเน่ืองในชวงนั้น ซ่ึงจะทําใหเราใชทฤษฎีบทหลกัมูลบททีส่องไมได 

ตัวอยาง 6.1 

1. 1
(ln(1 ))

1
d

x
dx x

+ =
+

 

2. 
2

2
2 2

1 (1 ) 2
(ln(1 ))

1 1
d d x x

x
dx dxx x

+
+ = =

+ +
 

3. 2 2 21 1
(ln 1 ) ( ln(1 )) (ln(1 ))

2 2
d d d

x x x
dx dx dx

+ = + = +    

2 2
1 2
2 1 1

x x
x x

= =
+ +

 

4.   2 2
2
1

(ln( ln )) ( ln )
ln

d d
x x x x

dx dxx x
=  

        

2
2

2

2
2

1 (ln )
(ln )

ln

1 1 2 1
2 ln

lnln

dx d x
x x

dx dxx x

x x x
x x x xx x

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= + = +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

หรืออาจจัดรูปกอนแลวจึงหาอนุพันธไดอีกวิธีดังน้ี 

2 2

2

2 2

( ) (ln( ln )) (ln( ) ln(ln ))

1 1 1 1 1 2 1
(ln ) (2 ) ( )

ln ln ln

d d
f x x x x x

dx dx
dx d

x x
dx x dx x x x x xx x

′ = = +

= + = + = +
  

ตัวอยาง 6.2 

1. 1 1 1 1
(2 3 ) ln 2 3

2 3 3 2 3 3
dx d x x C

x x
= + = + +

+ +∫ ∫  

2. 2 2
2 2
2 1

( 3) ln( 3)
3 3

x
dx d x x C

x x
= + = + +

+ +∫ ∫  
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ตัวอยาง 6.3 

1. ]
44 4

0 0 0

1 1
(4 ) ln(4 ) ln 8 ln 4 ln2

4 4
dx d x x

x x
= + = + = − =

+ +∫ ∫  

2.  
4 4 42 2

2 2 00 0

4 1
2 ( 9) 2 ln( 9)

9 9
x

dx d x x
x x

⎤= + = + ⎥⎦+ +∫ ∫  

   25
2 ln25 2 ln 9 2 ln( )

9
= − =  

ฟงกชันที่เปนอินทิกรัลไมจํากัดเขตเปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองเสมอไป ดังน้ัน ln  ก็มี
ความตอเน่ืองบนโดเมนของมัน ซ่ึงคือชวง (0, )+∞  และมีพิสัยเปน ( , )−∞ +∞   
นอกจากนั้น ln เปนอินทิกรัลของฟงกชันที่เปนบวก ln  จึงเปนฟงกชันเพ่ิม ดังน้ัน  ln  จึงเปน
ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง   ซ่ึงยอมมีฟงกชันผกผันที่มีโดเมน ( , )−∞ +∞ และพิสัย (0, )+∞  

บทนิยาม 6.2  

เราเรียกฟงกชันผกผันของ ln  วา ฟงกชันเลขชี้กําลงั (exponential function) และ
เขียนแทนฟงกชันนี้ดวยสญัลักษณ exp  กลาวคือ 

1exp( ) ln ( ),x x x−= −∞ < < +∞  

ขอสังเกต 

exp(ln( )) , 0

ln(exp( )) ,

x x x

x x x

= < < +∞

= −∞ < < +∞
 

              

บทนิยาม 6.3  

สําหรับจํานวนจริงบวก a และจํานวนจรงิ x  ใดๆ  เรานิยาม 

exp( ln( ))xa x a=  

ขอสังเกต 

1)  การยกกําลังที่กลาวถึงในบทนิยาม 6.3  น้ี  x  อาจเปนจํานวนจริงใดๆ ก็ได  ไม
จํากัดวาตองเปนจํานวนเตม็ หรือจํานวนตรรกยะ 

2)  exp( ln( )) exp( 1) exp( )xe x e x x= = =  แสดงวา exp(x) ก็คือ xe  

นอกจากนั้นเรายังแสดงไดดวยวา (แสดงในหองเรียน) 
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1

( )

x y x y

x y xy

a a

a a a

a a

+

=

=

=

 

ซ่ึงสอดคลองกับการยกกําลังที่เราคุนเคย 

บทนิยาม 6.4  

สําหรับจํานวนจริงบวก ,a x  ใดๆที่ 1a ≠ เรานิยาม ฟงกชันลอการิทึมฐาน a  

(logarithm function) และเขยีนแทนดวย loga  โดย 
ln( )

log
ln( )a

x
x

a
=  

ขอสังเกต 
จากนิยามนี้ ไดวา 

ln( ) ln( )
log ln( )

ln( ) 1e
x x

x x
e

= = =  

เห็นไดวา ln  ก็คือลอการิทึมฐาน e  น่ันเอง เรานิยมเรียกจํานวน e  วาเปนฐานของลอการิทึม
ธรรมชาต ิ

นอกจากนั้นเรายังแสดงไดดวยวา (แสดงในหองเรียน) 

log ( ) 1

log ( ) log ( ) log ( )

log ( ) log ( )

a

a a a

y
a a

a

xy x y

x y x

=

= +

=

 

ซ่ึงสอดคลองกับ log ที่เราคุนเคย 

สําหรับฟงกชนั exp( ), xx a  และ log ( )a x  เราหาสูตรดิฟเฟอเรนชิเอตไดวา 

exp( )
exp( )

ln( )

log ( ) 1
ln( )

x
x

a

d x
x

dx

da
a a

dx

d x

dx x a

=

=

=

             

แตเรานิยมเขยีนสูตรแรกในรูป 

x
xde

e
dx

=  
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สําหรับ kx  ที่เรารูจักมากอนนั้น k  ตองเปนจํานวนตรรกยะ  บัดนี้ บทนิยาม 6.3  ชวย
ใหเรายกกําลงัดวยเลขชี้กําลังจํานวนจริงใดๆ ก็ได  เราจึงตองพิจารณาดูวา สูตรดิฟเฟอเรนชิ
เอต kx จะเปนอยางไร   ถา k  เปนจํานวนจริงโดยทั่วไป 

ผลลัพธก็คือ 1
k

k
d x

kx
dx

−=  

ตัวอยาง 6.4     

1. 5 5 5( ) (5 ) 5x x xd d
e e x e

dx dx
= =  

2. 
2 2 22( ) ( ) (2 )x x xd d

e e x e x
dx dx

= =  

3. 2 2 1( ) 2
d

x x
dx

−=  

4. (2 ) 2 ln2 ( ) 2 ln2x x xd d
x

dx dx
= =  

5. 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )x x x x xd d d d

xe e x x e e xe x
dx dx dx dx

− − − − −= + = + −  

2 2
( 2 )x xe xe x− −= + −  

6. 2 2 2 2( 2 ) 2 ( ) (2 ) 2 (2 ) 2 ln2x x x x xd d d
x x x x x

dx dx dx
= + = +  

7. 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

x x
x x x xd e e d

e e e e
dx dx

−
− −−

= − = +  

8. 2

1
2 ln2

1 2(log (2 )) (2 )
(2 )ln2 (2 )ln2

x

x x
x x

d d xx x
dx x dx x

+
+ = + =

+ +
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รวมสูตรดิฟเฟอเรนชิเอต 

1

1) 0

2) 1

3)

4)

5) ln( )

ln( ) 1
6)

log ( ) 1
7)

ln( )

k
k

V
V

V
V

a

dc
dx
dx
dx
dV dV

kV
dx dx

de dV
e

dx dx

da dV
a a

dx dx

d V dV
dx V dx

d V dV
dx V a dx

−

=

=

=

=

=

=

=  

กับสูตรดิฟเฟอเรนชิเอต ผลบวก  ผลคณู ผลหารที่นิสิตคุนเคยมาแลวจากชั้นมัธยม 

ตัวอยาง 6.5     

จงดิฟเฟอเรนชิเอต 

  
2

2
(2 1)2

( )
(1 )(1 )

xx
f x

x x
+

=
+ +

 

วิธีทํา            
2

2

2

2

(2 1)2
ln ( ) ln

(1 )(1 )

ln 2 1 ln(2 ) ln(1 ) ln 1

x

x

x
f x

x x

x x x

+
=

+ +

= + + − + − +

 

จะไดวา 
2 2

2 2

(ln ( )) (ln 2 1 ln(2 ) ln(1 ) ln 1 )

(ln 2 1) ( ln2) (ln(1 )) (ln 1 )

xd d
f x x x x

dx dx
d d d d

x x x x
dx dx dx dx

= + + − + − +

= + + − + − +
 

      2
1 2 2 1

( ) 2 ln2
( ) 2 1 11

x
f x x

f x x xx
′ = + − −

+ ++
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ดังน้ัน 

                 
2

2 2
2 2 1 (2 1)2

( ) 2 ln2
2 1 11 (1 )(1 )

xx x
f x x

x xx x x

⎡ ⎤ +′ = + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ++ + +⎣ ⎦

    

ตัวอยาง 6.6     

จงดิฟเฟอเรนชิเอต (แสดงในหองเรียน) 

  
2

2

2

3 2

3 2

1) ( ) ln(4 )

2) ( ) 2
2

3) ( )

(5 3 )
4) ( )

(1 2 ) (1 )

5) ( ) log(1 )

x
x

x

x

f x x

x
f x x

f x x

x e
f x

x x

f x x x

−

= +

= +

=

+
=

+ +

= +

  

รวมสูตรดิฟเฟอเรนเชียล 

  

1

1) 0

2)

1
3) ln( )

4)

5) ln( )

1
6) log ( )

ln( )

k k

V V

V V

a

dc

dV kV dV

d V dV
V

de e dV

da a a dV

d V dV
V a

−

=

=

=

=

=

=

 

รวมสูตรหาปฏิยานุพันธ 

  

1

1) ( 1)
1

ln | | ( 1)

k
k V

V dV C k
k

V C k

+

= + ≠ −
+

= + = −

∫   

  

2)

3)
ln( )

V V

V
V

e dV e C

a
a dV C

a

= +

= +

∫

∫
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ตัวอยาง 6.7     

จงหาปฏิยานุพันธ (แสดงในหองเรียน) 

  

2

1) (1 2 )

1
2)

(3 2 )

3) (2 1)x

x dx

dx
x

dx

π+

+

+

∫

∫

∫

 

บทนิยาม 6.5  

 

1) sinh( ) (hyperbolic sine)
2

2) cosh( ) (hyperbolic cosine)
2

sinh( )
3) tanh( ) (hyperbolic tangent)

cosh( )
1

4) csch( ) (hyperbolic cosecant)
sinh( )

1
5) sech( ) (hyperbolic secant)

cosh( )

cos
6) ctnh( )

x x

x x

e e
x

e e
x

x
x

x

x
x

x
x

x

−

−

−
=

+
=

=

=

=

=
h( )

(hyperbolic cotangent)
sinh( )

x
x

 

ตัวอยาง 6.8    (แสดงในหองเรียน) 

1)  จงแสดงวา  

2 2

) sinh( ) sinh( )

) cosh ( ) sinh ( ) 1

sinh( )
) cosh( )

a x x

b x x

d V dV
c V

dx dx

− = −

− =

=

 

2)  จงดิฟเฟอเรนชิเอต 

  
2) ( ) sinh(1 )

) ( ) sinh( )x

a f x x

b f x e x

= +

=
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แบบฝกหัด 6.1 

จงหาอนุพันธของฟงกชัน ( )f x  ในแตละขอตอไปน้ี 

1. 2( ) ln(1 2 )f x x= +  2. 2( ) xf x e=  

3. 3( ) lnf x x=  4. 
22( ) xf x e=  

5. 2( ) ln 2f x x x= + +  6. 2( ) 2 xf x x e=  

7. 3( ) ln( ( 1) )f x x x= +  8. ( ) 3
xef x =  

9. ( ) ln(ln( 1))f x x= +  10. 
22( ) 2 (2 )x xf x x x= + +  

11. 2( ) (ln )f x x x=  12. 
22

( )
3

x xe e
f x

+
=  

13. 2
2( ) log ( 1)f x x= +  14. 2( ) log (2 )xf x xe x= +  

15. 3( ) ln(5 )f x x xx= +  16. 
2

( )
3 ln

x x

x

e xe
f x

x x
+

=
+ −

 

17. 2 2( ) ln( ln( ))f x x x=  18. (2 )( ) (2 ) xf x x=  

19. 
( 1)( 2)

( )
( 3)( 4)
x x

f x
x x
− −

=
− −

 20. 
2

2

(3 )
( )

(1 ) (ln )

xx x e
f x

x x

−−
=

+
 

21. 
4

3 3

3
( ) log ( )

x

f x
x

=  22. ( ) sinh(1 )f x x= −  

23. 2( ) lnf x x x=  24. 2( ) cosh( ) xf x x e= − ⋅  
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แบบฝกหัด 6.2 

จงหาอินทิกรัลในแตละขอตอไปน้ี 

1. 2 xe dx∫  2. 
2

7
4

x
dx

x −∫  

3. 23 xe dx∫   4. 
1 1

( )
1 2

dx
x x

+
− +∫  

5. 2(2 3)x dx+∫  6. 
32 xx e dx∫  

7. 
1

4 7
dx

x −∫  8. 2(2 3)x dx+∫  

9. 
2

7
4

x
dx

x −∫  10. 2 2 5( 1)x xe e dx+∫  

11. 
2

3

2
6

x
dx

x x
+
+∫  12. 

3
2log x

dx
x∫  

13. 
2ln x

dx
x∫  14. 

1
2 xx e dx

−

∫  

15. 
ln2

2

1

xe dx−∫  16. 
5

0

1
2
dx

x +∫  

17. 
22

1

xxe dx−∫  18. 
1

0

ln( 2)
2

x
dx

x
+
+∫  

19. 
5

5

1

log x
dx

x∫  20. 
2 1

ln

e

e
dx

x x∫  

 

 


