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บทที่ 7 

ทฤษฎีบทคามัชฌิมและทฤษฎีบทตางๆ ที่เกี่ยวของ  

7.1 ทฤษฎีบทคามัชฌิม 

บทนิยาม 7.1  

เรากลาววาฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธ (relative maximum) ที่จุด c  ถามีชวงเปด I  

ชวงหนึ่งซ่ึง ( ) ( )f x f c≤  ทุกๆ x  ในสวนรวมของ I  กับโดเมนของ f  และเรียกจุด ( , ( ))c f c  
วาจุดสูงสุดสมัพัทธ 

เรากลาววาฟงกชัน f  มีคาต่าํสุดสัมพัทธ (relative minimum) ที่จุด c  ถามีชวงเปด 
I  ชวงหนึ่งซ่ึง ( ) ( )f x f c≥  ทุกๆ x  ในสวนรวมของ I  กับโดเมนของ f  และเรียกจุด 
( , ( ))c f c  วาจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

 

ทฤษฎีบท 7.1 

ให f  เปนฟงกชันที่มีโดเมนเปน [ , ]a b  และ c  เปนจุดซึ่ง  a c b< < ถา f   ดิฟเฟอเรน
ชิเอตไดที่ c  และ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธที่ c   ยอมไดวา ( ) 0f c′ =   

แนวทางพิสจูน ให a c b< <  และ f  ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  และ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ c  

ดังน้ัน  พิจารณาอนุพันธจากทางซาย ( ) ( )
( ) lim

x c

f x f c
f c

x c−−
→

−′ =
−

 เน่ืองจาก x c−→  ดังน้ัน 

x c<  และ ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธ จึงได ( ) ( )f x f c≤  ฉะนั้น ( ) 0f c−′ ≥  

รูปแสดงจุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธบนชวง [ , )a ∞

จุดสูงสุดสัมพัทธ 

จุดต่ําสุดสัมพัทธ 

a
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พิจารณาอนุพันธจากทางขวา ( ) ( )
( ) lim

x c

f x f c
f c

x c++
→

−′ =
−

 เน่ืองจาก x c+→  ดังน้ัน x c>  

และ ( )f c  เปนคาสงูสุดสัมพัทธ จึงได ( ) ( )f x f c≤  ฉะนั้น ( ) 0f c+′ ≤  

เน่ืองจาก f   ดิฟเฟอเรนชิเอตไดที่ c  ดังน้ัน ( ) ( ) ( )f c f c f c− +′ ′ ′= =  
จึงได 0 ( ) 0f c′≤ ≤  น่ันคือ ( ) 0f c′ =  ตามตองการ 

สําหรับกรณีคาต่ําสุดสัมพัทธ พิสูจนไดในทํานองเดียวกนั  

ทฤษฎีบท 7.2 (ทฤษฎีบทของรอล) 

ให  f  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองใน [ , ]a b  และ ดิฟเฟอเรนชิเอตไดใน ( , )a b     
ถา f(a) = f(b) ยอมมี c  ใน ( , )a b   ซ่ึง  ( ) 0f c′ =  

 

ทฤษฎีบท 7.3 (ทฤษฎีบทคามัชฌิม) 

ถา f   เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองใน [ , ]a b  และ ดิฟเฟอเรนชิเอตไดใน ( , )a b  

แลวจะมี c  ใน ( , )a b  ซ่ึง ( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a
−′ =
−

 

 
a b

b a−

( ) ( )f b f a−

a b

( ) 0f c′ =

( ) ( )f a f b=
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แนวทางพิสจูน เสนตรง  ที่ผานจุด ( , ( ))a f a  และ ( , ( ))b f b  มีความชันเปน ( ) ( )f b f a
b a
−
−

 

ดังน้ัน สมการของเสนตรง  คือ 

 ( ) ( )
( ) ( )

f b f a
y x a f a

b a
−

= − +
−

 

กําหนดให ( ) ( )F x f x y= −  น่ันคือ 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f b f a
F x f x x a f a

b a
−

= − − −
−

 

ดังน้ัน ( ) ( ) 0F a F b= =  จากทฤษฎีบท 7.2 จะมี ( , )c a b∈  ที่ทําให ( ) 0F c′ =  

ฉะนั้น 

 ( ) ( )
( ) ( ) 0

f b f a
F c f c

b a
−′ ′= − =
−

 

จึงได ( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a
−′ =
−

 ตามตองการ   

ทฤษฎีบท 7.4 

   ให  f  เปนฟงกชันที่ดิฟเฟอเรนชิเอตไดบน ( , )a b  

    (1) ถา ( ) 0f x′ >  สําหรับทุกๆ x  ใน ( , )a b   f  ยอมเปนฟงกชันเพ่ิมบน ( , )a b  

    (2) ถา ( ) 0f x′ <  สําหรับทุกๆ x  ใน ( , )a b   f  ยอมเปนฟงกชันลดบน ( , )a b  

    (3) ถา ( ) 0f x′ =  สําหรับทุกๆ x  ใน ( , )a b  f  ยอมเปนฟงกชันคาคงตัวบน ( , )a b  

แนวทางพิสจูน 
(1) สมมติ 1 2x x<  บนชวง ( , )a b  

จากทฤษฎบีท 7.3  จะมี c  ซ่ึง 1 2x c x< <  และ 2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f c

x x
− ′=
−

 

แต ( ) 0f c′ >  เราจึงได 2 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x
x x

−
>

−
 

เน่ืองจาก 1 2x x<  ดังน้ัน 1 2( ) ( )f x f x<  

(2) และ (3) พิสูจนไดในทํานองเดียวกัน   
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ตัวอยาง 7.1 จงแสดงวา 5 3( ) 2 7f x x x= + +  เปนฟงกชันเพ่ิมบน ( , )−∞ +∞  

วิธีทํา 4 2( ) 5 6f x x x′ = +  เห็นไดชัดวา ( ) 0f x′ >  บนชวง ( ,0)−∞  กับ (0, )∞  

ดังน้ัน f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ,0)−∞  กับ (0, )∞  
พิจารณาที่จุด 0x =  
สําหรับ 1 ( , 0)x ∈ −∞  จะไดวา 1( ) 7 (0)f x f< =  
สําหรับ 2 (0, )x ∈ +∞  จะไดวา 2(0) 7 ( )f f x= <  
ดังน้ัน 1 2( ) ( )f x f x<  ทุกๆ 1 ( , 0)x ∈ −∞  และทุกๆ 2 (0, )x ∈ +∞   

ฉะนั้น f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( , )−∞ +∞    

ขอสังเกต 

1. ในตัวอยาง 7.1 หลังจากไดวา f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( , 0)−∞  กับ (0, )∞   เรา
อาจจะสรุปตามมาวา เน่ืองจาก f  ตอเน่ือง จึงไดวา f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( , )−∞ +∞  ได
อีกวิธีหน่ึง  

2. ฟงกชันอาจเปนฟงกชันเพ่ิมเปนชวงๆ แตอาจไมเปนฟงกชันเพ่ิมตลอดทั้งโดเมนก็ได 

เชน 1
( )f x

x
=  ดังแสดงในรูปตอไปน้ี 

-4 -2 2 4
x

-4

-2

2

4

y

y=
1
ccccc
x
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ตัวอยาง 7.2  (แสดงในหองเรียน) 

1.  จงแสดงวา 3( )f x x x= +   เปนฟงกชันเพ่ิมบน ( , )−∞ +∞  

2.  จงพิจารณาวา  3( ) 3f x x x= − เปนฟงกชันลดบนชวงใดบางหรือไม (ตอบทุกชวงที่
กวางสุด) 

3.  จงพิจารณาวาฟงกชันในโจทยขอ 2 เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวงใดบาง  และจงพิจารณาวา
จุดที่เปนรอยตอระหวางชวงที่ f  เปนฟงกชันลดกับฟงกชันเพ่ิมน้ัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือ
ต่ําสุดสัมพัทธหรือไม 

4.  จงพิจารณาวา 4 2( ) 2f x x x= −  มีคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสมัพัทธที่ใดบาง
หรือไม 

5.  จงพิจารณาวา 3( )f x x=  มีคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสมัพัทธที่ใดบางหรือไม 

บทนิยาม 7.2  

เรากลาววาฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมบูรณ (absolute maximum) ที่จุด c  ถา 
( ) ( )f x f c≤  ทุกๆ x  ในโดเมนของ f  และเรียกจุด ( , ( ))c f c  วาจุดสูงสุดสัมบรูณ 

เรากลาววาฟงกชัน f  มีคาต่าํสุดสัมบูรณ (absolute minimum) ที่จุด c  ถา 
( ) ( )f x f c≥  ทุกๆ x  ในโดเมนของ f  และเรียกจุด ( , ( ))c f c  วาจุดต่ําสุดสัมบรูณ 

ตัวอยาง 7.3  (แสดงในหองเรียน) 
จงหาคาสูงสุดสัมบูรณและต่าํสุดสัมบูรณของ 2( ) 3 12 5f x x x= − +  บนชวง [0,3]  
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แบบฝกหัด 7.1 

1. จงพิจารณาวาฟงกชันบนชวงที่กําหนดใหตอไปน้ี สอดคลองกับเง่ือนไขในทฤษฎบีทของรอล 
และหาคา c   ทัง้หมดที่ไดจากบทสรุปของทฤษฎีบทของรอล 

1.1. 2( ) 4 1, [0, 4]f x x x= − +  
1.2. 3 2( ) 3 2 5, [0,2]f x x x x= − + +  
1.3. ( ) sin2 , [ 1,1]f x xπ= −  
1.4. ( ) 6, [ 6, 0]f x x x= + −  

 

2. จงพิจารณาวาฟงกชันบนชวงที่กําหนดใหตอไปน้ี สอดคลองกับเง่ือนไขในทฤษฎบีทคามัชฌิม 
และหาคา c  ทั้งหมดที่ไดจากบทสรุปของทฤษฎีบทคามัชฌิม 

2.1. 2( ) 3 2 5, [ 1,1]f x x x= + + −  
2.2. 3( ) 1, [0,2]f x x x= + −  
2.3. 3( ) , [0,1]f x x=  

2.4. ( ) , [1, 4]
2

x
f x

x
=

+
 

3. จงหาคาสูงสุดสัมบูรณและต่าํสุดสัมบูรณของฟงกชันบนชวงที่กําหนดใหตอไปน้ี 

3.1. 3 2( ) 2 3 12 1, [ 2,3]f x x x x= − − + −  
3.2. 4 2( ) 2 3, [ 2,3]f x x x= − + −  

3.3. 
2 4

( ) , [ 4,4]
4

x
f x

x
−

= −
+

 

3.4. 2( ) 4 , [ 1,2]f t t t= − −  

3.5. ( ) sin cos , [0, ]
3

f x x x
π

= +  

4. สําหรับฟงกชนัที่กําหนดใหดังตอไปน้ี จงพิจารณาวาเปนฟงกชันเพ่ิมบนชวงใดและเปนฟงกชัน
ลดบนชวงใดบาง และจงหาจุดที่ใหคาสูงสุดสัมพัทธ และ จุดที่ใหคาต่ําสุดสัมพัทธ ทั้งหมด 

4.1. 3( ) 2 3f x x x= + −  
4.2. 4 2( ) 6g x x x= −  
4.3. 5 3( ) 3 5 3f x x x= − +  
4.4. ( ) 3h x x x= +  
4.5. ( ) 4A x x x= −  
4.6. ( ) cos , 2 2f t t t tπ π= + − ≤ ≤  
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7.2 สูตรของเทยเลอร 

ทฤษฎีบท 7.5 (สูตรของเทยเลอร) 

ให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธอันดับที่ 1n +  บน ( , )a b  และอนุพันธอันดับต่ํากวา 1n +  
ลวนมีความตอเน่ืองบน [ , ]a b    ให x  กับ 0x  เปนสองจุดใดๆใน [ , ]a b  ที่ตางกัน  เรายอม
ไดวา 

 
( ) ( 1) 1

0 0 0
0

1

( )( ) ( )( )
( ) ( )

! ( 1)!

k k n nn

k

f x x x f c x x
f x f x

k n

+ +

=

⎛ ⎞− −⎟⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠
∑  

โดยที่ c  อยูระหวาง x  กับ 0x  

เราเรียกพจนสุดทายในสูตรวา เศษเหลอื    

และเรียกสตูรนี้วา สูตรของเทยเลอรพรอมดวยเศษเหลอื 

เราเรียกการเขียนสูตรเชนน้ีวาการกระจายฟงกชัน f   ดวยสตูรของเทยเลอรพรอมดวย
เศษเหลือรอบจุด 0x  

ตัวอยาง 7.4  

จงกระจายฟงกชัน ( ) lnf x x=  ดวยสูตรของเทยเลอรรอบจุด 0 1x =  เม่ือ 10n =  
วิธีทํา 

 

1

2
2

2
3

3

3
(4) 4

4

1
( )

1
( )

1
( )

( 1) 2!
( ) ( 1)( 2)

( 1) 3!
( ) ( 1)( 2)( 3)

( 1) ( 1)!
( )

n
n

n

f x x
x

f x x
x

f x x
x

f x x
x

n
f x

x

−

−

−

−

−

′ = =

′′ = − = −

−′′′ = − − =

−
= − − − =

− −
=

 

แทนคา 0 1x =  จะได 
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(4)

( )

(1) ln1 0

(1) 1

(1) 1

(1) 2!

(1) 3!

( 1)!,  
(1)

( 1)!,  
n

f

f

f

f

f

n n
f

n n

= =

′ =

′′ = −

′′′ =

= −

⎧− −⎪⎪⎪= ⎨⎪ −⎪⎪⎩

  ูเปนจํานวนค
 เปนจํานวนคี

 

ดังน้ัน การกระจายของ lnx  คือ 

 

1 2 3 4

5 10 11

11

(1)( 1) ( 1)( 1) (2!)( 1) ( 3!)( 1)
ln 0

1! 2! 3! 4 !
(4 !)( 1) ( 9!)( 1) 10! ( 1)

5! 10! 11!

x x x x
x

x x x
c

− − − − − −
= + + + +

− − − −
+ + + +

 

น่ันคือ 

 

2 3 4
1

10 11

11

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
ln ( 1) ( 1)

2 3 4
( 1) ( 1)

10 11

n
nx x x x

x x
n

x x
c

−− − − −
= − − + − + + −

− −
+ − +

 

เม่ือ c  อยูระหวาง 1 กับ x    

ตัวอยาง 7.5 (แสดงในหองเรียน) 

จงกระจายฟงกชันตอไปน้ีดวย สูตรของเทยเลอรพรอมดวยเศษเหลอืรอบจุด 0x ที่กําหนดให 

     

0

0

0

0

1. ( ) 1 0, 3

2. ( ) 0, 5

3. ( ) ln(1 ) 0, 5

4. ( ) sinh( ) 0, 5

x

f x x x n

f x e x n

f x x x n

f x x x n

= + = =

= = =

= + = =

= = =

 

 

สมัยกอนคาของฟงกชันตางๆที่สําคัญจะถูกคํานวณเกบ็ไวในรูปของตาราง  เชน ตาราง
ลอการิทึม ตารางฟงกชันตรโีกณ เปนตน  การคํานวณคาฟงกชันตางๆ เหลานี้เขาทํากันโดยใช
สูตรของเทยเลอร ปจุบันนี้ เครื่องคิดเลขหรือคอมพิวเตอรก็คํานวณคาฟงกชันเหลานี้ใหเราโดยใช
สูตรของเทยเลอรเชนกัน ตอไปน้ีเราจะดูกันวาเราใชสตูรของเทยเลอรคํานวณคาฟงกชันตางๆ ได
อยางไร  
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ตัวอยาง 7.6  

จงใชสูตรเทยเลอรประมาณคา 0.2e  ใหถูกตองถึงทศนิยมตาํแหนงที่สี ่

วิธีทํา เราจะใชสูตรของเทยเลอรประมาณคา xe  รอบจุด 0 0x =  ซ่ึงไดวา 

 
2 3 1

1
2! 3! ! ( 1)!

n c n
x x x x e x

e x
n n

+

= + + + + + +
+

 

เม่ือแทนคา 0.2x =  จะไดเศษเหลอืคือ 

 
1(0.2)

( 1)!

c n

n
e

R
n

+

=
+

 

ตองการหาคา n  ที่ให 0.00001nR <   เราจึงประมาณขอบเขตของ nR  ดังน้ี 

 
13(0.2)

( 1)!

n

nR
n

+

<
+

 

 

n 1 2 3 4 

nR <  0.06 0.004 0.0002 0.000008 

 

ดังน้ัน จึงพอเพียงที่จะใช 4n =  ในการประมาณคา 0.2e  

 
2 3 4

0.2 (0.2) (0.2) (0.2)
1 0.2 1.2214

2! 3! 4 !
e ≈ + + + + =   

ตัวอยาง 7.7  

จงใชสูตรเทยเลอรแสดงวา 

2 3 4 2 3

ln(1 )
2 3 4 2 3
x x x x x

x x x− + − < + < − +  

ทุกๆ x  ซ่ึง  0x >  

วิธีทํา 

 2

( 1)
1

( ) ln(1 )

1
( )

1
1

( )
(1 )

( 1) !
( )

(1 )

n
n

n

f x x

f x
x

f x
x

n
f x

x
+

+

= +

′ =
+

′′ = −
+

−
=

+

 

แทนคา 0 0x =  และ 4n =  
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2 3 4 5
(4) (5)

2 3 4 5

5

( ) (0) (0) (0) (0) (0) ( )
1! 2! 3! 4 ! 5!

0
2 3 4 5(1 )

x x x x x
f x f f f f f f c

x x x x
x

c

′ ′′ ′′′= + + + + +

= + − + − +
+

 

เน่ืองจาก 0x >  และ 0 c x< <  ดังน้ัน 
5

5 0
5(1 )

x
c

>
+

 น่ันคือ 
2 3 4

( )
2 3 4
x x x

x f x− + − <  

กระจาย ( )f x  รอบจุด 0 0x =  ใช 3n =  ไดวา 

 
2 3 4

4( ) 0
2 3 4(1 )
x x x

f x x
c

= + − + −
+

 

เน่ืองจาก 0x >   และ 0 c x< <   ดังน้ัน 
4

4 0
4(1 )

x
c

>
+

 น่ันคือ 
2 3

( )
2 3
x x

f x x< − +   

ตัวอยาง 7.8  

จงใชสูตรเทยเลอรแสดงวา 

2 3 4 2 3
4ln(1 ) 4

2 3 4 2 3
x x x x x

x x x x+ + + <− − < + + +  

ทุกๆ x  ซ่ึง  0 0.5x< <  

วิธีทํา 

 2

( 1)
1

( ) ln(1 )

1
( )

1
1

( )
(1 )

!
( )

(1 )
n

n

f x x

f x
x

f x
x

n
f x

x
+

+

= − −

′ =
−

′′ =
−

=
−

 

แทนคา 0 0x =  และ 4n =  

 

2 3 4 5
(4) (5)

2 3 4 5

5

( ) (0) (0) (0) (0) (0) ( )
1! 2! 3! 4 ! 5!

0
2 3 4 5(1 )

x x x x x
f x f f f f f f c

x x x x
x

c

′ ′′ ′′′= + + + + +

= + + + + +
−

 

เน่ืองจาก 0 0.5x< <  และ 0 c x< < ดังน้ัน 
5

5 0
5(1 )

x
c

>
−

 

น่ันคือ 
2 3 4

( )
2 3 4
x x x

x f x+ + + <  

กระจาย ( )f x  รอบจุด 0 0x =  ใช 3n =  ไดวา 
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2 3 4

4( ) 0
2 3 4(1 )
x x x

f x x
c

= + + + +
−

 

เน่ืองจาก 0 0.5x< <  และ 0 c x< <  ดังน้ัน 
4

4 0
4(1 )

x
c

>
−

 

น่ันคือ 
2 3

( )
2 3
x x

f x x< + +    

หมายเหต ุ

โดยการใชผลลัพธจากตวัอยาง 7.7 กับตวัอยาง 7.8 ประกอบกัน เราจะไดชวงสําหรับ

ประมาณคาของ 1
ln

1
x
x

⎛ + ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠−
 ซ่ึงสามารถใชหา ln ของจํานวนที่มีคามากกวา 1 

ตัวอยาง 7.9  (แสดงในหองเรียน) 

1. จงกระจายสูตรของเทยเลอรสําหรับ ( ) xf x e−=  รอบจุด 0  เพ่ือใหหาคา (1)f  ไดถูกตองถึง
ทศนิยมตําแหนงที่สาม  แลวแสดงการหาคา (1)f  

2. จงกระจายสูตรของเทยเลอรสําหรับ ( ) ln(1 )f x x= +  รอบจุด 0  เพ่ือใหหาคา  (0.1)f   ได
ถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่สอง   แลวแสดงการหาคา (0.1)f  

ในแตละขอ จงใหเหตุผลวาจํานวนพจนที่กระจายนั้นเพียงพอและเหมาะสมด ี

แบบฝกหัด 7.2 

1. จงกระจายฟงกชันตอไปน้ีดวย สูตรของเทยเลอรพรอมดวยเศษเหลอืรอบจุด 0x   

1.1. 3
0( ) (1 ) 0, 3f x x x n−= + = =  

1.2. 5
0( ) 0, 5xf x e x n= = =  

1.3. 0( ) ln( 1) 2, 5f x x x n= − = =  

1.4. 0( ) sin( ) , 5
2

f x x x n
π

= = =  

2. จงใชสูตรเทยเลอรประมาณคา  1.5e  โดยมีความคลาดเคลื่อนไมเกิน 0.0001 

3. จงใชสูตรเทยเลอรแสดงวา 

 

3 5 7 3 5

sin
3! 5! 7 ! 3! 5!
x x x x x

x x x− + − ≤ ≤ − +
 

ทุกๆ x  ซ่ึง 0x >  
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7.3 เกณฑโลปตาล 

ทฤษฎีบท 7.6 (ทฤษฎีบทคามัชฌิมของโคชี) 

ถา  ,  f g  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบน [ , ]a b  และดิฟเฟอเรนชิเอตไดบน( , )a b  ยอมมี 
c  ใน ( , )a b  ซ่ึง ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g c f b f a f c g b g a′ ′− = −  

แนวทางพิสจูน ให ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
f b f a

h x f x f a g x g a
g b g a

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠
 

จะเห็นวา ( ) ( ) 0h a h b= =  โดยทฤษฎีบท 7.2 และทฤษฎบีท 7.3 จะมี ( , )c a b∈  ซ่ึง 
( ) ( )

( ) 0
h b h a

h c
b a
−′ = =
−

 

เน่ืองจาก ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
f b f a

h x f x g x
g b g a

−′ ′ ′= − ⋅
−

 

เม่ือแทนคา x c=  ไดวา 

 ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( )

( ) ( )
f b f a

h c f c g c
g b g a

−′ ′ ′= = − ⋅
−

 

ดังน้ัน 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f c f b f a
g c g b g a

′ −
=

′ −
  

 

โดยอาศัยทฤษฎีบทขางบนนี้เราจะไดทฤษฎีบทตอไปนี้ของโลปตาล ซ่ึงจะชวยใหการ
พิจารณาหาลิมิตตางๆทําไดงายขึ้น    เราเรียกทฤษฎบีทดังกลาวนีว้า  เกณฑของโลปตาล   

ขอสังเกต 

ในทฤษฎีบทที่ 7.6 ถาเราให x  เปนจุดใดๆ ใน ( , )a b  เราจะไดวามี *x ระหวาง a  กับ x  

ซ่ึง  ( ) ( )* *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x f x f a f x g x g a′ ′− = −  

ถา ( ) ( ) 0f a g a= = , และถา  ( ) g x′ ไมเปนศูนยใน ( , )a b  เราจะไดวา 
*

*

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
g x g x

′
=

′
 

โดยที่  *a x x< <  

ในที่น้ี  *x  ขึ้นอยูกับ x   จึงเปนฟงกชันของ x   เห็นไดวา *lim
x a

x a
+→

=  
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ดังน้ัน ถา  ( )
lim

( )t a

f t
L

g t+→

′
=

′
  เราก็จะไดวา 

 
*

*

( ) ( )
lim lim

( ) ( )t a x a

f x f x
L

g x g x+ +→ →

′
= =

′
 

ซ่ึงเปนแนวคดิที่นําไปสูทฤษฎีบทไดดังตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 7.7 

ให  ,  f g  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ือง และดิฟเฟอเรนชิเอตไดในชวงหนึ่งทางขวา 

ของ c   ถา 

          

1) lim ( ) 0

2) lim ( ) 0

3) ( ) 0

( )
4) lim

( )

x c

x c

x c

f x

g x

g x

f x
L

g x

+

+

+

→

→

→

=

=

′ ≠

′
=

′

ในชวงดังกลาว   

จะไดวา  ( )
lim

( )x c

f x
L

g x+→
=    

โดยที่ในที่น้ี L อาจเปนจํานวนจริง −∞  หรือ +∞           

ขอสังเกต 

โดยการพิจารณาในแนวเดยีวกันกับในขอสังเกตที่มากอนทฤษฎีบทที่ 7.7  จะเห็นไดวาเรา
อาจพิสูจนทฤษฎีบททํานองนี้สําหรับลิมิตแบบอ่ืนๆดวย  คือ 

      ลิมิตจากทางซาย ( )lim
x c−→

 

      ลิมิตสองทาง  ( )lim
x c→

  

      ลิมิตเม่ือ x  เขาใกลอนันต  ( lim
x→+∞

 และ lim
x→ −∞

) 

เราจะถือวา ทฤษฎีบทที ่7.7 ครอบคลุมกรณีของลิมิตแบบอ่ืนๆ เหลานี้ดวย เราเรียกลิมิต

ของเศษสวนที่ทั้งเศษและสวนมีลิมิตเปนศูนยวา รูปแบบยงัไมกําหนด 0
0

 ดังน้ันจึงเรียกทฤษฎี

บทที ่7.7 น้ีวาเกณฑโลปตาลสําหรับรปูแบบ    0
0
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ตัวอยาง 7.10  

  จงแสดงการพิจารณาวาจะใชเกณฑโลปตาลในการหาลิมิตตอไปนี้ไดหรือไม ถาทําไดจงแสดงการ
ใชเกณฑดังกลาวหาลิมิต ถาทานเห็นวาใชเกณฑโลปตาลไมได จงบอกเหตุผล และแสดงการหา
ลิมิตดวยวธิีอ่ืน 

1. 2 23

2 6 2(3) 6
lim 0

9 3 9x

x
x→

− −
= =

+ +
 (แทนคาไดเลย ใชเกณฑโลปตาลไมได) 

2. 21

1
lim

2

x

x

e
x x→

−
+ −

 (ใชเกณฑโลปตาลไมได แสดงวิธีทําในหองเรียน) 

ขอ 3 – 9 เปนรูปแบบยังไมกําหนด 0
0

 จึงใชเกณฑโลปตาลได 

3. 
0 0

2 1 2 ln2 ln2
lim lim

3 1 3 ln 3 ln 3

x x

x xx x→ →

−
= =

−
 

4. 
0 0

1
1

ln(1 ) 1lim lim 0
sinh( ) cosh( )x x

x x x
x x→ →

−+ − += =  

5. 
3 3 3

20 0 0

3 1 3 3 9 9
lim lim lim

2 2 2

x x x

x x x

e x e e
xx→ → →

− − −
= = =  

6. 21 1

1
ln( ) 1

lim lim
2 1 32x x

x x
xx x→ →

= =
++ −

 

7. 
0 0

5 4 5 ln5 4 ln 4 ln 5 ln 4 ln(5/4)
lim lim

3 2 3 ln 3 2 ln2 ln 3 ln2 ln(3/2)

x x x x

x x x xx x→ →

− − −
= = =

− − −
 

8. 
2

221 1 1
2

1
ln( ) 1 0

lim lim lim 0
11

1
x x x

x xx
x xx

x

+ + +→ → →

−
= = = =

−
−
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ทฤษฎีบท 7.8 

ให  ,  f g  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ือง และดิฟเฟอเรนชิเอตไดในชวงหนึ่งทางขวา 

ของ c  ถา 

          

1) lim ( )

2) lim ( )

3) ( ) 0

( )
4) lim

( )

x c

x c

x c

f x

g x

g x

f x
L

g x

+

+

+

→

→

→

= +∞

= +∞

′ ≠

′
=

′

ในชวงดังกลาว 

จะไดวา  ( )
lim

( )x c

f x
L

g x+→
=    

โดยที่ในที่น้ี L อาจเปนจํานวนจริง −∞  หรือ +∞           

หมายเหต ุ

ทฤษฎีบทนี้เปนจริงสําหรับลิมิตแบบอ่ืนๆดวย  คือ  ลมิิตจากทางซาย ( )lim
x c−→

 

ลิมิตสองทาง ( )lim
x c→

   ลิมิตเม่ือ x  เขาใกลอนันต  ( lim
x→+∞

 และ lim
x→ −∞

) 

เราจะถือวา ทฤษฎีบทที ่7.8 ครอบคลุมกรณีของลิมิตแบบอ่ืนๆเหลานี้ดวย เราเรียกลิมิต

ของเศษสวนที่ทั้งเศษและสวนมีลิมิตเปน ∞  วา รูปแบบยังไมกําหนด   ∞
∞

 

ดังน้ันจึงเรียกทฤษฎีบทที ่7.8 น้ีวา เกณฑโลปตาลสาํหรับรูปแบบ    ∞
∞

 

ตัวอยาง 7.11  

จงแสดงการพิจารณาวาจะใชเกณฑโลปตาลในการหาลมิิตตอไปน้ีไดหรือไม ถาทําไดจงแสดงการ
ใชเกณฑดังกลาวหาลิมิต ถาทานเห็นวาใชเกณฑโลปตาลไมได จงบอกเหตุผล และแสดงการหา
ลิมิตดวยวธิีอ่ืน 

1. 2

0 0 03

1
33 log ( ) 3 ln2 1 ln 3 ln 3ln2lim lim lim12 log ( ) 2 ln 3 1 ln2 ln22

ln 3
x x x

x x x xx
x x x x

x

+ + +→ → →

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟ ⎟⎜ ⎜= = =⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ ++
 

2. 

1
ln( ) 2

lim lim lim 01
2

x x x

x x
x x

x
→+∞ →+∞ →+∞

= = =  
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3. 2 2

1
ln( ) 1

lim lim lim 0
2 2x x x

x x
xx x→+∞ →+∞ →+∞

= = =  

4. 
3 2

2 3
3 6 6

lim lim lim lim 0
2 2 ln2 2 (ln2) 2 (ln2)x x x xx x x x

x x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

= = = =  

5.  
1

0

1
lim lim lim lim 0

1/

tx

t tt t tx

e e t
x t e e+

− −

→+∞ →+∞ →+∞→
= = = =  

แบบฝกหัด 7.3 

จงแสดงการพิจารณาวาจะใชเกณฑโลปตาลในการหาลมิิตตอไปน้ีไดหรือไม ถาทําได  
จงแสดงการใชเกณฑดังกลาวหาลิมิต ถาไมได จงบอกเหตุผล และแสดงการหาลิมิตดวยวิธีอ่ืน 

1. 2lim
x

x

e
x→∞

 2. 20

1
lim

x

x

e x
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3. 
3

ln
lim
x

x
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 4. 
0

7 3
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x x
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5. 
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1 cosx

x
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 6. 
1

0

sin
lim
x

x
x
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7. 
1

1
lim

1

a

bx
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x→

−
−

 8. lim
ln(1 2 )xx

x
e→∞ +

 

9. 
0

ln
lim

x

x
x+→

 10. 
1

1 ln
lim

1 cosx

x x
xπ→

− +
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11. 
ln(ln )

lim
x

x
x→∞

 12. 21
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( 1)
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