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เวาบน 
เวาลาง 

บทที่ 8 

การประยุกตใชอนุพันธ 

8.1 การรางเสนโคง 

ในหัวขอน้ี เราจะพิจารณาดูลักษณะกราฟของฟงกชัน โดยดูจากอนุพันธอันดับทีห่น่ึงกับ
อนุพันธอันดับที่สองของมัน  ในบทกอนเราทราบมาแลววาอนุพันธอันดับที่หน่ึงบอกใหเราทราบ
ไดถึงลักษณะขึ้นลงของกราฟ กลาวคือ ถาอนุพันธอันดับที่หน่ึงมีคาเปนบวกในชวงใด ฟงกชัน
เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวงนั้น  กราฟของมันจึงมีลักษณะสูงขึ้นเม่ือตัวแปรมีคามากขึ้น แตถา
อนุพันธอันดับที่หน่ึงมีคาเปนลบในชวงใด ฟงกชันเปนฟงกชันลดบนชวงนั้น  กราฟของมันจึงมี  

ลักษณะต่ําลงเมื่อตัวแปรมีคามากขึ้น 

ในหัวขอน้ีเราจะเรียนรูวาอนุพันธอันดับที่สองบอกใหเราทราบถึงลักษณะเกี่ยวกับความ
เวาของกราฟ ความเวาคืออะไร? จงพิจารณาดูกราฟสองรูปตอไปน้ี 

 

 

 

 

 

  ขอสังเกต 

ที่จุดใดๆบนกราฟที่มีลักษณะเวาบน หากเรา
ลากเสนสัมผสัที่จุดนั้น เสนกราฟจะอยูเหนือเสนสัมผัส
(ในชวงหนึ่งรอบจุดนั้น) 

 

     

 

แตที่จุดซึ่งกราฟที่มีลักษณะเวาลาง หากเราลากเสน
สัมผัสที่จุดนั้น เสนกราฟจะอยูใตเสนสัมผสั (ในชวงหนึง่
รอบจุดนั้น) 
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สมการเสนสัมผัสกราฟของ f ที่จุด ( , ( ))c f c  คือ 

( )( ) ( )y f c x c f c′= − +  

ระยะระหวางเสนสัมผัสนี้กับกราฟของ  ( )y f x=   ก็คือ 

( ) ( ) ( ( )( ) ( ))g x f x f c x c f c′= − − +  

เห็นไดวา 

กราฟอยูเหนือเสนสัมผัสเม่ือ  ( ) 0g x >  

กราฟอยูใตเสนสัมผัสเม่ือ     ( ) 0g x <  

เราจึงอาจใช ( )g x  เปนเครื่องมือพิจารณาความเวาได 

บทนิยาม 8.1 

ให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่จุด c   ให  ( ) ( ) ( ( )( ) ( ))g x f x f c x c f c′= − − +  

 (1) ถามีชวง ( , )a b  ที่ a c b< <  ซ่ึง ( ) 0g x >  ที่ทกุๆ x  ใน ( , )a c  และ ( , )c b  เรา
กลาววากราฟของ f  มีลักษณะเวาบน (concave upward) ที่ c  

 (2) ถามีชวง ( , )a b  ที่ a c b< <  ซ่ึง ( ) 0g x <  ที่ทกุๆ x  ใน ( , )a c  และ ( , )c b  เรา
กลาววากราฟของ f  มีลักษณะเวาลาง (concave downward)ที่ c  

 (3) ถามีชวง ( , )a b  ที่ a c b< <  ซ่ึง ( )g x  มีเครื่องหมายตรงขามกันใน ( , )a c  กับ 
( , )c b  เรากลาววากราฟของ f  มี c  เปน จุดเปลีย่นความเวา (inflection point) 

ขอสังเกต 

1

1

2

( ) ( ) ( ( )( ) ( ))

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ( ) ( ))( )

( )( )( )

g x f x f c x c f c

f x f c f c x c

f x x c f c x c

f x f c x c

f x x c x c

′= − − +

′= − − −

′ ′= − − −

′ ′= − −

′′= − −

 

 

เห็นไดวาเครือ่งหมายของ ( )g x  เหมือนกับของ 2( )f x′′  เราจึงสามารถใชเครื่องหมาย
ของ f ′′  เปนเครือ่งมือสําหรับพิจารณาความเวาของกราฟของฟงกชัน 
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ทฤษฎีบทที ่8.1 

ให  f   เปนฟงกชันที่มีอนุพันธอันดับที่สอง 
        (1) ถา f ′′  เปนบวกบนชวงใด กราฟของ f  ยอมมีลักษณะเวาบนบนชวงนั้น 

        (2) ถา f ′′  เปนลบบนชวงใด กราฟของ f  ยอมมีลักษณะเวาลางบนชวงนั้น 

        (3) ถากราฟของ f  เปลี่ยนความเวาที่จุดใด f ′′  ยอมมีคาเปนศูนยที่จุดนั้น 

ขอสังเกต 
บทกลบัของ (3) ในทฤษฎบีท 8.1 ไมจริง เชน 4( )f x x=  เราได (0) 0f ′′ =  แต 

0x =  ไมเปนจุดเปลี่ยนเวา 

จากความรูในทฤษฎีบท 8.1  เราจะสามารถรางกราฟของฟงกชันจากขอมูลเกี่ยวกับ
อนุพันธอันดับที่หน่ึงกับอันดับที่สอง และคาของฟงกชันที่บางจุด ดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 8.1 

กําหนดให 4 3( ) 3 12 55f x x x= − +  

จงแสดงการพิจารณาหา 

         1)  ชวงของการเพิ่มขึ้นของกราฟของ f  

         2)  ชวงของการลดลงของกราฟของ f  

         3)  ชวงของการมีความเวาบนของกราฟของ f  

         4)  ชวงของการมีความเวาลางของกราฟของ f  

         5)  จุดที่กราฟของ f  เปลี่ยนความเวา 

         6)  จุดที่ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธ 

         7)  จุดที่ f  มีคาต่ําสดุสัมพัทธ 

   แลวจงรางกราฟของ f  

วิธีทํา 

 
3 2 2

2

( ) 12 36 12 ( 3)

( ) 36 72 36 ( 2)

f x x x x x

f x x x x x

′ = − = −

′′ = − = −
 

จะเห็นวา ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0, 3x =  
และ ( ) 0f x′′ =  เม่ือ 0,2x =  

ซ่ึงเราสามารถคํานวณคาฟงกชันและอนพัุนธในชวงตางๆ ไดดังแสดงในตารางตอไปน้ี 
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x  0x <  0x =  0 2x< <  2x =  2 3x< <  3x =  3 x<  

( )f x   55  7   26−   

( )f x′  −  0  −  −  −   +  

( )f x′′  +  0  −  0  +  +  +  
 

ดังน้ัน 

1) f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง (3, )∞  

2) f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( , 3)−∞  

3) f  เวาบนบนชวง ( , 0) (2, )−∞ ∪ ∞  

4) f  เวาลางบนชวง (0, 2) 
5) จุดเปลี่ยนเวาคือ 0x =  และ 2x =  

6) f  ไมมีจุดสูงสุดสัมพัทธ 
7) f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธเม่ือ 3x =    
 

 

-1 1 2 3 4

-20

20

40

60

  

หมายเหตุ 

ในการพิจารณารางกราฟของฟงกชันนั้น จุดที่อนุพันธอันดับที่หน่ึงและอันดับที่สองมีคา
เปนศูนยมักจะเปนจุดที่ฟงกชันเปลี่ยนพฤติกรรม เชนเปลี่ยนจากเพิม่ขึ้นปนลดลง หรือเปลี่ยน
ความเวาเปนตน เรารวมเรยีกจุดเหลานี้วาจุดวิกฤต (critical point) ในที่น้ี คาํวา"จุดวิกฤต" 
เราหมายถึงเฉพาะคาของ x  ที่ทําให ( ) 0f x′ =  หรือ ( ) 0f x′′ =  หรือ หาคาไมได 

X

Y
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ตัวอยาง 8.2 (แสดงในหองเรียน) 

   1.  จงหาจุดวิกฤตของ  2( ) xf x x e−=  

   2.  จงแสดงการพิจารณาหาชวงของการเพิ่มขึ้นของ 4 2( ) 2 7f x x x= − +  

   3.  จงแสดงการพิจารณาหาชวงของการมีความเวาลางของ 
4 3 2( ) 8 18 1f x x x x= − + +  

   4.  จงแสดงการพิจารณารางกราฟของ 2( ) 1f x x x= + +  

   5.  จงแสดงการพิจารณารางกราฟของ 5 2( ) 2 5 1f x x x= − + (ใชความรูจากขอ 4 ) 

แบบฝกหัด 8.1 

สําหรับฟงกชนั f   ในแตละขอตอไปน้ี จงแสดงการพิจารณาหา 
(a) จุดวิกฤตของ f  

(b) ชวงของการเพิ่มขึ้นของกราฟของ f  
(c) ชวงของการลดลงของกราฟของ f  
(d) ชวงของการมีความเวาบนของกราฟของ f  
(e) ชวงของการมีความเวาลางของกราฟของ f  
(f) จุดที่กราฟของ f  เปลี่ยนความเวา 
(g) จุดที่ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธ  และ คาสูงสุดสัมพัทธ 
(h) จุดที่ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ  และ คาต่ําสุดสัมพัทธ 
   พรอมทั้งรางกราฟของ f  

 

1. 3( )f x x x= +  

2. 3 2( ) 6 9f x x x x= + +  

3. 2 3( ) 2 15 9f x x x x= − + −  

4. 2 4( ) 8f x x x= −  

5. 4 3( ) 4f x x x= +  

6. 3( ) ( 2)f x x x= +  

7. 5 2( ) 2 5 1f x x x= − +  

8. 3 5( ) 20 3f x x x= −  
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8.2 การประมาณรากของสมการโดยวธิีของนิวตัน 

ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาวิธีประมาณรากของสมการในรูป 

( ) 0f x =  

โดยที่ f  เปนฟงกชันที่ดิฟเฟอเรนชิเอตได เราจะเรียกวธิกีาร
น้ีวา วิธีของนิวตัน 

วิธีการของนิวตันมีดังน้ี 

1) เลือกคาประมาณที่พอใชไดมาคาหนึ่ง ( 0x )                                                           

2) หาจุด 0 0( , )x y  บนกราฟ 

3) หาสมการเสนสัมผัสที ่ 0 0( , )x y  

4) หาจุด 1( , 0)x  ที่เสนสัมผัสตัดแกน x  

5) คํานวณดูวา 1( )f x  มีคาที่ถือวาเปนศูนยไดหรือ
ยัง ถาใชยังไมได ก็ใช 1x  เปนคาประมาณแทน 0x  ตอไปอีก 

สมการเสนสัมผัสที่ 0 0( , )x y  คือ 

0 0 0( )( )y y f x x x′− = −  

ที่จุดตัดแกน x  เราตองไดวา 

0 0 1 00 ( )( )y f x x x′− = −  

ซ่ีง  ทําใหไดวา 

0
1 0

0

( )
( )

f x
x x

f x
= −

′
 

หากคา 1x  เปนคาประมาณทีย่ังไมดีพอ  เราก็หาสมการเสนสัมผัสที่  1 1( , ( ))x f x  แลว
หาจุด 2( , 0)x  ที่เสนสัมผัสใหมตัดแกน x หรือหา 3 4, ,x x … ตอไปอีก 

โดยใชสูตร 

1

( )
( )

n
n n

n

f x
x x

f x+ = −
′

 

X

Y

0x1x X

Y
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ตัวอยาง 8.3 

กําหนดใหวาสมการ 5 5 1 0x x− + =  มีรากหนึ่งอยูในชวง [1, 2]   จงแสดงการ
ประมาณรากนี้โดยวิธีของนิวตัน 

วิธีทํา   5( ) 5 1f x x x= − +   จึงไดวา  4( ) 5 5f x x′ = −  

แทน ( )f x  กับ ( )f x′  ในสูตร   

1

( )
( )

n
n n

n

f x
x x

f x+ = −
′

 

ได      
5

1 4

5 1
5 5

n n
n n

n

x x
x x

x+

− +
= −

−
 

โดยการเลือก  0 1.5x =  แลวคํานวณหา 1 2,,x x … 

จะได    4 1.440500397x =  

  5 1.440500397x =  

เม่ือคํานวณ 5( )f x  จะไดวา 5( ) 0.00000000568f x = −   เห็นไดวา 1.440500397 เปน

คาประมาณของรากที่ตองการ (รากที่อยูระหวาง 1 กับ 2)  

หมายเหตุ 

ในการประมาณรากของสมการ สิ่งหน่ึงที่เราตองทําก็คอืการพิจารณาวาสมการมีราก
หรือไม ถามีจะมีกี่ราก และมีอยูในชวงใดบาง  วิธีหน่ึงที่จะชวยใหพิจารณาไดก็คือการรางกราฟ  

ของฟงกชันที่ใชในการกําหนดสมการนั้น   ดูวากราฟของมันนาจะตัดแกน x ในบริเวณใด  แลว
กําหนดใหแนลงไปวารากอยูในชวงใดโดยดูวาคาของฟงกชันที่จุดปลายชวงใดมีเครื่องหมาย
ตรงกันขาม ชวงเชนน้ันยอมมีรากของสมการอยางแนนอน 

ตัวอยาง 8.4 (แสดงในหองเรียน) 

1. กําหนดใหวา  3 40 0x x+ − =  มีรากอยูในชวง [3, 4] จงแสดงการประมาณรากดังกลาว
น้ีโดยวิธีของนิวตัน 

2. จงรางกราฟของฟงกชันที่ใชในการกําหนดสมการในโจทยขอ 1  แลวพิจารณาดูวาสมการ
ดังกลาวมีรากอื่นนอกเหนือจากที่โจทยขอ 1 สั่งใหหาอีกหรือไม  ถามี จงหารากเหลานั้น 

3. จงอธิบายวาจะใชวิธีของนวิตันประมาณรากของ 2 5 0x − =  ไดอยางไร  ถากําหนด
คาประมาณเริ่มตนเปน 2.1 จะไดคาประมาณถัดๆไปอีกสามคาเปนอะไรบาง 

4. จงประมาณรากของสมการ 2 0xe x+ − =  ที่อยูระหวาง 0 กับ 1 

5.  สมการ 5 5 1 0x x− + =   มีรากหลายราก จงประมาณรากที่มีคาต่ําสุด 
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แบบฝกหัด 8.2 

1. สําหรับสมการที่กําหนดใหตอไปน้ี จงใชวธิีของนิวตนัหาคา 3x  เม่ือ 0x  มีคาดังที่
กําหนดให 

1.1 3
02 4 0, 1x x x+ − = =  

1.2 3 2
01 0, 1x x x− − = =  

1.3 4
020 0, 2x x− = =  

1.4 5
02 0, 1x x+ = = −  

 

2. สําหรับสมการที่กําหนดใหตอไปน้ี จงใชวธิีของนิวตนัประมาณรากที่อยูในชวงที่
กําหนดให 

2.1 3 22 6 3 1 0x x x− + + =  ในชวง [2, 3]  

2.2 4 4 0x x+ − =  ในชวง [1,2] 

2.3 2 0xe x+ − =  ในชวง [0,1] 

 

3. จงรางกราฟของฟงกชันที่ใชในการกําหนดสมการในขอ 2  แลวพิจารณาดูวาสมการ
ดังกลาวมีรากอื่นนอกเหนือจากที่โจทยขอ 2 สั่งใหหาอีกหรือไม  ถามี จงหารากเหลานั้น 

 

4. สําหรับสมการที่กําหนดใหตอไปน้ี จงใชวธิีของนิวตนัประมาณรากทั้งหมดของสมการ 
4.1  4 1x x= +  

4.2 5 5 2x x= −  

4.3 23x x+ =  

 

5. สมการ 5 5 1 0x x− + =   มีรากหลายราก จงประมาณรากที่มีคาสูงสุด 
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8.3 การหาคาสูงสุดและคาต่ําสุดของฟงกชัน 

คาสูงสุดของฟงกชันคือคาหนึ่งของฟงกชันที่คาของมนัที่จุดอ่ืนใดในโดเมนไมมากกวาคา
น้ัน    คาสูงสดุจึงยอมเปนคาสูงสุดสัมพัทธของฟงกชนัดวย   ดังน้ันการหาคาสูงสุดของฟงกชัน
จึงจํากัดวงใหแคบลงได โดยการหาคาสูงสุดสัมพัทธใหครบถวนทุกคาเสียกอน แลวพิจารณาดู
วาในบรรดาคาสูงสุดสัมพัทธน้ัน คาใดมากที่สุด  คาที่มากที่สุดนั้นก็คอืคาสูงสุดที่ตองการ  การ
หาคาต่ําสุดของฟงกชันก็ทําไดในทํานองเดียวกัน 

ตัวอยาง 8.5   

กําหนดให 2( ) 3 5, 1 3f x x x x= − + ≤ ≤  จงพิจารณาหาคาสูงสุดและคาต่ําสุดของ f   

แนววิธีทํา ลาํดับแรก เราจะพิจารณาหาคาสูงสุดสัมพัทธกับคาต่ําสดุสัมพัทธของ f  ให
ครบถวน  คาเหลานี้อาจอยูที่จุดขอบโดเมน (1 หรือ 3) หรืออาจอยูภายในชวง (1, 3)  ซ่ึงหาก
เปนเชนนั้น    อนุพันธที่จุดนั้นๆตองเปนศูนย  คาสูงสุด คาต่ําสุด จึงตองอยูที่จุดขอบ หรือ จุด
ภายในชวง (1, 3)  ตรงที่อนุพันธเปนศูนย 

วิธีทํา  ( ) 2 3f x x′ = −  เห็นไดวา ( ) 0f x′ =     เม่ือ 3
2

x =     

ดังน้ัน คาสูงสุดกับคาต่ําสุดจึงตองอยูที ่1  หรือ 3
2

  หรือ  3 

3
(1) 3, ( ) 2.75, (3) 5

2
f f f= = =  

ดังน้ัน คาสูงสุด = 5   และคาต่ําสุด = 2.75   

ตัวอยาง 8.6 

มีแผนโลหะแผนหนึ่ง  กวาง 10 น้ิว  ยาว 16 น้ิว ตองการตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเทาๆกันออก
จากมุมทั้งสี่     แลวพับขอบทั้งสี่ขึ้นใหสูงเทากับความกวางของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทีต่ัดออกไป   
ซ่ึงจะทําใหไดกลองที่ไมมีฝาปด   หากตองการใหกลองที่เกิดขึ้นมีปริมาตรสูงสุด   สี่เหลี่ยม
จัตุรัสที่ตัดออกตองมีความกวางเทาใด 
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วิธีทํา 

 

 

ให x  เปนความกวางของรูปสีเ่หลี่ยมจัตุรัสที่ตัดออกมีหนวยเปนนิว้ 
ปริมาตรกลอง (10 2 )(16 2 )V x x x= − −  โดยที่ 0 5x≤ ≤  

พิจารณากรณี 0 5x< <  ดังน้ัน 

 
ln ln ln(10 2 ) ln(16 2 )

1 1 2 2
10 2 16 2

V x x x

dV
V dx x x x

= + − + −

− −
= + +

− −

 

จึงไดวา 

 

( )

( )
( )

2 2 2

2

(10 2 )(16 2 ) 2 (16 2 ) 2 (10 2 )

4 (5 )(8 ) (8 ) (5 )

4 40 13 8 5

4 3 26 40

4(3 20)( 2)

dV
x x x x x x

dx
x x x x x x

x x x x x x

x x

x x

= − − − − − −

= − − − − − −

= − + − + − +

= − +

= − −

 

เม่ือ 0
dV
dx

=  ไดวา 20
,2

3
x =  แต 20

5
3

>  จึงไมอยูในโดเมน 

ดังน้ัน จึงเพียงพอที่จะพิจารณา 0,2, 5x =  ซ่ึงจะเห็นวา 
(0) 0, (5) 0V V= =  แต (2) 0V >  ฉะนั้น จึงไดปริมาตรสูงสุดเม่ือ 2x =   

ตัวอยาง 8.7 (แสดงในหองเรียน) 
มีแผนกระดานรูปครึ่งวงกลมรัศมี 20 น้ิวอยูแผนหนึ่ง    ถาตองการตัดสวนที่โคงออกใหเหลือ
เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาใหมีผืนที่มากที่สุดเทาที่จะทําได  จะไดสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่เทาใด  จง
แสดงวิธีทํา  โดยอธิบายวาทานไดฟงกชันที่นํามาหาคาสูงสุดอยางไร  และหาคาสูงสุดของ
ฟงกชันไดอยางไร 

10

16

x
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ตัวอยาง 8.8 (แสดงในหองเรียน) 
ที่ดินรูปสี่เหลีย่มผืนผาแปลงหนึ่งกวาง 80 เมตร ยาว 100 เมตร มีร้ัวกั้นดานยาวอยูแลวดาน
หน่ึง  อีกสามดานที่เหลือยังไมมีร้ัว  ตองการลอมร้ัวแบงที่ดินเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่ 800 
ตารางเมตร โดยกั้นรั้วอีกสามดานใหประกอบกับสวนหนึ่งของรั้วที่มีอยูแลว   โดยใหความยาว
รวมของรั้วที่กัน้ใหมน้ันนอยที่สุด  จะตองใชร้ัวที่กั้นใหมยาวเทาใด และที่ดินที่แบงออกมานั้นมี
สวนกวางและยาวเทาใด จงแสดงวิธีทํา  โดยอธิบายวาทานไดฟงกชันที่นํามาหาคาต่ําสุด
อยางไร  และหาคาต่ําสุดของฟงกชันไดอยางไร             

แบบฝกหัด 8.3 

1. จงหาพื้นที่ที่มากที่สุดของสามเหลี่ยมหนาจ่ัว ถาดานที่เทากันสองดานยาวดานละ 12 

เซนติเมตร 

2. ตองการลอมรั้วที่ดินรูปสี่เหลี่ยมผืนผา เพ่ือแบงที่ดินเปนสี่เหลี่ยมผืนผา 3 แปลงโดยทํา
ร้ัวกั้นใหขนานกับดานริม 2 ขาง ถาที่ดินน้ีมีเน้ือที่ทั้งหมด 3,200 ตารางเมตร จงหาความ
กวางและความยาวของที่ดินน้ีที่จะทําใหความยาวของรั้วนอยที่สุด 

3. จงหาความสูงและรัศมีของฐานของรูปทรงกระบอกกลมที่มีปริมาตรมากที่สุด ที่จะบรรจุ
ในกรวยกลม ซ่ึงมีรัศมีของฐานยาว 12 เซนติเมตร และสูง 30 เซนตเิมตร โดยที่ฐานของ
ทรงกระบอกอยูบนฐานของกรวย 

4. เจาของหางสรรพสินคาแหงหน่ึงตองการกั้นบริเวณดานลางของหางใหมีพ้ืนที่เปนรูป
สี่เหลี่ยมผืนผาขนาด 600 ตารางฟุต โดยที่มีดานสามดานกั้นดวยรั้วไม สวนดานที่สี่กอดวย
อิฐ ชางรับเหมากอสรางกําหนดราคาการกอสรางโดยคิดราคากั้นรั้วไม 200 บาทตอความ
ยาวรั้ว 1 ฟุต และราคากออิฐ 400 บาทตอความยาวรัว้ 1 ฟุต จงหาวาพื้นที่ผืนนีค้วรมี
ความกวางและความยาวเทาไร จึงจะทําใหเสียเงินคาใชจายในการทาํรั้วนอยที่สุด และเปน
จํานวนเทาไร 

 

 


