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  บทที่ 9 

เทคนิคการอินทิเกรต 
เน่ืองจากการอินทิเกรตมักจะทํากันโดยการหาปฏิยานุพันธเสียกอน แลวใชทฤษฎีบท

หลักมูลของแคลคลูัสบทที่สอง  การหาปฏิยานุพันธจึงเปนสวนหนึ่งของการอินทิเกรต   บางที
เราก็เรียกการหาปฏิยานุพันธวา การอินทเิกรต   ดวยเหตุน้ีเราจึงยืมเครื่องหมายอินทิกรัลมาใช
ในการเขียนแสดงปฏิยานุพันธ ในบทนี้ เราจะไดเรียนรูวิธีการเบื้องตนบางประการเกี่ยวกับการ
หาปฏิยานุพันธ และการอินทิเกรต  วธิีการเหลานี้ ไดแก 

           1.  วิธีการแทนคา 

           2.  วิธีแยกเศษสวนยอย 

           3.  วิธีอินทิเกรตทีละสวน 

9.1 วิธีอินทิเกรตโดยการแทนคา 

ให ( ) ( )F x f x′ =  หากนํากฎลูกโซมาเขียนในรูปของดิฟเฟอเรนเชียล จะได  

( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )dF u x f u x du x f u x u x dx′= =  

หากอานสมการที่สองถอยหลัง จะไดวา 

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( )

f u x u x dx f u x du x

f u du

′ =

=
 

เราจึงไดวา 

( ( )) ( ) ( )f u x u x dx f u du′ =∫ ∫  

สูตร 

( ( )) ( ) ( )f u x u x dx f u du′ =∫ ∫  

เปนสูตรที่จะชวยเราแปลงดิฟเฟอเรนเชียลที่ยุงยาก  คือ  

( ( )) ( )f u x u x dx′  

ใหเปนดิฟเฟอเรนเชียล ( )f u du   ที่งายขึ้น ซ่ึงก็จะชวยใหการหาปฏิยานุพันธทําไดงายขึ้นดวย  

ดังตัวอยางตอไปน้ี 
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ตัวอยาง 9.1   

จงอินทิเกรต 26 2x x dx+∫  

วิธีทํา ให 22u x= +  ดังน้ัน 2du xdx=  จึงไดวา  

 

2 2

3 3
22 2

6 2 3 2 (2 ) 3

2
3 2(2 )

3

x x dx x xdx u du

u C x C

+ = + =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + = + +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
  

ตัวอยาง 9.2   

จงอินทิเกรต 
24 9

xdx

x +
∫  

วิธีทํา ให 24 9u x= +  ดังน้ัน 8du xdx=  จึงไดวา  

 

1
2

2

1
22

1
18
84 9

1 1
2 4 9

8 4

duxdx
u du

ux

u C x C

−
= =

+
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + = + +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
  

ตัวอยาง 9.3   

จงอินทิเกรต 
2

1

x

x
e dx
e +∫  

วิธีทํา ให 1xu e= +  ดังน้ัน xdu e dx=  จึงไดวา  

 

2 ( ) ( 1)
1 1

1
1 ln

1 ln 1

x x x

x x

x x

e dx e e dx u
du

e e u

du u u C
u

e e C

−
= =

+ +
⎛ ⎞⎟⎜= − = − +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= + − + +

∫ ∫ ∫

∫   
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ตัวอยาง 9.4  (แสดงในหองเรียน) 

จงอินทิเกรต 

1. 
(3 2 )

5 3
x dx

x
+
+∫  

2. 
3

2

2

4

x dx

x+
∫  

3. 
ln( )
dx

x x∫  

4. 
2xxe dx∫  

5. 232 5x x dx+∫  

ในการอินทิเกรต (การคํานวณอินทิกรัลจํากัดเขต) หากเราหาปฏิยานุพันธโดยการแทน
คา  เราตองแทนคากลบัไปเปนตวัแปรคาเดิมเสียกอน จึงคอยใชทฤษฎีบทหลักมูลบทที่สอง 
ตัวอยางเชน ในการอินทิเกรต 

4 2

0
2 9x x dx+∫  

เราหาปฏิยานุพันธไดโดยการแทนคา  2 9u x= +   ซ่ึงจะไดปฏิยานุพันธในพจนของ u    เรา
ตองแปลงกลบัไปเปน x  แลวจึงคอยใชทฤษฎีบทหลักมูล มีอีกวิธีที่เราไมตองแปลงกลับไปเปน
ตัวแปรเดิม หากแตเปลีย่นชวงของการอินทิเกรตใหเปนชวงของตวัแปรใหม  เชนในกรณีที่ยก
มาเปนตัวอยางนี ้ จะเห็นวา   เม่ือ  0x =   ได  9u =  และเม่ือ 4x =   ได  25u =  

ดังน้ัน 

4 252

0 9
2 9 (..?...)x x dx du+ =∫ ∫  

เราเรียกวธิีน้ีวา การเปลี่ยนตัวแปรของการอินทิเกรต 

ความถูกตองของวิธีเปลี่ยนตัวแปรของการอินทิเกรตนัน้รับรองโดยทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบทที่ 9.1 

ให g  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธ g ′  เปนฟงกชันที่ตอเน่ืองบนชวง [ , ]c d   ให f  เปน
ฟงกชันที่มีความตอเน่ืองที่ทุกจุดในพิสัยของ g   จะไดวา 

 
( )

( )
( ( )) ( ) ( )

d g d

c g c
f g x g x dx f u du′ =∫ ∫  
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ตัวอยาง 9.5 (แสดงในหองเรียน) 

เม่ือใชการเปลี่ยนตวัแปร 2 3u x= +  อินทิกรัล
2 2

1
2 3x x dx+∫  จะกลายเปนอินทกิรัลใด  

(ไมตองอินทิเกรตหาคําตอบ) 

ตัวอยาง 9.6   

จงอินทิเกรต 
4 2

0
2 9x x dx+∫  

วิธีทํา  
วิธีที่ 1 ให 2 9u x= +  ดังน้ัน 2du xdx=  จึงไดวา  

 

253
4 252 2

0 9
9

2
2 9

3

250 54 196
3 3 3

x x dx u du u
⎤
⎥+ = = ⎥
⎥⎦

= − =

∫ ∫
  

วิธีที่ 2 ให 2 9u x= +  ดังน้ัน 2du xdx=  จึงไดวา  

 
3 3

2 22 22 2
2 9 ( 9)

3 3
x x dx u du u C x C+ = = + = + +∫ ∫  

ดังน้ัน 
43

4 2 2 2
0

0

2 250 54 196
2 9 ( 9)

3 3 3 3
x x dx x

⎤
⎥+ = + = − =⎥
⎥⎦

∫   

ตัวอยาง 9.7  (แสดงในหองเรียน) 

จงหาคาอินทิกรัลตอไปน้ี 

1. 
3 2

0
16x x dx+∫  

2. 
2

ln( )

e

e

dx
x x∫  

3. 
21

0

xxe dx∫  

4. 
312

20

2

25

x dx

x+
∫  
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แบบฝกหัด 9.1 

จงหาคาอินทิกรัลตอไปน้ี 

1. 2
7

4
x

dx
x −∫  2. 

32 xx e dx∫  

3. 
2

3
2
6

x
dx

x x
+
+∫  4. 

2ln x
dx

x∫  

5. 2 3 1x x dx+∫  6. 
sinh x

dx
x∫  

7. 3
5

(1 2 )
dx

x−∫  8. 
3
2cosh(1 )x x dx+∫  

9. 
2

1 3

1 2 3

x
dx

x x

+

+ +
∫  10. 3 53 1x x dx+∫  

11. 
1

x

x
e

dx
e +∫  12. 

4 2
x

dx
x +∫  

13. 
2

33 1

t
dt

t+
∫  14. 

2

1
t

dt
t−∫  

15. 
2 25

0
( 1)x dx−∫  16. 

2

1
1x x dx−∫  

17. 
2

20 (2 3)
dx

x −∫  18. 
13

20 3 (1 2 )

dx

x+
∫  

19. 
4

0 1 2
x

dx
x+∫  20. 

2 1
ln

e

e
dx

x x∫  
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9.2 วิธีอินทิเกรตโดยการแยกเปนเศษสวนยอย 

ฟงกชันตรรกยะไดแกฟงกชันใดๆ ที่เขียนไดเปนเศษสวนของฟงกชนัพหุนาม  เชน 

3

2 2
2 3

( )
( 3) ( 1)( 4)

x x
f x

x x x
− +

=
− + +

 

ถาดีกรีของเศษนอยกวาดีกรีของสวน ฟงกชันเชนนี้ เราสามารถแยกเปนผลบวกของเศษสวน
ยอยในรูปตอไปน้ี 

3

2 2

2 2

2 3
( )

( 3) ( 1)( 4)

( 3) ( 1)( 3) ( 4)

x x
f x

x x x

A B C Dx E
x xx x

− +
=

− + +
+

= + + +
− +− +

 

โดยที่ A B C D E  เปนคาคงตัวที่เราสามารถหาคาได  จะเห็นไดวา เม่ือเราแยก f  ออกเปน

ผลบวกของเศษสวนยอยไดแลว  การอินทิเกรต f  ก็ทําไดโดยการอินทิเกรตแตละพจน  แลว
รวมกันเปนคาํตอบพจนตางๆ ที่ไดจากการแยกเศษสวนยอยอาจมีรูปแบบใดแบบหนึ่งในสองรูป
ตอไปน้ี 

 ( )
( )k

A
i

ax b+
      2( )

( )k
Dx E

ii
ax bx c

+
+ +

 

โดยที่ k  เปนจํานวนเต็มบวก 

ในรูปแบบ (ii) น้ันจะเปนกรณีที่พจนที่เปนสวนนั้น แยกแฟคเตอรไมได  แตจะแปลงได
เปน  2 2 2constantax bx c v+ + = +  

ตัวอยางเชน 

2 2 24 12 13 (2 3) 2x x x+ + = + +  

ในการอินทิเกรตพจนในรูป (ii) เราจําเปนตองมีปฏิยานุพันธของ 

2
1

( )
1

f x
x

=
+

 

เพ่ือการนี้ เรานิยามฟงกชัน atn( )x  ดังน้ี 

20

1
atn( )

1

x
x dt

t
=

+∫  

โดยทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคลูัส  เราเห็นไดวา atn( )x  เปนปฏิยานุพันธของ f  
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หมายเหตุ  
ในที่น้ี ฟงกชนั atn  เปนฟงกชนัที่นิยามโดยอินทิกรัลไมจํากัดเขต เชนเดียวกับฟงกชนั 

ln  เราอาจประมาณคาของมันไดโดยอาศัยเกณฑของซิมปสัน  หากคํานวณดูจะพบวาคาของ 
atn( )x  เทากับคาของ arctan( )x   ในรายวชิา 2301114  เราจะไดเรียนเก่ียวกับฟงกชัน
ตรีโกณ  และจะไดเห็นวา atn  น้ี ก็คือ arctan  น่ันเอง  แตในรายวิชานี้เราจะเรยีกวา atn ไป
พลางกอน 

เราอาจแสดงไดวา 

2 2
1 1

atn( )
v

dv C
a av a

= +
+∫  

และจะถือวานีเ่ปนสูตรๆ หน่ึง 

เม่ือเราทราบวา atn  คือ arctan  แลว  สูตรก็จะเปน 

2 2
1 1

arctan( )
v

dv C
a av a

= +
+∫  

ตัวอยาง 9.8   

จงอินทิเกรต  
3

2 2
2 3

( 3) ( 1)( 4)
x x

dx
x x x

− +
− + +∫  

แนววิธีทํา 
3

2 2 2 2
2 3

( 3) ( 1)( 3) ( 1)( 4) ( 3) ( 4)
x x A B C Dx E

x xx x x x x
− + +

= + + +
− +− + + − +

 

     (แสดงการหาคา A B C D E  และการอินทิเกรตในหองเรียน) 

ตัวอยาง 9.9   

จงอินทิเกรต 
2

( 3)( 1)
x

dx
x x

+
− +∫  

วิธีทํา  

 

2
( 3)( 1) 3 1

2 ( 1) ( 3)

x A B
x x x x

x A x B x

+
= +

− + − +
+ = + + −

  

เม่ือ 1x = −  จะไดวา  1 ( 4)B= −  น่ันคือ 1
4

B = −  

เม่ือ 3x =  จะไดวา  5 (4)A=  น่ันคือ 5
4

A =  
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ดังน้ัน  
 

 

2 5 1
( 3)( 1) 4( 3) 4( 1)

5 1
ln 3 ln 1

4 4

x
dx dx dx

x x x x

x x C

+
= −

− + − +

= − − + +

∫ ∫ ∫
  

ตัวอยาง 9.10  (แสดงในหองเรียน) 

จงอินทิเกรต 

1. 
2

2( 1) ( 2)
x x

dx
x x

+
− +∫  

2. 2
2 1

( 1)( 4)
x

dx
x x

−
+ +∫  

 แบบฝกหัด 9.2 

จงหาอินทิกรัลตอไปน้ี 

1. 2
5

2
x

dx
x x

+
+ −∫  2.  

3 2

2 2
2 1

( 1)( 2)
x x x

dx
x x
+ + +
+ +∫  

3. 
5

x
dx

x −∫  4. 2
4

2 5
x

dx
x x

+
+ +∫  

5. 2
3 1

( 1)
x

dx
x

−
+∫  6. 3

1
1
dx

x −∫  

7. 
24 7 12

( 2)( 3)
y y

dy
y y y

− −
+ −∫  8. 2

10
( 1)( 9)

dt
t t− +∫  

9. 2
1

( 5) ( 1)
dx

x x+ −∫  10. 
25

3 22

2
3 4

x x
dx

x x
+

+ +∫  

11. 
2

3( 1)
x

dx
x +∫  12. 2 2

3
( 2 4)

x
dx

x x
−

+ +∫  
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9.3 วิธีอินทิเกรตทีละสวน 

หากนําสูตรดิฟเฟอเรนชิเอตผลคูณมาเขยีนในรูปของดิฟเฟอเรนเชียลจะได 

( )d uv udv vdu= +  

ซ่ึง อาจเขียนเสียใหมเปน 

( )udv d uv vdu= −  

เม่ือหาปฏิยานุพันธ  จะไดวา 

udv uv vdu= −∫ ∫  

สูตร   udv uv vdu= −∫ ∫   เปนสูตรที่จะชวยเราอินทิเกรต udv  ทีละสวน คือ  ได 

uv  มาสวนหนึ่ง  แตยังคาง vdu∫  อยูอีกสวนหนึ่ง ตอไปน้ีเปนตวัอยางแสดงการอินทิเกรตที

ละสวน 

ตัวอยาง 9.11   

จงอินทิเกรต 2xxe dx∫   

แนววิธีทํา 
ลําดับแรก เราจะตองพิจารณา  2xxe dx  วาเปน udv   ปญหาก็คือ  จะใหอะไรเปน u และอะไร

เปน dv   เรามีไมกี่ทางเลือก  ทดลองดูทีละทางเลือก  2 2, ,x xu x u xe u e= = =  

โดยให dv  เปนสวนที่เหลือ 

วิธีทํา  ให u x=    2xdv e dx=  

อินทิเกรต dv  ได      
2

2

xe
v C= +   แทนในสูตร udv uv vdu= −∫ ∫  

จะไดวา 

 

2 2
2

2 2

2 2
'

( )( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 4

x x
x

x x

x x

e e
xe dx x C C d x

e e
x dx

e e
x C

= + − +

= −

= − +

∫ ∫

∫   
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หมายเหตุ   
คา C  ในปฏิยานุพันธ ของ dv  น้ันจะตัดทอนกันเองเสมอไป  เราใชปฏิยานุพันธใดปฏิ

ยานุพันธหน่ึงของ dv  ก็ได  

ตัวอยาง 9.12  (แสดงในหองเรียน) 

จงอินทิเกรต 

1. 2 3xx e dx−∫  

2. 2xx dx∫  

3. ln( )x dx∫  

4. ln( )x x dx∫  

5. ln( 2)x dx+∫    

ในบางกรณีเราตองทําการอินทิเกรตทีละสวนในรูปแบบเดียวกันซํ้าแลวซํ้าอีกหลายๆ ครั้ง  
เชนถาเราจะอนิทิเกรต 

10 5xx e dx−∫  

เราคงตองทําการอินทิเกรต 5n xx e dx−∫  

ในกรณี 10,9,8, ,2,1,0n = …  เราควรที่จะหาสตูรลดคา n  ลง ดังตอไปน้ี 

1

1

( ) ( )

1

ax ax
n ax n n

n ax n ax

e e
x e dx x nx dx

a a
n

x e x e dx
a a

−

−

= −

= −

∫ ∫

∫
 

เราเรียกสูตรเชนน้ีวา  สูตรลดทอน  เม่ือไดสูตรลดทอนขางบนนี้แลว เราก็จะหาคําตอบ 

ของ   10 5xx e dx−∫  ไดไมยาก 

การหาสูตรลดทอนในกรณีทีก่ลาวมานั้นเราทําไดอยางตรงไปตรงมา  บางกรณีตองมีการ
พลิกแพลง เชนในการหาสูตร ตอไปน้ี 

2 2 1 2 2 2

2 2 2

1
( ) 2 ( )

2 1 1
2 ( )

n n

n

x
dx

x a na x a
n

dx
na x a

+ =
+ +

−
+

+

∫

∫
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ตัวอยาง 9.13  (แสดงในหองเรียน) 

โดยใชสูตรลดทอนที่มีอยูแลว หรือสรางสูตรลดทอนขึ้นใชเอง  จงอินทิเกรต 

1. 3 xx e dx−∫  2. 35xx dx∫  

3. 2 3
1

( 4)
dx

x +∫  4. 2 3
1

( 9)
dx

x −∫  

แบบฝกหัด 9.3 

จงหาอินทิกรัลตอไปน้ี 

1. xxe dx−∫  2. 2(ln )x dx∫  

3. 2
r

re dr∫  4. 
2

21

lnx
dx

x∫  

5. ln(2 1)x dx+∫  6. 
1

20 y
y

dy
e∫  

7. 5xx dx∫  8. 4 2(ln )x x dx∫  

แบบฝกหัดระคน 

จงหาอินทิกรัลตอไปน้ี 

1. 
25 xx e dx∫  2.  1

2
dx

x x− +∫  

3. 
1

1
dx

x x +∫  4. 
3

1
dx

x x−∫  

5. 2ln( 2)x x dx− +∫  6. 
2

2 3 2

x

x x
e

dx
e e+ +∫  

7.  
4

1

xe dx∫  8.  
1

30

1
1

dx
x+∫  

9. 
16

9 4
x

dx
x −∫  10. 

3

1 2
3

x
dx

x x+∫  

 


