
 

บทที่ 14 

ฟงกชันของหลายตัวแปร 
การศึกษาที่กลาวมาแลวเปนการศึกษาเกี่ยวกับความสัมพันธระหวางปริมาณสองปริมาณในลักษณะที่คา
ของปริมาณหนึ่งข้ึนอยูกับอีกปริมาณหนึ่ง  เราจึงแทนความสัมพันธเชนนั้นไดดวยฟงกชันของตัวแปร
เพียงหนึ่งตัว   ในการศึกษาบางเรื่อง อาจมีปริมาณมากกวาสองปริมาณที่เกี่ยวของสัมพันธกันในรูปตางๆ  
ในบทนี้เราจะศึกษาความสัมพันธในรูปที่ปริมาณหนึ่งข้ึนอยูกับปริมาณตางๆ หลายปริมาณ เชน ถาให 
A  เปนพ้ืนที่ของรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีความกวางและความยาวเปน x  และ y  ตามลําดับ  คาของ A  

ยอมข้ึนอยูกับคาของ x  กับ y   

 A xy=  

หรือ ถาให V  เปนปริมาตรของกลองที่มีความกวาง  ความยาว และความสูงเปน  ,x y  และ z  

ตามลําดับ  คาของ V  ก็ข้ึนอยูกับ ,x y  และ z  

 V xyz=  

ในตัวอยางที่กลาวมานี้ 

A  เปนฟงกชันของ ,x y     (สองตัวแปร)  และ  V  เปนฟงกชันของ , ,x y z   (สามตัวแปร) 

ในการศึกษาฟงกชันของสองตัวแปร เราถือวาโดเมนของฟงกชันเปนเซตของคูอันดับของจํานวนจริง คือ 

เปนเซตยอยของ ×  (ในที่นี้ = เซตของจํานวนจริง)  ตัวอยางเชน   

 ( ){ }( , ), | 0, 0f x y xy x y= > >  

เปนฟงกชันที่มีโดเมนเปน (0, ) (0, )+∞ × +∞  ซึ่งมีคาที่จุด ( , )x y ใดๆ   ( , )f x y xy=  เปนตน 

ในกรณีของฟงกชันของสามตัวแปรโดเมนของฟงกชันก็เปนเซตยอยของ × ×  เชน  

 ( ){ }( , , ), | 0, 0, 0g x y z xyz x y z= > > >  

เปนฟงกชันที่มีโดเมนเปน  (0, ) (0, ) (0, )+∞ × +∞ × +∞   ซึ่งมีคาที่จุด ( , , )x y z  ใดๆ เปน 
( , , )g x y z xyz=  เปนตน 

เรื่องราวของฟงกชันหลายตัวแปรนั้น  โดยทั่วๆ ไปก็เหมือนกันกับฟงกชันของสองตัวแปร  ดังนั้นเราจะ
ศึกษาเรื่องฟงกชันของสองตัวแปรกันเสียกอน  แลวจึงคอยศึกษาฟงกชันหลายตัวแปรโดยทั่วๆไป 

14.1  โดเมนของฟงกชันของสองตัวแปร 

เราจะใชสัญลักษณ  2   เขียนแทน ×  ดังนั้น โดเมนของฟงกชันใดๆ ของสองตัวแปรจึงเปนเซตยอย
ของ 2    การศึกษาฟงกชันของสองตัวแปรที่จะกลาวถึงนี้ จะเปนไปในทํานองเดียวกันกับที่เราทํากับฟงกชันของ
ตัวแปรเดียว  เราจะมุงไปที่การดิฟเฟอเรนชิเอต  ในการนี้เราจําตองเขาใจเรื่องที่เกี่ยวของดวย   เรื่องเหลานี้ไดแก 

ลิมิตของลําดับใน 2  
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ความตอเนื่องของฟงกชันของสองตัวแปร 

ลิมิตของฟงกชันของสองตัวแปร 

ฟงกชันเชิงเสนของสองตัวแปร 

ในการศึกษาเรื่องดังกลาวมานั้น  เราตองใชการคํานวณใน  2   (พีชคณิตของ  2 )  ซึ่งไดแก 

 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y+ = + +  

 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y− = − −  

 ( , ) ( , )c x y cx cy=  

 2 2( , )x y x y= +  

ซึ่งจะไดวา ระยะระหวาง 1 1( , )x y  กับ 2 2( , )x y  เทากับ 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y−  

 ลิมิตของลําดับใน 2  

บทนิยาม 14.1.1    ให  { }( , )n nx y  เปนลําดับใดๆ ใน 2  

ถามีจํานวนจริง ,x y  ซึ่ง lim nn
x x

→∞
=   และ  lim nn

y y
→∞

=  เรากลาววา  { }( , )n nx y  ลูเขาหา ( , )x y  

มิเชนนั้นเรากลาววา  { }( , )n nx y  ลูออก 

ตัวอยางเชน 

 
1 1

{( , )}
n n

  ลูเขาหา (0,0)  

 
1

{( ,0)}
n

  ลูเขาหา (0,0)  

 
1 1

{(1 ,2 )}
n n

+ +   ลูเขาหา  (1,2) 

 
1

{(1,2 )}
n

+   ลูเขาหา (1,2) 

 {( , 0)}n   ลูออก 

เปนตน 
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14.2  ความตอเน่ืองและลิมิตของฟงกชันของสองตัวแปร 

บทนิยาม 14.2.1    ให f  เปนฟงกชนัจากเซตยอยของ  2  ไปยัง  

ให ( , )a b  เปนจุดซึ่งมีลําดับ {( , )}n nx y  ของจุดในโดเมนของ f  ซึ่ง  

 ( , ) ( , )n nx y a b≠  (14.1) 

และ  {( , )}n nx y   ลูเขาหา ( , )a b  (14.2) 

อยางนอยลําดับหนึ่ง 

ถา lim ( , )n nn
f x y L

→∞
=  สําหรับทุกๆ ลําดับ  {( , )}n nx y  ที่สอดคลอง (14.1) และ (14.2) เรากลาววา L  

เปนลิมิตของ f  เมื่อ ( , )x y  เขาใกล  ( , )a b  และเขียนแสดงดวย 

 
( , ) ( , )

lim ( , )
x y a b

f x y L
→

=  

ตัวอยาง 14.2.1  ให  ( , ) 2 3f x y xy= +  จงแสดงวา  
 

( , ) (2,3)
lim ( , ) 20
x y

f x y
→

=  

 วิธีทํา  ให  {( , )}n nx y  เปนลําดับใดๆ ซี่งสอดคลอง (14.1) และ (14.2) เหน็ไดวา 

( )lim ( , ) lim 2 3n n n nn n
f x y x y

→∞ →∞
= + = lim 2 3 lim lim 2 3(2)(3) 20n n

n n n
x y

→∞ →∞ →∞
= + = + =   

ตัวอยาง 14.2.2  กําหนดให 2 2( , ) ( , ) (0,0)
xy

f x y x y
x y

= ≠
+

 

จงแสดงวา  
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

  ไมมีลิมิต 

แนววิธีทํา  หาลําดับ  {( , )}n nx y  ตางๆ ที่สอดคลอง (14.1) และ (14.2) ที่ทําให  lim ( , )n nn
f x y

→∞
  มีคาตางๆ 

กัน    

วิธีทํา  I. ให  {( , )}n nx y เปนลําดับ{ }1 1
,
n n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 จะเห็นวาสอดคลองกับ (14.1) และ (14.2) 

 2 2

2 2

1 1
1

lim ( , ) lim lim 1 1 2
n n

n n
n n nn n

x y n nf x y
x y

n n
→∞ →∞ →∞

⋅
= = =

+ +
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II. ให  {( , )}n nx y เปนลําดับ{ }1 2
,
n n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 จะเห็นวาสอดคลองกับ (14.1) และ (14.2) 

 2 2

2 2

1 2
2

lim ( , ) lim lim 1 4 5
n n

n n
n n nn n

x y n nf x y
x y

n n
→∞ →∞ →∞

⋅
= = =

+ +
 

ดังนั้น 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

  ไมมีลมิิต   

ขอสังเกต 

เนื่องจากเรานยิามลิมิตของฟงกชันของสองตัวแปรดวยลิมิตของลําดับ  ดังนัน้เราก็อาจใชกฎของลิมิตของ
ลําดับพิสูจนกฎทํานองเดีนวกันสําหรับฟงกชันของสองตัวแปร เชน 

ลิมิตของผลบวกเทากับผลบวกของลิมิต   

ลิมิตของผลคณูเทากับผลคูณของลิมิต   

ลิมิตของผลหารเทากับผลหารของลิมิต ถา ลิมิตของตัวหารไมเปนศูนย 

การเปรียบเทียบลิมิต(อสมการ) 

นอกจากนั้น  หาก ( , )f x y  มีคาขึ้นอยูกับ x  เพียงตัวเดียว  เชน ( , ) ( )f x y g x=  เราก็จะไดวา 

 
( , ) ( , )

lim ( , ) lim ( )
x y a b x a

f x y g x
→ →

=  

ถาลิมิตดานขวามือ (ของเครื่องหมายเทากับ)  มีคา  และทํานองเดียวกันสําหรับ ( , )f x y  ที่มีคาขึ้นอยูกับ y  เพียง
ตัวเดียว 

ตัวอยาง 14.2.3  กําหนดให  
2

2 2
( , )

1
x y

f x y
x y

=
+ +

  จงแสดงการพิจารณาหาคาของ 
( , ) (1,2)

lim ( , )
x y

f x y
→

 

วิธีทํา  2 2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2) ( , ) (1,2) 1 2
lim lim lim lim lim 2

x y x y x y x y
x y x y x y

→ → → → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⋅ = ⋅ =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

และ    2 2 2 2

( , ) (1,2)
lim 1 1 1 2 6

x y
x y

→
+ + = + + =  

ดังนั้น 
2

2 2( , ) (1,2)

2 1
lim

1 6 3x y

x y
x y→

= =
+ +

   

ตัวอยาง 14.2.4  กําหนดให  
2

2 2
( , ) ( , ) (0,0)

x y
f x y x y

x y
= ≠

+
  จงแสดงวา 

( , ) (0,0)
lim ( , ) 0
x y

f x y
→

=  

วิธีทํา  เนื่องจาก  
2 2

2 2 2 2 1
x y x

y y
x y x y

= ⋅ ≤ ⋅
+ +
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ดังนั้น    
2

2 2
x y

y y
x y

− ≤ ≤
+

 

นั่นคือ 
2

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim lim

x y x y x y

xy
y y

x y→ → →
− ≤ ≤

+
 

จะไดวา   
2

2 2( , ) (0,0)
0 lim 0

x y

xy
x y→

≤ ≤
+

 

ฉะนั้น 
2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y
x y→

=
+

   

ขอสังเกต การแสดงวา 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

 ไมมีลิมิตนั้น เชนในตัวอยาง 14.2.2 เราพิจารณาลําดับ {( , )}n nx y  ซึ่ง

ลูเขา (0, 0)  ใหเปน { }1 1
,
n n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 จะเห็นวา n nx y=  ทุก n  ซึ่งอาจเขียนอธิบายลักษณะของลําดับโดยการบอก

ความสัมพันธระหวาง x และ y  นั่นคือ พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ y x=  นั่นเอง หรือ พิจารณาลําดับที่

สองในตัวอย าง เดียวกันคือ  {( , )}n nx y เปนลํ าดับ  { }1 2
,
n n
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 ซึ่ งจะมีความหมายเดียวกับพิจารณา 

( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ 2y x=  

ตัวอยาง 14.2.5  จงแสดงการพิจารณาหาลิมิตตอไปนี้  (ถามี)   หรือแสดงวาไมมีลิมิต 

 1. 2 2( , ) (0,0)
lim

2x y

xy
x y→ +

  4.
2 2

( , ) (1,2)

2
lim

2x y

x y x
xy x→

−
−

 

 2.
2 2 3

2 2( , ) (0,0)

3
lim
x y

x y y
x y→

+ +
+

  5.
( , ) (1,0)

lim
x y

x y x y
y→

+ − −
 

 3. 
4 2

4 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x→

+
−

 6.
3

2 6( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ −

 

วิธีทํา 1. จะแสดงวา 2 2( , ) (0,0)
lim

2x y

xy
x y→ +

 ไมมีลิมิต 

I. พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ y x=  

2 2

2 2 2 2 2( , ) (0,0) 0 0

1
lim lim lim

2 2 3 3x y x x
y x

xy x x
x y x x x→ → →

=

= = =
+ +

 

II. พิจารณา  ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ 2y x=  
2 2

2 2 2 2 2( , ) (0,0) 0 0
2

2 2 2
lim lim lim

2 2(2 ) 9 9x y x x
y x

xy x x
x y x x x→ → →

=

= = =
+ +
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ดังนั้น 2 2( , ) (0,0)
lim

2x y

xy
x y→ +

 ไมมีลิมิต   

 

วิธีทํา   2. 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

3 3
lim lim

x y x y

x y y x y y
x y x y x y→ →

+ + +
= +

+ + +
 

                                             
2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

3 3
lim 1 1 lim

x y x y

y y
x y x y→ →

= + = +
+ +

 

พิจารณา  
2

2 2( , ) (0,0)

3
lim

x y

y
x y→ +

 

เนื่องจาก 
3 2

2 2 2 2
3

3 1 3
y y

y y
x y x y

= ⋅ ≤ ⋅
+ +  

ดังนั้น  
3

2 2
3

3 3
y

y y
x y

− ≤ ≤
+

 

นั่นคือ 
3

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

3
lim 3 lim lim 3

x y x y x y

y
y y

x y→ → →
− ≤ ≤

+
 

                      
3

2 2( , ) (0,0)

3
0 lim 0

x y

y
x y→

≤ ≤
+

 

ฉะนั้น 
2

2 2( , ) (0,0)

3
lim 0

x y

y
x y→

=
+

 นั่นคือ 
2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3
lim 1

x y

x y y
x y→

+ +
=

+
  

วิธีทํา   3.  จะแสดงวา
4 2

4 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x→

+
−

  ไมมีลิมิต  

I. พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ x y=  

 
4 2 4 2 2

4 2 4 2 2( , ) (0,0) 0 0

1
lim lim lim 1

1x y y y
x y

y x y y y
y x y y y→ → →

=

+ + +
= = =−

− − −
 

II. พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ 2y x=  

 
( )
( )

4 24 2 2

44 2 22( , ) (0,0) 0 0
2

2 4 4
lim lim lim

3 32x y y y
y x

x xy x x
y x xx x→ → →

=

++
= = =

− −
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วิธีทํา   4. 
2 2

( , ) (1,2)

2
lim

2x y

x y x
xy x→

−
−

 

 

2 2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2) ( , ) (1,2)

2 ( 2)
lim lim lim 1

2 ( 2)x y x y x y

x y x x y
x

xy x x y→ → →

− −
= = =

− −   

วิธีทํา   5. 
( , ) (1,0)

lim
x y

x y x y
y→

+ − −
 

( )
( )( , ) (1,0) ( , ) (1,0)

lim lim
x y x y

x y x yx y x y x y x y
y y x y x y→ →

+ + −+ − − + − −
= ⋅

+ + −
 

                                       
( )( , ) (1,0)

2
lim 1

x y

y
y x y x y→

= =
+ + −

  

วิธีทํา   6. จะแสดงวา 
3

2 6( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ −

 ไมมีลิมิต 

I. พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ x y=  

 
3 4 2

2 6 2 6 4( , ) (0,0) 0 0
lim lim lim 0

1x y y y
x y

xy y y
x y y y y→ → →

=

= = =
− − −

 

II. พิจารณา ( , ) (0, 0)x y →  ในทิศ 32x y=  

 
3

3 6 2

2 6 6 6 4( , ) (0,0) 0 0
2

2 2
lim lim lim

4 1 3x y y y
x y

xy y y
x y y y y→ → →

=

= = =
− − −

  

บทนิยาม 14.2.2 ให f  เปนฟงกชันจากเซตยอยของ  2  ไปยัง    ให ( , )a b  ปนจุดในโดเมนของ f   

ถาปรากฎวา 

 lim ( , ) ( , )n nn
f x y f a b

→∞
=  

สําหรับทุกๆ ลาํดับ  {( , )}n nx y  ที่ลูเขาหา  ( , )a b  เรากลาววา f  มีความตอเนื่องที่ ( , )a b  

หมายเหตุ  กฎของสิมิตเกี่ยวกับ ผลบวก ผลคูณ และผลหาร จึงใชไดกับความตอเนื่องดวย   นอกจากนั้น กฎ
เกี่ยวกับฟงกชันประกอบก็ใชไดคือ 

(1) ถา f  มีความตอเนื่องที่ ( , )a b  และ  lim ( ) , lim ( )
s c t d
u s a v t b

→ →
= =   

จะไดวา ( )
( , ) ( , )

lim ( ), ( ) ( , )
s t c d

f u s v t a b
→

=  


