
14.5  การประมาณรากของระบบสมการ 21 

 

 

 f(x,y)  = 0     . . . . . . (1) 

 g(x,y) = 0     . . . . . . (2) 

โดยทั่วๆ ไปไดอยางไร 

วิธีการที่จะกลาวถึงนี้เปนวิธีการของนิวตัน ซึ่งทําไดโดยใชดิฟเฟอเรนเชียลประมาณ f(x,y)กับ g(x,y) ดวย 

ฟงกชันที่พจน x, y มีกําลังไมเกินหนึ่ง  แลวหารากของสมการที่ไดจากการประมาณดังกลาว 

วิธีการก็คือ   

1) เราเลือกคาประมาณ 0 0( , )x y   มาคูหนึ่ง 

2) ใชดิฟเฟอเรนเชียลที่จุดนั้นประมาณ f กับ g  ดวย *f  กับ *g ตามลําดับ 

3) แกระบบสมการ 

 

* *

* *

( , ) 0 (1 )

( , ) 0 (2 )

f x y

g x y

=

=

……

……
 

4) ใชรากที่ไดเปนคาประมาณคูใหม  แลว  ทําขอ 1) - 4) ดวยคาประมาณคูใหม  จนไดคาประมาณที่ดีพอ 

วิธีทําโดยสังเขปมีดังนี ้

ดิฟเฟอเรนเชียลของ f ที่  0 0( , )x y   คือ 

 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )
( , )( , )

f x y f x y
df x y h k h k

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

จึงไดคาประมาณของ f(x,y) เปน 

 
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

f x y f x y df x y x x y y

f x y f x y
f x y x x y y

x y

≈ + − −

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂

 

ขวามือก็คือคาของ *f  ที่กลาวไวขางตน 

 ดังนั้น ฟงกชัน *f ที่ใชประมาณ f  คือ 

 * 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( )

f x y f x y
f x y f x y x x y y

x y
∂ ∂

= + − + −
∂ ∂

 

และในทํานองเดียวกัน *g ที่ใชประมาณ g คือ 

 * 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( )

g x y g x y
g x y g x y x x y y

x y
∂ ∂

= + − + −
∂ ∂

 

จึงเขียนระบบสมการที่ใชประมาณราก  
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* *

* *

( , ) 0 (1 )

( , ) 0 (2 )

f x y

g x y

=

=

……

……
      ไดเปน . . . 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ) 0

f x y f x y
f x y x x y y

x y
∂ ∂

+ − + − =
∂ ∂

 

กับ 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ) 0

g x y g x y
g x y x x y y

x y
∂ ∂

+ − + − =
∂ ∂

 

ซึ่งจัดพจนเสียใหมไดเปน 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

f x y f x y
x x y y f x y

x y
∂ ∂

− + − = −
∂ ∂

    . . .(1**) 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

g x y g x y
x x y y g x y

x y
∂ ∂

− + − = −
∂ ∂

    . . .(2**) 

ในระบบสมการที่ไดนี้ พจนไมทราบคา คือ 

 0x x−   กับ   0y y−  

เราแกระบบสมการนี้ไดโดยกฎของคราเมอร(Cramer) 

 

ตัวอยาง 14.5.1  จงแสดงการประมาณรากของระบบสมการ 

 
2

2

4

1

y x

x y

= −

= −
 

โดยวิธีของนิวตัน  และใชคาเริ่มตนเปน (2,3) 

 

วิธีทํา  กอนอืน่เราให  

 
2

2

( , ) +4 0       ...(1)

( , ) 1 0      ...(2)

f x y y x

g x y x y

= − =

= − + =
 

เพราะฉะนั้น 
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( , )
2    ...(1 *)

( , )
1   ...(1 *)

( , )
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( , )
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y

g x y
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y

∂
= −

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
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∂

 

จากสูตร 

 

2 2
0 0 0 0

0 0 0 02 2

2 2
0 0 0 0

0 0 0 02 2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

f x y f x y
x x y y f x y

x y

g x y g x y
x x y y g x y

x y

∂ ∂
− + − = −

∂ ∂

∂ ∂
− + − = −

∂ ∂

 

แทนคาลงในสตูร 

 
2

0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0

2 ( ) ( ) ( 4)

( ) 2 ( ) ( 1)

x x x y y y x

x x y y y x y

− − + − = − − +

− − − = − − +
 

โดย กฎของคราเมอร เราไดวา 

 

2 2
0 0 0 0 0

0
0 0

2 2
0 0 0 0 0

0
0 0

2 8 1
     ...(1**)

4 1

2 2 4
     ...(2**)

4 1

y y x y x
x x

x y

x x y x y
y y

x y

− + + +
= +

−

− + + +
= +

−

 

 

ตอไปจะแสดงการใชเครื่องคิดเลขชวยในการคํานวน 

1.  ลางทุกอยางออกจาก memory โดย กด   +  ,   ,  

2.  พิมพสูตร (1**) เขาเครือ่ง คือ  

 ( ^2 2 ^2 8 1) (4 1)A X Y YX Y X XY= + − + + + ÷ −  

       โดยที่ตัวอักษรกดโดย ใชปุม  + ตัวอักษรสีชมพูที่ตองการเชน 

       +   เราจะไดตัวอักษร A ออกมา 

3. กด   แลวเครื่องจะถามวา X? ใหเราใสคา X0 ลงไปแลวกด   

4. เครื่องจะถามเราตอวา Y? ใหเราใสคา Y0 ลงไปแลวกด  เราจะไดคา A ออกมา = 

= CALC 

(-) ALPHA 

ALPHA 

= 3 MODE SHIFT 
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5. พิมพสูตร (2**) เขาเครื่องคือ  

 ( ^2 2 ^2 2 4) (4 1)B Y X XY X Y XY= + − + + + ÷ −  

6.  กด   แลวเครื่องจะถามวา X? ใหเราใสคา X0 ลงไปแลวกด  

7. เครื่องจะถามเราตอวา Y? ใหเราใสคา Y0 ลงไปแลวกด  เราจะไดคา B ออกมา 

8. นําคา A ไปใสใน X โดย 
  

   ,    ,    +   ,    

   และคา B ไปใสใน Y โดย  

   ,     ,    +   ,   

   ซึ่งตอนนี้ คาใน X คือ X1 , และ คาใน Y คือ Y1 

 

ตอมาเปนการหาคา X2 และ Y2  

9. กลับไปที่สูตร A = ……โดย กด    

    เมื่อพบใหกด    เมื่อถามคา X? ใหกด    

    เมื่อถามคา Y? ใหกด  

    จะไดคา A ใหม ซึ่งคือ X2 = 2.423498018 

10. กลับไปที่สูตร B = …… แลวกด เมื่อถามคา X? ก็กด  

     เมื่อถามคา Y? ใหกด   

      จะไดคา B ใหม ซึ่งกค็อื  Y2 =1.863691328 

11. กลับไปทําแบบขอ 8  เก็บคา X2 ใน X และ เก็บคา Y2 ใน Y 

 

ทําซ้ําขอ 9-11 เพ่ือหาคา X3 , Y3  อีกรอบเปนคา X4 , Y4 และตอไปเรื่อยๆ  ไดคา Xn ,Yn และหยุดเมื่อได
คา Xn = Xn+1 และ Yn= Yn+1 

 

12. ทําอีกรอบหาคา X3 , Y3 เราจะไดคา  

= 

= 

= CALC 

= CALC 

Y RCL SHIFT B RCL 

RCL A SHIFT RCL X 

= 

= CALC 
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 X3=2.418469398 และ Y3=1.848968941 

 X4=2.418451025 และ Y4=1.84890536 

 X5=2.418451025 และ Y5=1.848905358 

 X6=2.418451025 และ Y6=1.848905358 

ดังนั้น รากของสมการ  

 

2

2

4

1

y x

x y

= −

= −
 

มีคาประมาณ  X=2.418451025 และ Y=1.848905358   

 

ตัวอยาง 14.5.2  จงแสดงการประมาณรากของระบบสมการ 

 

2

2

25 .....(1)

2 1 .....(2)

x y

x y

2+ =

− =
 

โดยวิธีของนิวตัน  

 ก)  ใชคาเริ่มตนเปน  (2, 3) 

 ข)  ใชคาเริ่มตนเปน  ( 2, 3)−  

วิธีทํา   พิจารณารากของระบบสมการ 

 
( )

( )

2 2

2

, 25 0

, 2 1 0

f x y x y

g x y x y

= + − =

= − − =
 

จะไดวา  ( , ) ( , )
2 2

f x y f x y
x y

x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

และ ( , ) ( , )
2 2

g x y g x y
x

x y
∂ ∂

= =−
∂ ∂

 

จากกฎของคราเมอร จะไดวา 

 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

0

25 2

2 1 2 2 25 2 2 1
2 2 4 4

2 2

x y y

x y x y y x y
x x

x y x x y

x

− + −

− + − − + − + − −
− = =

− −
−
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ดังนั้น 
( ) ( )2 2 2

0 0 0 0 0
0

0 0 0

2 25 2 2 1

4 4

x y y x y
x x

x x y

+ − + − −
= +

− −
 

และ 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

0

2 25

2 2 1 2 2 1 2 25

2 2 4 4

2 2

x x y

x x y x x y x x y
y y

x y x x y

x

− + −

− − − − − − + + −
− = =

− −
−

 

ดังนั้น  
( ) ( )2 2 2

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0

2 2 1 2 25

4 4

x x y x x y
y y

x x y

− − − + + −
= +

− −
     

2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0 0 0

4 48 2 2 24
4 4 2 2

x y x x y y y
y y

x x y x y

− + + −
= + = +

− − − −
 

เมื่อ    ( ) ( )0 0, 2, 3x y =  แทนคาหา 1 1,x y  และ 2 2,x y , … โดยใชเครื่องคิดเลข  

(นิสิตทําตอเปนแบบฝกหัด)   

แบบฝกหัด 14.5 

 1. จงรางกราฟของ  22 3y x= −   กับ 21x y= −  

 2. จงพิจารณาวากราฟทั้งสองตัดกันที่ใดบางหรือไม  หากตัดกัน จงประมาณพิกัดของจุดตัดแตละจุดอยาง
คราวๆ 

 3. ใชวิธีของนวิตันประมาณพิกัดของจุดตัดแตละจุดโดยใชคาประมาณอยางคราวๆ ในขอ 2 เปนจุดเริ่มตน 
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14.6  กราฟของฟงกชันสองตัวแปร 

การเขียนกราฟของฟงกชันของหนึ่งตัวแปรนั้น เราทําบนพื้นราบซึ่งมีสองมิติ   โดยใชแกนพิกัดต้ังฉากกัน
สองแกน  แกนหนึ่งไวเปนคาของตัวแปรอิสระ กับอีกอีกแกนหนึ่งไวเปนคาของตัวแปรตาม ( โดยทั่วไปคือ x  กับ y 
ตามลําดับ )  ในการเขียนกราฟของฟงกชันของสองตัวแปร  เราตองใชแกนพิกัดที่ต้ังฉากกันสามแกน ซึ่งอาจทําได
ในอวกาศสามมิติ  แตจะทําไดไมสะดวก   เราจึงนิยมเขียนขึ้นในจินตนาการ แลวสื่อดวยภาพในลักษณะของ
ภาพถาย ซึ่งถายลงบนพื้นราบสองมิติ  ตัวอยางเชนในภาพซายมือ แตละมุมมีเสนต้ังฉากกันสามเสน 

 

เมื่อลบออกเสียจํานวนหนึ่งก็จะไดภาพขวามือ  เราจึงมองไดวาภาพขวามือหมายถึง
แกนต้ังฉากกันสามแกน  เราจะใชแกนสามแกนนี้เปนแกน x แกน y และแกน z  ใช
จุดตัดกันเปน origin O  ใชแกนดิ่งเปนแกน z  ใชแกนนอนเปนแกน y  ใชแกนที่
เหลือซึ่งเปนแกนที่ดูเสมือนวาพุงออกมาเปนแกน x 

ในบรรดาแกนทั้งสามนี้  เมื่อพิจารณาทีละสองแกนยอมมีระนาบ(แผนเรียบ)
ผานระนาบหนึ่ง 

 

 เราเรียกระนาบที่ผาน แกน x  กับแกน y วาระนาบ xy  

 เราเรียกระนาบที่ผาน แกน y  กับแกน z วาระนาบ yz  

 เราเรียกระนาบที่ผาน แกน x  กับแกน z วาระนาบ xz  

 

จุดแตละจุดในอวกาศสามมิติมีพิกัด ( , , )x y z  เทียบกับแกนพิกัดดังนี้ 

X

Z

O Y

X

Z

O Y

X

Z

O Y

X

Z

O Y

a
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เราถือวาจุดทุกจุดในระนาบที่ต้ังฉากกับแกน x ที่จุด a บนแกน x  มีคา x เปน a และทํานองเดียวกันสําหรับจุดบน
ระนาบที่ต้ังฉากกับแกน y และจุดบนระนาบที่ต้ังฉากกับแกน z     

 

เราหาพิกัดของจุดใดๆในอวกาศสามมิติเทียบกับแกนพิกัดชุดใดๆ ไดโดยสรางระนาบผานจุดนั้นสามระนาบ   
ระนาบหนึ่งต้ังฉากกับแกน x  ระนาบหนึ่งต้ังฉากกับแกน  y    และอีกระนาบหนึ่งต้ังฉากกับแกน  z 

คา x, y, z  ที่ระนาบตัดแกนก็คือพิกัดของจุด 

ระนาบผาน P สามระนาบ  ระนาบหนึ่งต้ังฉากกับแกน x    ระนาบหนึ่งต้ังฉากกับแกน y และอีกระนาบหนึ่งต้ังฉาก 

กับแกน z 

 

ระนาบทั้งสามที่ผาน P ต้ังฉากกับแกนตางๆ ทั้งสามตัดแกนที่ x, y, z ตามลําดับ  P จึงมีพิกัด (x,y,z) 

เราเรียกฟงกชันตัวแปรเดียวที่ไดจากการกําหนดอีกตัวแปรหนึ่งใหมีคาคงตัววา ภาคตัด(section) ของ
ฟงกชัน  เราอาจพิจารณาใหเกิดจินตนาการเห็นกราฟของฟงกชันของสองตัวแปรไดโดยการเขียนกราฟของภาคตัด
ตางๆ ของฟงกชันตอไปนี้ จะแสดงตัวอยางของกราฟของภาคตัดของฟงกชันๆ หนึ่ง สําหรับ  x = 0, 1, 2, 3, ... 

นั่นคือ กราฟของ (0, )z f y=   (1, )z f y=   (2, )z f y=    (3, )z f y=  ... 

กราฟของ  (0, )z f y=   บนระนาบ x = 0 

กราฟของ  (1, )z f y=   บนระนาบ x = 1 

กราฟของ  (2, )z f y=   บนระนาบ  x = 2 

ฯลฯ 
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กราฟในตัวอยางที่ไดเห็นนั้นเปนระนาบ  ฟงกชันใดๆ ที่มีสูตรในรูป 

 ( , )f x y ax by c= + +  

ลวนมีกราฟเปนระนาบ 

ฟงกชัน  *f  กับ *g  ที่เราใชประมาณ f กับ g ในเรื่องการประมาณรากของสมการตางก็มีกราฟเปนระนาบ  

ระนาบที่ไดมาดวยวิธีการดังกลาวเปนระนาบที่สัมผัสกับกราฟของ f และ g ตามลําดับ  ดังนั้นเราจึงมีสูตรสําหรับใช
หาสมการของระนาบสัมผสของกราฟของ  ( , )z f x y=   ที่จุด  0 0( , )x y   เปน 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

f x y f x y
z f x y x x y y

x y
∂ ∂

= + − + −
∂ ∂

 

ตัวอยาง 14.6.1  จงรางกราฟของภาคตัดของ  

 2 28 3z x y= − −  

โดยระนาบตอไปนี้ 

 0, 1, 0x x y= = =  และ 1y =  

ตัวอยาง 14.6.2  จงหาสมการระนาบสัมผัสของ  

 2 28 3z x y= − −  

ที่จุด  (1,1)  แลวจงรางกราฟของระนาบสัมผัสดังกลาว  

ตัวอยาง 14.6.3  จงหาวาจุดใดบนกราฟของ 

 2 28 3z x y= − −  

มีระนาบสัมผัสอยูในแนวราบ (คือมีสมการในรูป z = k) 
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14.7  คาสูงสุดคาตํ่าสุดของฟงกชันสองตัวแปร 

เรานิยามคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชันของสองตัวแปรไดในทํานองเดียวกันกับ คาสูงสุดสัมพัทธ
และคาต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชันของตัวแปรเดียว  

บทนิยาม 14.7.1  เรากลาววาฟงกชัน f มีคาสูงสุดสัมพัทธ  (relative  maximum) ที่จุด 0 0( , )x y   ถามีชวง
เปด (a,b) รอบๆ 0x   กับชวงเปด (c,d) รอบๆ 0y  ซึ่ง  0 0( , ) ( , )f x y f x y≤  ทุกๆจุด (x,y) ในสวนรวมของ 
( , ) ( , )a b c d×  กับโดเมนของ f 

เรากลาววาฟงกชัน f มีคาตํ่าสุดสัมพัทธ  (relative  minimum) ที่จุด 0 0( , )x y   ถามีชวงเปด (a,b) รอบๆ 

0x กับชวงเปด (c,d) รอบๆ 0y  ซึ่ง  0 0( , ) ( , )f x y f x y≥  ทุกๆจุด (x,y) ในสวนรวมของ ( , ) ( , )a b c d×  กับ
โดเมนของ f 

 

ขอสังเกต 

ที่จุดซึ่งฟงกชันมีคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดนั้น ระนาบสัมผัสขนานกับระนาบ xy  

 

จึงมีสมการในรูป  z = คาคงตัว   นั่นคือ ระนาบสัมผัส 

 0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

f x y f x y
z f x y x x y y

x y
∂ ∂

= + − + −
∂ ∂

 

มีสมการในรูป 

 z = 0x + 0y + c 

ซึ่งแสดงวา  

 0 0( , )
0

f x y
x

∂
=

∂
  และ   0 0( , )

0
f x y

y
∂

=
∂
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ทฤษฎีบท 14.7.2  ถา f มีดิฟเฟอเรนเชียลที่ 0 0( , )x y  และมีคาสูงสุด  หรอืคาต่ําสุดที่จุดนั้น  เราตองไดวา 

 0 0( , )
0

f x y
x

∂
=

∂
  และ   0 0( , )

0
f x y

y
∂

=
∂

 

หมายเหตุ   

บทกลับของทฤษฎีบทนี้ไมจริง   คือมีฟงกชันบางฟงกชันที่มีดิฟเฟอเรนเชียลที่บางจุด  0 0( , )x y  และ 

 0 0( , )
0

f x y
x

∂
=

∂
  และ   0 0( , )

0
f x y

y
∂

=
∂

 

แตคาที่จุดนั้นไมใชทั้งคาสูงสุดและคาต่ําสุด   เชนฟงกชันที่มีกราฟทางขวามือ 

 

ที่จุด S บนกราฟในรูปนี้  จะเห็นไดวาเสนสัมผัสของภาคตัดหนึ่งอยูใตกราฟ 
แตของอีกภาคตัดหนึ่ง (ในอีกแนวหนึ่ง) อยูเหนือกราฟ  และเสนสัมผัสทั้งสอง
มีความชันเปนศูนย  แสดงวาระนาบสัมผัสที่จุดนี้มีสมการในรูป 

z = คาคงตัว 

แตที่จุด S ดังกลาวคาของฟงกชันไมเปนทั้งคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธ 

เราเรียกจุดที่ระนาบสัมผัสอยูในแนวราบแตไมเปนจุดสูงสุดสัมพัทธและไมเปนจุดตํ่าสุดสัมพัทธวา จุดอาน
มา ( saddle point) 

ทฤษฎีบท 14.7.3  ถา f มีดิฟเฟอเรนเชียลที่  0 0( , )x y  และอนุพนัธ ยอย 

 0 0( , )
0

f x y
x

∂
=

∂
  และ   0 0( , )

0
f x y

y
∂

=
∂

 

ให     
2

2

( , )f x y
A

x
∂

=
∂

, 
2 ( , )f x y

B
x y

∂
=

∂ ∂
, 

2

2

( , )f x y
C

y
∂

=
∂

  และ       
A B

B C
Δ =  

เราจะไดวา 

1)  ถา  Δ < 0    จุด  0 0( , )x y   เปนจุดอานมา 

2)   ถา   Δ> 0   และ A > 0 จุด  0 0( , )x y  เปนจุดตํ่าสุดสัมพัทธ 

3)   ถา  Δ> 0   และ A < 0  จุด 0 0( , )x y  เปนจุดสูงสุดสัมพัทธ 

4)   ถา  Δ = 0    ไมมีขอสรุป 
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หมายเหตุ 

จะเห็นไดวาที่จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดตํ่าสุดสัมพัทธ และ จุดอานมา  อนุพันธยอยอันดับที่หนึ่งของฟงกชันเทียบ
กับตัวแปรตางๆ ตองเปนศูนยทุกตัว เราจึงเรียกจุดเหลานี้รวมๆ กันวา จุดวิกฤต (critical point) 

ตัวอยาง 14.7.1  จงหาจุดวิกฤตของฟงกชันตอไปนี้ และจงจําแนกวาเปนจุดวิกฤตชนิดใด  (จุดสูงสุดสัมพัทธ จุด
ตํ่าสุดสัมพัทธ หรือ จุดอานมา)  และจงหาคาของฟงกชันที่แตละจุด 

  
2 2

1) ( , ) 5 3 2 6

2) ( , ) 5 2 6

f x y x y xy

f x y x y x y

= + − +

= − − + +
 

วิธีทํา  1.)  ( , ) 5 3 2 6f x y x y xy= + − +  

 ( , ) 1
5 6 0

2
f x y

y y
x

∂
= + = ∴ =−

∂
 

           
( , ) 1

2 6 0
3

f x y
x x

y
∂

= − + = ∴ =
∂

 

ดังนั้น จุดวิกฤตคือ  1 1
( , ) ,

3 2
x y

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

 ( )
2

2
( , )

3 6 0
f x y

A y
x x

∂ ∂
= = + =

∂ ∂
 

 ( )
2 ( , )

2 6 6
f x y

B x
x y x

∂ ∂
= = − + =

∂ ∂ ∂
 

 ( )
2

2
( , )

2 6 0
f x y

C x
y y

∂ ∂
= = − + =

∂ ∂
 

ดังนั้น 2 20 6 36 0
A B

AC B
B C

Δ = = − = − = <  

เพราะฉะนั้น  1 1
,

3 2
⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

  เปนจุดอานมา 

และ 1 1 1 1 1 1
, 5 3 2 6 6

3 2 3 2 3 2
f
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜− = + − − + =⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

 

วิธีทํา  2.)  2 2( , ) 5 2 6f x y x y x y= − − + +  

 ( , )
2 2 0 1

f x y
x x

x
∂

= − + = ∴ =
∂
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( , )

6 2 0 3
f x y

y y
y

∂
= − + = ∴ =

∂
 

ดังนั้น  จุดวิกฤตคือ  ( )( , ) 1, 3x y =  

 ( )
2

2
( , )

2 2 2
f x y

A x
x x

∂ ∂
= = − + =

∂ ∂
 

 ( )
2 ( , )

6 2 0
f x y

B y
x y x

∂ ∂
= = − + =

∂ ∂ ∂
 

 ( )
2

2
( , )

6 2 2
f x y

C y
y y

∂ ∂
= = − + =

∂ ∂
 

ดังนั้น 2 4 0 4 0
A B

AC B
B C

Δ = = − = − = >  

เพราะฉะนั้น  (1, 3)   เปนจุดตํ่าจุดสัมพัทธ 

และ 2 2(1, 3) 5 2(1) 6(3) (1) (3) 5f = − − + + =−    

ตัวอยาง 14.7.2  จงหาคาต่ําสุดของ  ( ) ( )2 22( , ) ( 1) 2 6f x y x y x y= − + − + + −  

แนววิธีทํา   ฟงกชันนี้มีความตอเนื่องและมีขอบเขตลาง จึงยอมมีคาต่ําสุด  ซึ่งก็ตองเปนคาต่ําสุดสัมพัทธ  ฟงกชัน
นี้มีดิฟเฟอเรนเชียลที่ทุกจุด  ดังนั้นที่จุดที่มคีาต่ําสุดตองมีอนุพันธยอยเปนศูนย  จึงหาคาต่ําสุดไดจากบรรดาจุดที่มี
อนุพันธยอยเปนศูนย 

วิธีทํา  พิจารณา ( ) ( ) ( )2 22( , ) 1 2 6f x y x y x y= − + − + + −  จะไดวา 

 
( , )

2( 1) 2( 6) 4 2 14
f x y

x x y x y
x

∂
= − + + − = + −

∂
 

 
( , )

2( 2) 2( 6) 2 4 16
f x y

y x y x y
y

∂
= − + + − = + −

∂
 

ให ( )4 2 14 0 1x y+ − =  

 ( )2 4 16 0 2x y+ − =   

จะไดวา ( ) ( )2 2; 4 8 32 0 3x y× + − =  

 
( ) ( )3 1 ; 6 18 0

13

y

y

− − =

∴ =
 

แทนคา  3y =   ใน  (1)  จะได  2x =  

ดังนั้น จุดวิกฤตคือ (2, 3) 
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2 2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , )

4, 2, 4
f x y f x y f x y

A B C
x x y y

∂ ∂ ∂
= = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

ดังนั้น 2 16 4 12 0
A B

AC B
B C

Δ = = − = − = >  

ฉะนั้น  (2, 3)   เปนจดุตํ่าจุดสัมพัทธ 

และ ( ) ( ) ( )2 2 2(2, 3) 2 1 3 2 2 3 6 3f = − + − + + − =  

นั่นคือ คาต่ําสุด 3=    

ตัวอยาง 14.7.3  จงหาคาสุดขีดสัมพัทธของ  

 3 2 2( , ) 3 3 15 2f x y x xy y x= + + − +  

 

วิธีทํา   

 

2 2( , )
3 3 15

( , )
6 6

f x y
x y

x
f x y

xy y
y

∂
= + −

∂
∂

= +
∂

 

 ( )2 23 3 15 0 1x y+ − =  

 ( )6 6 0 2xy y+ =  

นั่นคือ ( )6 1 0y x + =  

ดังนั้น 0y =   หรือ  1x =−  

ถา  0y =   แทนคาใน (1);  ( )223 3 0 25 0x + − = , 5x = ±  

ถา  1x =−   แทนคาใน (1);  ( )2 23 1 3 15 0y− + − = , 2y = ±  

ดังน้ันจุดวิกฤตคือ  ( ) ( ) ( ) ( )5, 0 , 5, 0 , 1, 2 , 1, 2− − − −  

 ( )2

2
,

6
f x y

A x
x

∂
= =

∂
 

 ( )2 ,
6

f x y
B y

x y
∂

= =
∂ ∂

 

 ( )2

2
,

6 6
f x y

C x
y

∂
= = +

∂
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จุดวิกฤต 
2

2
( , )

6

f x y
A

x
x

∂
=

∂
=

 

2 ( , )

6

f x y
B

x y
y

∂
=

∂ ∂
=

 

2

2
( , )

6 6

f x y
C

y
x

∂
=

∂
= +

 2AC BΔ = −   

( )5, 0  6 5 0>  0  6 5 6+  
180 36 5 0+ >

 

จุดตํ่า 

สุดสัมพัทธ 

( )5, 0−  6 5 0− <  0  6 5 6− +  
180 36 5 0− >

 

จุดสูง 

สุดสัมพัทธ 

( )1,2−  6−  12  0  144 0− <  จุดอานมา 

( )1, 2− −  6−  12−  0  144 0− <  จุดอานมา 

ดังน้ัน  f   มีคาต่ําสุดสัมพัทธ ( ) ( )35, 0 5 3 5(0) 0 15 5 2 2 10 5f= = + + − + = −  

          f   มีคาต่ําสุดสัมพัทธ ( )5, 0 2 10 5f= − = +  

และ จุด ( )1,2−   และ  ( )1, 2− −   เปนจุดอานมาของ  f   

 

 วิธีกําลังสองนอยสุด  

ในการหาความรูทางวิทยาศาสตร ปญหาหนึ่งก็คือ การหาสูตรที่เขากันไดดีกับขอมูลจากสังเกตการณ เชน 
เราไดจากการแกสมการดิฟเฟอเรนเชียลวาขนาดของประชากรควรมีการเติบโตตามสูตร 

 ( )
1 Mrt

M
N t

Ce−=
+

 

โดยที่ M, C, r เปนคาคงตัวที่เรายังไมทราบคา เราตองหาคามาแทนคาคงตัวเหลานี้ ใหไดสูตรที่ fit กันดีกับขอมูล
จากสังเกตการณ  วิธีการทั่วๆ ไปมีดังนี้ 

สมมติวาเรามีขอมูล 

 

1 1

2 2

3 3

n n

x y

x y

x y

x y

… …
 

และตองการหาสูตร ในรูป y=f(x) ที่ fit กับขอมูลชุดนี้  ในทีนี้ f เปนสูตรที่มีตัวคงคาทีเรายังไมทราบคาอยูจํานวน
หนึ่ง  เราใช 
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 2

1

( ( ))
n

j j
j

E y f x
=

= −∑  

เปนตัววัดวาคาสังเกตการณกับคาที่คิดจากสูตรหางกันเทาใด  E บอกใหเราทราบถึงความคลาดเคลื่อน  วิธีกําลัง
สองนอยสุดก็คือวิธีที่เลือกคาคงตัวชุดที่ทําให E มีคานอยที่สุดเทาที่จะทําได 

ตัวอยาง 14.7.4  กําหนดใหวาปริมาณ y ขึ้นอยูกับ x ดวยสูตรในรูป 

 y = a + bx 

จงแสดงการหาคา a กับ b ที่ fit กับขอมูล  , , 1,2, 3, ,j jx y j n= …  โดยวิธีกําลังสองนอยสุด 

ตัวอยาง 14.7.5 

 1. กําหนดใหวาปริมาณ y ขึน้อยูกับ x ดวยสูตรในรูป  

  
b

y a
x

= +  

จงแสดงการหาคา a กับ b ที่ fit กับขอมูล  , , 1,2, 3, ,j jx y j n= …  โดยวิธีกําลังสองนอยสุด 

 2. ถาสูตรในโจทยขางบนเปน  

  sin( )y ax b xπ= +  

จงแสดงการหาคา a กับ b ที่ fit กับขอมูลในทํานองเดียวกัน 

แบบฝกหัด 14.7 

1. จงหาจุดวิกฤตของฟงกชันตอไปนี้ และจงจําแนกวาเปนจุดวิกฤตชนิดใด และจงหาคาของฟงกชนัที่แตละจุด 

1.1 2 2( , ) 2 4 4 5f x y x y x y= + − − +  

1.2 2 2( , ) 2 4 7f x y x y x y= − − − +  

1.3 2 2( , ) 4 2f x y x y x y= + − −  

1.4 2 2( , ) (1 )f x y xy x y= − −  

2. จงหาคาสุดขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้ (ถามี) 

2.1 2 2( , ) 18 32 36 128 110f x y x y x y= − − − −  

2.2 2 2( , ) 3f x y x xy y x= + + −  

2.3 3 3( , ) 3f x y xy x y= − −  

2.4 2 2 2( , ) 2f x y x y x y= + −  

2.5 2( , ) yf x y x y e= + −  
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2.6 2 2( , ) 4 2f x y xy x y xy= − +  

2.7 
1 1

( , ) 4f x y x y
y x

= − − +  

2.8 2 2
2

2
( , ) 2f x y x y

x y
= + +  

2.9 ( , ) sin( ) sin sin ; 0 , 0
2 2

f x y x y x y x y
π π

= + + + < < < <  

2.10 
2 212

( , )
2( )
xy x y

f x y
x y
−

=
+

 

14.8  อนุพันธระบุทิศทาง 

อนุพันธยอยบอกใหเราทราบถึงอัตราการแปรคาของฟงกชันในทิศทางของแกนพิกัด ตัวอยางเชน  ถา
กําหนดใหแกน x อยูในทิศตะวันออก-ตะวันตก และ  ใหแกน y อยูในทิศเหนือ-ใต   ให ( , )f x y  บอกคาของ
ปริมาณบางอยางที่จุด ( , )x y  เชนอาจให ( , )f x y  เปนอุณหภูมิที่ ( , )x y  เปนตน  เชนนี้ อนุพันธเทียบกับ x  ก็คือ
อัตราการแปรเปลี่ยนอุณหภูมิเมื่อเราเคลื่อนไปทางทิศตะวันออก  และอนุพันธเทียบกับ y ก็คือ  อัตราการ
แปรเปลี่ยนอุณหภูมิเมื่อเราเคลื่อนไปทางทิศเหนือ 

การวัดอัตราการแปรเปลี่ยนคาของฟงกชันนั้นไดจํากัดอยูเพียงสองทิศทางนี้เทานั้น  เราอาจวัดในทิศทางใดก็
ได เชนวัดอัตราการแปรคาของอุณหภูมิเมื่อเคลื่อนไปทางทิศตะวันออกเฉียงเหนือเปนตน  เราบอกทิศทางใน
ระนาบไดดวยเวกเตอรหนวยซึ่งแทนไดดวยคูอันดับที่มีผลบวกของกําลังสองเทากับหนึ่ง  เชน  (0.6, 0.8) เปนตน 

บทนิยาม 14.8.1 ให ( , )f x y  เปนฟงกชันของสองตัวแปร  และ u = (a,b)  เปนเวกเตอรหนวย  ถา 

 
0

(( , ) ( , )) ( , )
lim
h

f x y h a b f x y
h→

+ −   

มีคา เราเรียกคาลิมิตนี้วา อนุพันธระบุทิศทางของ f ที่จุด (x,y) ในทิศของ u  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ   
(( , ); )f x y u′  

 

ขอสังเกต  ถา u = (1, 0) หรือ u = (0, 1)  อนุพันธในทิศของ u ก็คือ อนุพันธยอยเทียบกับ x และ y 
ตามลําดับ 



38 บทที่ 14  ฟงกชันของหลายตัวแปร 

 

 

ตัวอยาง 14.8.1  กําหนดให   2( , ) 3f x y x y=   จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ที่จุด (2,1) ในทิศของ 
(0.6, 0.8)u =  โดยคํานวณจากบทนิยาม 

วิธีทํา  ให  (0.6, 0.8)u =  จะไดวา 2 2(0.6) (0.8) 1u = + =  

ดังนั้น  ( )( )
( ) ( )( ) ( )

0

2,1 0.6, 0.8 2,1
2,1 ; lim

h

f h f
f u

h→

+ −
′ =  

                                         
( ) ( )

0

2 0.6 ,1 0.8 2,1
lim
h

f h h f
h→

+ + −
=  

                                                   ( ) ( )2

0

3 2 0.6 1 0.8 3(4)(1)
lim 16.8
h

h h
h→

+ + −
= =   

ทฤษฎีบท 14.8.2  ให  u = (a,b) เปนเวกเตอรหนวยใดๆ    ถา f มีดิฟเฟอเรนเชียลที่  0 0( , )x y   จะไดวา
อนุพันธของ f  ที่  0 0( , )x y   ในทิศทางของ  u  มีคา 

 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )
(( , ); )

f x y f x y
f x y u a b

x y
∂ ∂′ = +

∂ ∂
 

ตัวอยาง 14.8.2  กําหนดให      2( , ) 3f x y x y=  จงหาอนพุันธระบุทิศทางของ f ที่จุด (2,1) ในทิศของ  
(0.6, 0.8)u =  โดยคํานวณจากทฤษฎีบท 

วิธีทํา  ให  (0.6, 0.8)u =  จะไดวา 2 2(0.6) (0.8) 1u = + =   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
(2,1) (2,1)

2,1 ; 0.6, 0.8 0.6 0.8
f f

f
x y

∂ ∂′ = +
∂ ∂

 

เนื่องจาก ( ) 2, 3f x y x y=  ดังนั้น 

 ( , ) (2,1)
6 12

f x y f
xy

x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

 2( , ) (2,1)
3 12

f x y f
x

y y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

จะไดวา ( ) ( )( ) ( ) ( )2,1 ; 0.6, 0.8 0.6 12 0.8 12 16.8f ′ = + =   

ตัวอยาง 14.8.3  จงหาอนุพนัธระบุทิศทางของฟงกชนัตอไปนี้  ที่จุดที่กําหนดให และในทิศทางที่กําหนดให 

 1. 3 2( , )f x y x y=  ที่จุด  (1,1) ในทิศทาง 5 12
( , )
13 13

 

 2. 2 2( , ) 5 3f x y x y= − −  ที่จุด  (1, 0) ในทิศทางของเวกเตอร  (1, 2)   
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วิธีทํา  1.  ให  5 12
( , )
13 13

u =  จะไดวา 2 25 12
( ) ( ) 1
13 13

u = + =  

เนื่องจาก 3 2( , )f x y x y=  จะไดวา  

 2 2( , ) (1,1)
3 3

f x y f
x y

x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

 3( , ) (1,1)
2 2

f x y f
x y

y y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

ดังนั้น ( ) ( ) ( )
5 12 5 12

1,1 ;( , ) 3 2 3
13 13 13 13

f
⎛ ⎞⎟′⎜ = + =⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

  

วิธีทํา  2.  ให (1,2)u =  จะไดวา 2 21 2 5u = + =  

นั่นคือ เวกเตอรหนวยในทิศทางของเวกเวอร (1,2)u =  คือ 1 1 1 2
(1, 2) ( , )

5 5 5 5
u = =  

เนื่องจาก ( ) 2 2, 5 3f x y x y= − −  จะไดวา 

 ( , ) (1, 0)
2 2

f x y f
x

x x
∂ ∂

= − =−
∂ ∂

 

 ( , ) (1, 0)
6 0

f x y f
y

y y
∂ ∂

= − =
∂ ∂

 

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 2

1, 0 ; , 2 0
5 5 5 5 5

f
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜′ = − + =−⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

หมายเหตุ   ถาเวกเตอรที่กําหนดใหไมเปนเวกเตอรหนวย ตองหาเวกเตอรหนวยในทิศนั้นมาใชแทน 

แบบฝกหัด 14.8 

1. จงหาอนุพนัธของฟงกชัน f  ที่จุดที่กําหนดให ในทิศทางเวกเตอร u  ที่กําหนดให 

1.1  2 3( , ) 3 4 : ( 2, 0) : (1, 2)f x y x xy y u= − + − =  

1.2  
3
2 1 1

( , ) (1 ) : (3,1) : ( , )
2 2

f x y xy u= + =  

1.3  ( , ) : (1, 2) : (1, 1)y xf x y xe ye u= + = −  

1.4  2 1 3
( , ) ln(1 ) : (0, 0) :

10 10
f x y x y u i j

−
= + + = −  

1.5  ( , ) arctan : ( 2, 2) : ( 1, 1)
y

f x y u
x

= − = − −  

1.6  2( , ) ln : (1, 4) : 3 3f x y y x u i j= =− +  
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1.7  2 2( , ) 2 : (1, 1) : (1,2)f x y x xy y u= − + − =  

2. กําหนดให 2 5( , )f x y x y=   
จงหาอนุพนัธของฟงกชนั f ที่จุด (3,1) ในทิศทางจากจุด (3,1) ไปยังจุด(4, 3)−  

3. จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวย  u   ที่ทําใหอนุพนัธของฟงกชนั  f   ที่จุด  ( 2, 0)−   ในทิศทางของ  u   มีคาเปน
ศูนย  เมื่อ  ( , ) yf x y xe=  

4. จงหาอนุพนัธของฟงกชัน ( , )f x y xy=  ที่จุด  (1, 4)  ในทิศทางทํามุม 
3
π

 เรเดียน กับแกน x ทางดานบวก 

5. กําหนดให  ( , )
x

f x y
x y

=
+

    

5.1 จงหา   ((1, 0), )f u′   เมื่อ ( 2, 1)u = − −  

5.2 จงหาอนุพนัธของ ( , )f x y  ที่จุด (1, 0) ในทิศทางจากจุด (1, 0)ไปยังจุด ( 1, 1)− −  

6. ถา   ((1, 2), ) 5f u′ = −   เมื่อ  3 4
5 5

u i j= −    และ  

((1, 2), ) 10f v′ =    เมื่อ   4 3
5 5

u i j= +    จงหาคาของ 

6.1   (1, 2)xf   และ   (1,2)yf  

6.2    อนุพันธของฟงกชนั  f   ที่จุด  (1,2)  ในทิศทางจากจุด  (1,2)  ไปยังจุดกําเนิด 

7. จงหา  u   ที่ทําให  ((1, 1), ) 0f u′ − =   เมื่อ  3 3( , )f x y x y xy= −  

 

 


