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ในกรณีที่ ,u v  เปนฟงกชันของตัวแปร s  เดียวกัน และ  lim ( ) , lim ( )
s c s c

u s a v s b
→ →

= =  

จะไดวา  ( )lim ( ), ( ) ( , )
s c

f u s v s f a b
→

=  

        (2) ถา g  เปนฟงกชันของหนึ่งตัวแปรที่มีความตอเนื่องที่ c  และ f  เปนฟงกชันของสองตัวแปรซึ่งมีลิมิต

( , ) ( , )
lim ( , )

x y a b
f x y c

→
=    ยอมไดวา ( )

( , ) ( , )
lim ( , ) ( )

x y a b
g f x y g c

→
=  

ตัวอยาง 14.2.6  กําหนดให  
2

( , )
x

f x y
x y

=
−

  จงแสดงการพิจารณาวา f  มีความตอเนื่องที่ใดบาง 

วิธีทํา  จะแสดงวา f  ตอเนื่องทุกจุด ( , )a b  เมื่อ  a b≠  

ให  ( , )a b    เปนจุดใดๆ ที่  a b≠  

เนื่องจาก  lim , lim
x a y b

x a y b
→ →

= = ดังนั้น  
( , ) ( , )

lim 0
x y a b

x y a b
→

− = − ≠  

ฉะนั้น ( )
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim , lim

x y a b x y a b

x
f x y

x y→ →
=

−
  มีคาลมิิตซึ่งเทากับ 

2

( , )
a

f a b
a b

=
−

  

 

ตัวอยาง 14.2.7  กําหนดให sin( )
( , )

t
f s t

st
=   จงแสดงการพิจารณาหา 

( , ) (1,0)
lim ( , )

s t
f s t

→
 

วิธีทํา  
( , ) (1,0) ( , ) (1,0)

sin 1
lim ( , ) lim

s t s t

t
f s t

t s→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⋅⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

เนื่องจาก 
0

sin
lim 1
t

t
t→

=    และ 
1

1
lim 1
s s→

=  

ดังนั้น 
( , ) (1,0)

lim ( , ) 1 1 1
s t

f s t
→

= ⋅ =    

 

ตัวอยาง 14.2.8   

1.  จงแสดงการพิจารณาวา  ( , )
x y

f x y
x y
−

=
+

  มีความตอเนือ่งที่ใดบาง 

2.  จงแสดงการพิจารณาหาลิมิตตอไปนี้ 

 2.1  

sin( )

2( , ) (1,0)
lim

t
st

s t

e
s→

 

 2.2  
2

2 2( , ) (1,0)
lim cos( )

x y

xy
x y→ +
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แบบฝกหัด 14.2 

1. จงหาคาของลิมิตตอไปนี้ ( ถาลิมิตมีคา ) ถาไมมีคา จงแสดงใหเห็น 

1.1 2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

 1.2
 

2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→

+
+

 

1.3 
( , ) (0,0)

lim (cos sin )x

x y
e x y

→
+  1.4 

4 2

4 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→

+
−

 

1.5 
2 2( , ) (3,4)

lim
x y

xy

x y→ +
 1.6 3 2 2

( , ) (0,0)
lim ( 2 3 5)

x y
x y x xy y

→
+ + − +  

1.7  2 2

( , ) (0,0)
lim

x y
x y

→
+  1.8 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→

−
+

 

1.9 
2

4 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→ +

 1.10 
3

4 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

 

1.11 
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→

−
+

 1.12 
2 2

( , ) (1,1)
lim

x y

y x y
xy y→

−
−

 

1.13 
2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→ +

 1.14 
3

2 6( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ −

 

1.15 

3
2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

 1.16 
( , ) ( 1,2)

2
lim

6 2 3x y

xy x
xy x y→ −

−
− − +

 

1.17 
( , ) (1,0)

lim
x y

x y x y
y→

+ − −
 1.18 

4 4

2 4 3( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y
x y→ −

 

1.19 
2 2

4 4( , ) (1,1)
lim

x y

x y x y
x y→

− + −
−

 1.20 
3 2

2 21
( , ) (1, )

2

2 4 2
lim

6 2 3 1x y

y y xy x
x y y x→

− + −
+ − −

 

1.21 
4 3

2 2 3( , ) (0,0)
lim

x y

x xy
xy x y x→

−
− − −

 1.22 
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy y
x y→

+
+

 

1.23 
3 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x x y
x y→

−
+

 1.24 
2

( , ) (0,0)

3 3 9
lim

3x y

x xy x y
x y→

− − +
−

 

 

2. จงพิจารณาวาฟงกชั่นตอไปนี้ไมตอเนื่องที่จุดใดบาง 

2.1   

3

2 6 ,( , ) (0, 0)
( , )

0 ,( , ) (0, 0)

xy
x y

x yf x y
x y

⎧⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

2.2   

2 2

2 2

( )
,( , ) (0, 0)

( , )
1 ,( , ) (0, 0)

x x y
x y

x yf x y
x y

⎧ +⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩
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 2.3  
2 2 ,( , ) (1, 0)

2 1( , )
0 ,( , ) (1, 0)

xy y
x y

x y xf x y
x y

−⎧⎪ ≠⎪⎪⎪ + − += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

 2.4  

2 2

2 2

sin( )
1 ,( , ) (0, 0)

( , )
0 ,( , ) (0, 0)

x y
x y

x yf x y
x y

⎧ +⎪⎪ − ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

 2.5  

2 2

2 2 2 ,( , ) (0, 0)
( )( , )

0 ,( , ) (0, 0)

x y
x y

x y x yf x y
x y

⎧⎪⎪ ≠⎪⎪ + −= ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

 2.6  

4 4

2 2 ,( , ) (0, 0)
( , )

0 ,( , ) (0, 0)

x y
x y

x yf x y
x y

⎧ −⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

 

3. กําหนดให  

8 4 2

8 2 ,( , ) (0, 0)
( , )

,( , ) (0, 0)

x x y y
x y

x yf x y
C x y

⎧ + +⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

     

จงพิจารณาวามีจํานวนจริง C  ที่ทําให f  ตอเนือ่งที่จุด (0, 0)หรือไมเพราะเหตุใด 

14.3  อนุพันธยอย 

ในฟงกชันของสองตัวแปร ( , )f x y  เมื่อเรากําหนดคาใหกับตัวแปรหนึ่ง ผลลัพธที่ไดจะเปนฟงกชันของอีก
ตัวแปรที่เหลือ  เชนถาเรากําหนดให 2y =  ใน 

 2( , ) 3 5 sin( )xyf x y xe y xy= +  

เราจะไดวา 4( ,2) 3 10 sin(2 )xf x xe x= +  ซึ่งเปนฟงกชันของตัวแปร x เพียงตัวเดียว  หรือถาให 3x =  จะ
ไดวา 6(3, ) 9 5 sin(3 )yf y e y y= +  ซึ่งเปนฟงกชันของตัวแปร y เพียงตัวเดียว 

เนื่องจาก ( ,2)f x  และ (3, )f y  เปนฟงกชันของตัวแปรตัวเดียว  เราจึงอาจนําความติดเรื่องอนุพันธของฟงกชัน
ของหนึ่งตัวแปรมาใชกับฟงกชันเหลานี้ 

อนุพันธของ ( ,2)f x  ที่จุด x  ใดๆ ก็คอื   
0

( ,2) ( ,2)
lim
h

f x h f x
h→

+ −
 

อนุพันธของ (3, )f y  ที่จุด y  ใดๆ ก็คือ
   0

(3, ) (3, )
lim
k

f y k f y
k→

+ −
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บทนิยาม 14.3.1 ให ( , )f x y  เปนฟงกชันของสองตัวแปร 

1) ถา  
0

( , ) ( , )
lim
h

f x h y f x y
h→

+ −   มีคา  เราเรียกคาลิมตินี้วา อนุพันธยอยของ f ที่จุด (x,y) เทียบกับ x 

2) ถา  
0

( , ) ( , )
lim
k

f x y k f x y
k→

+ −
   มีคา  เราเรียกคาลิมิตนี้วา อนุพันธยอยของ f ที่จุด (x,y) เทียบกับ y 

เราเขียนแทนอนุพันธยอยของ f ที่จุด (x,y) เทียบกับ x ดวยสัญลักษณ  

 1

( , )
, ( , ), ( , ), ( , )x x

f x y
D f x y f x y D f x y

x
∂

∂
  หรือ 1( , )f x y  

และเขียนแทนอนุพันธยอยของ f ที่จุด (x,y) เทียบกับ y ดวยสัญลักษณ 

 2

( , )
, ( , ), ( , ), ( , )y y

f x y
D f x y f x y D f x y

y
∂

∂
  หรือ 2( , )f x y      

 

ตัวอยาง 14.3.1  กําหนดให 2( , ) 3 5 sin( )xyf x y xe y xy= +   จงหา  ( , )f x y
x

∂
∂

 และ ( , )f x y
y

∂
∂

 

วิธีทํา  2 2( , )
3 (3 ) (2 ) 5 cos( )xy xyf x y

e x e y y xy y
x

∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅

∂
 

         2( , )
3 2 5 sin( ) 5 cos( )xyf x y
x e x xy y xy x

y
∂

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
∂

  

ตัวอยาง 14.3.2  กําหนดให 
, 0 0

( , )
0,

x y x y
f x y

⎧ + = =⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

    เม่ือ หรือ

ในกรณนีอกนั้น
 

จงหา    ( , )f x y
x

∂
∂

 และ ( , )f x y
y

∂
∂

 

วิธีทํา  I. หา ( , )f x y
x

∂
∂

 โดยแบงพิจารณาเปนสองกรณี คือ 0y ≠  และ 0y =  

กรณี 1 0y ≠  

จะไดวา  
0

( , )
0 0

y x
f x y

x

=⎧⎪⎪= ⎨ ≠⎪⎪⎩
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เมื่อ 0x ≠  และ 0y ≠  f  ไมตอเนื่อง ทําให ( , )f x y
x

∂
∂

 ไมมีคา 

ดังนั้น 
0 0( , )

   0

xf x y
xx

=⎧⎪∂ ⎪= ⎨⎪ ≠∂ ⎪⎩ไม มี ค า
 

 

กรณี 2 0y =  

ถา 0x ≠  แลว  ( , ) ( , 0)f x y f x x= =  

ดังนั้น ( , )
1

f x y
x

∂
=

∂
 

ฉะนั้น เราจึงไดวา  

0, 0, 0
( , )

, 0, 0

1, 0

y x
f x y

y x
x

y

⎧⎪ ≠ =⎪⎪∂ ⎪⎪= ≠ ≠⎨⎪∂ ⎪⎪ =⎪⎪⎩

ไม ม  ีค า   

วิธีทํา  II. หา  ( , )f x y
y

∂
∂

 

กรณี 1  0x ≠  

 
0

( , )
0 0

x y
f x y

y

=⎧⎪⎪= ⎨ ≠⎪⎪⎩
 

ถา  0y ≠  แลว  ( , ) 0
0

f x y
y y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

ถา  0y =   เนื่องจากฟงกชันไมตอเนื่องที่ 0y =  จะได  ( , 0)f x
y

∂
∂

  ไมมีคา 

กรณี 2 0x =  

จะไดวา ( , ) , (0, )f x y y f y y= =  

นั่นคือ (0, )
1

f y y
y y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

ดังนั้น  

0 0, 0
( , )

0, 0

1 0

x y
f x y

x y
y

x

⎧⎪ ≠ ≠⎪⎪∂ ⎪⎪= ≠ =⎨⎪∂ ⎪⎪ =⎪⎪⎩

ไม  ม  คี  า   
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ตัวอยาง 14.3.3   กําหนดให

2 2

2 2
( )

( , ) 0
( )

0 ( , ) 0

y x y
x y

x yf x
x y

⎧⎪ −⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

              จงหา  
2 (1,1)f
x y

∂
∂ ∂

 

วิธีทํา   

        
2 2 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2
( , ) ( ( 3 ) ( ) ( )(2 )

( )
f x y y x y x y x y x y y y

y y x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ − − ⋅ + − −⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ + +⎝ ⎠
                           

  

                                
4 2 2 4

2 2 2
4

( )
x x y y

x y
− −

=
+

 

                
4 2 2 4

2 2 2
4

( )
f x x y y

x y x x y

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ − − ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟=⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                             
3 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2

2 2 4
(4 8 0)( ) ( 4 ) 2( )(2 )

( )
x y x x y x x y y x y x

x y
− − + − − − ⋅ +

=
+

 

ดังนั้น   
2(1,1) (4 8)(2) ( 4)4(2)

1
24

f
x y

⎛ ⎞∂ ∂ − − −⎟⎜ = =⎟⎜ ⎟⎟⎜∂ ∂⎝ ⎠
  

 

เราอาจพิจารณาไดวาอนุพันธยอยทั้งสองของ f ที่จุด ( , )x y  ใดๆ เปนฟงกชันของสองตัวแปร  เราจึงอาจหา
อนุพันธของมัน ซึ่งจะไดอนุพันธยอยอันดับสูงๆ  ขึ้นไป  เราพิจารณาเขียนสัญลักษณของอนุพันธยอยอันดับสูงๆ 
ดังนี้ 

หากเราหาอนุพันธยอยของ  ( , )f x y
x

∂
∂

 เทียบกับ x  เราจะได ( , )
( )

f x y
x x
∂ ∂
∂ ∂

 ซึ่งจะแทนไดดวย 
2

2

( , )f x y
x

∂
∂

  

หรือ หาอนุพันธยอยของ  ( , )f x y
x

∂
∂

 เทียบกับ y  เราจะได   ( , )
( )

f x y
y x
∂ ∂
∂ ∂

  ซึ่งจะแทนไดดวย 
2 ( , )f x y
y x

∂
∂ ∂

 

หรือ หาอนุพันธยอยของ  ( , )f x y
y

∂
∂

   เทียบกับ x  เราจะได   ( , )
( )

f x y
x y
∂ ∂
∂ ∂

 ซึ่งจะแทนไดดวย 
2 ( , )f x y
x y

∂
∂ ∂
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ตัวอยาง 14.3.4 กําหนดให 

2 2

2 2

( )
, ( , ) (0, 0)

( , )
0, ( , ) (0, 0)

y x y
x y

x yf x y
x y

⎧ −⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

  เม่ือ

เมื่อ  
 

จงหา   
2 (0,0)f
x y

∂
∂ ∂

 และ   
2 (0,0)f
y x

∂
∂ ∂

 

วิธีทํา  เนื่องจาก f  ไมตอเนื่องที่ (0,0)  จึงใชสูตรหาอนุพันธยอยไมได เราจึงตองหาคาจากนิยาม 

 
2

0

( , ) ( , )

lim
h

f x h y f x y
f f y y

x y x y h→

∂ + ∂
−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

ดังนั้น 
2

0

( , 0) (0, 0)
(0, 0)

lim
h

f h f
f y y
x y h→

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂=
∂ ∂

 (14.3) 

ตอไปหาคา   ( , 0)f h
y

∂
∂

 เพื่อแทนใน  (14.3) 

สังเกตวา 0h ≠  ดังนั้น เราสามารถหาคา ( , 0)f h
y

∂
∂

 จากสูตรได 

นั่นคือ  
2 3 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2
( , ) ( 3 )( ) ( )(2 )

( )
f x y yx y x y x y yx y y

y y x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ − − + − −⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ + +⎝ ⎠
 

ดังนั้น  
2 2

4
( , 0)

0 1
f h h h

y h
∂ ⋅

= − =
∂

 

ตอไปหาคา   (0, 0)f
y

∂
∂

 เพื่อแทนใน  (14.3) 

เนื่องจาก f  ไมตอเนื่องที่ (0,0)  จึงใชสูตรหาอนุพนัธยอย (0, 0)f
y

∂
∂

 ไมได เราจึงตองหาคาจากนิยาม 

   
0

( , ) ( , ) ( , )
lim
k

f x y f x y k f x y
y k→

∂ + −
=

∂
 

ดังนั้น  

2

2

0 0

( )
0(0, 0) (0, ) (0, 0)

lim lim 1
k k

k k
f f k f k

y k k→ →

−
−∂ −

= = =−
∂

 

แทนผลที่ไดใน  (14.3) จะไดวา 
2

0 0

( , 0) (0, 0)
(0, 0) 1 ( 1)

lim lim
h h

f h f
f y y
x y h h→ →

∂ ∂
−

∂ − −∂ ∂= = = ∞
∂ ∂
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ตัวอยาง 14.3.5 กําหนดให 
2 2 , ( , ) (0, 0)

( , )
0, ( , ) (0, 0)

xy
x y

x yf x y
x y

⎧⎪ ≠⎪⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

  เมื่อ

เมื่อ  
 

จงหาอนุพนัธยอยอันดับที่สองทั้งสี่แบบ 

2

2

( , )f x y
x

∂
∂

,   
2 ( , )f x y
x y

∂
∂ ∂

,   
2 ( , )f x y
y x

∂
∂ ∂

,   
2

2

( , )f x y
y

∂
∂

 

แบบฝกหัด 14.3 

1. จงหาอนุพนัธยอยของฟงกชันตอไปนี ้

 1.1 4 4( , ) 3 4f x y xy x y= −  1.2 3 23( , ) 1 cos ( )f x y x y= −  

 1.3 ( , ) ln(sec )f x y x y= +  1.4 ( , )
x y

f x y
x y
+

=
−

 

 1.5 2 2( , ) sin( )f x y x y xy= +  1.6 
2 3 5 4( , ) 4 cos( )x yf x y e x y= +  

 1.7 
2

( , ) yf x y x=  1.8 3 2 3( , , ) x zf x y z y e +=  

 1.9 
2

( , ) arctan( )
y

f x y x=  1.10 ( , ) ln( )
x
y y

f x y e x
−

= +  

2. กําหนดให 2( , ) xyf x y x ye=  จงหาคาของ 1 (1,1)D f  และ  2 (1,1)D f  

3. กําหนดให 2 2 2 2( , ) ( 2 )f x y x y x y= + −  จงหาคาของ  (2,1)xf  และ (2,1)yf    

4. กําหนดให ( , , ) sin( )f x y z x xyz=  จงหาคาของ  1
(1, , )

2
f
x

π
∂
∂

 และ  1
(1, , )

2
f
z

π
∂
∂

 

5. กําหนดให 

2 3

2 2 ,( , ) (0, 0)
( , )

0 ,( , ) (0, 0)

x y
x y

x yf x y
x y

⎧ +⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

  จงหาคาของ (0, 0)xf  และ (0, 0)yf  

6. กําหนดให  
2 3 ,( , ) (0, 0)

( , )
0 ,( , ) (0, 0)

x y x y
f x y

x y

⎧ ≠⎪⎪⎪= ⎨⎪ =⎪⎪⎩
 จงหาคาของ  (0, 0)

f
x

∂
∂

  และ  (0, 0)
f
y

∂
∂

 

7. กําหนดให   

2

, 0
( , )

0 , 0

x xy
x y

x yf x y
x y

⎧ −⎪⎪ + ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ + =⎪⎪⎩

   จงหาคาของ 

 7.1 1 (0, )D f y   เมื่อ   0y ≠  และ  1 (0, 0)D f  

 7.2 2 ( , 0)D f x   เมื่อ   0x ≠  และ 2 (0, 0)D f       
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8. กําหนดให  sin( )
y
xx

z x ye
y

= +    จงแสดงวา   z z
x y z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

9. กําหนดให  
1

2 tan( )xz y ye= +    จงแสดงวา   2 22
z z

x y y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

10. กําหนดให 2 2( , , ) ( )cos( )
y z

f x y z x y
x
+

= +  จงแสดงวา 2
f f f

x y z f
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 

14.4  ดิฟเฟอเรนเชียล (differentials) 

ในหัวขอนี้ เราจะใชฟงกชันเชิงเสนประมาณคาฟงกชัน f ที่จุดใกลๆ ( , )x y  ดวยฟงกชันเชิงเสน 

ฟงกชันเชิงเสนไดแกฟงกชัน L ใดๆ  ที่มีคุณสมบัติวา 

 ( , ) ( ) ( )L u v L u L v= +   ทุกๆ u, v ใน 2   

และ ( ) ( )L kv kL v=   ทุกๆ k ใน  R   ทุกๆ v ใน 2  

โดยอาศัยคุณสมบัติสองขอนี้  จะพิสูจนไดวา ฟงกชันเชิงเสน L ใดๆ ตองมีสูตรในรูป  

 1 2( , )L x y c x c y= +  

โดยที่  1 2,c c   เปนคาคงที ่

เราจะหาฟงกชันเชิงเสน L ฟงกชันหนึ่ง ซึ่งทําใหเราสามารถใช ( , ) ( , )f x y L h k+ เปนคาประมาณของ 
( , )f x h y k+ + คือ 

 ( , ) ( , ) ( , )f x h y k f x y L h k+ + ≈ +  

ความคลาดเคลื่อนของการประมาณนี้ก็คือ 

 ( , ) | ( , ) ( ( , ) ( , )) |E h k f x h y k f x y L h k= + + − +  

เมื่อ( , )h k เขาใกล (0,0) เราตองการให ( , )E h k เขาใกลศูนยเร็วกวา ( , )h k  

โดยอาศัยแนวคิดเดียวกันกับฟงกชันของตัวแปรเดียว  จะพบวาเราตองหาฟงกชันเชิงเสน L ซึ่ง 

  
( , ) (0,0)

( , )
lim 0

| ( , ) |h k

E h k
h k→

=  

นั่นคือ ซึ่ง 

 
( , ) (0,0)

| ( , ) ( , ) ( , ) |
lim 0

| ( , ) |h k

f x h y k f x y L h k
h k→

+ + − −
=  
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บทนิยาม 14.4.1  ให f เปนฟงกชันคาจรงิ  ถา L เปนฟงกชันเชิงเสนซึ่งมีคุณสมบัติวา 

 
( , ) (0,0)

| ( , ) ( , ) ( , ) |
lim 0

| ( , ) |h k

f x h y k f x y L h k
h k→

+ + − −
=  

เราเรียก L วาเปนดิฟเฟอเรนเชียล (differential) ของ f  ที่ (x,y) 

เราจะเขียนแทน L ดวยสัญลักษณ  ( , )df x y   (ดังนั้น ( , )( , )df x y h k  ก็คือ ( , )L h k ) 

 

ทฤษฎีบท 14.4.2  ถา f มีดิฟเฟอเรนเชียลที่ ( , )x y   ยอมไดวา 

 1)  f มีความตอเนื่องที ่( , )x y  

 2)  ดิฟเฟอเรนเชียลที่ ( , )x y  มีสูตรวา 

   
( , ) ( , )

( , )( , )
f x y f x y

df x y h k h k
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

ดังนั้นจึงเขียนเงื่อนไข 

   
( , ) (0,0)

| ( , ) ( , ) ( , ) |
lim 0

| ( , ) |h k

f x h y k f x y L h k
h k→

+ + − −
=  

เสียใหมไดดังตอไปนี ้

   
2 2( , ) (0,0)

( , ) ( , )
| ( , ) ( , ) { } |

lim 0
h k

f x y f x y
f x h y k f x y h k

x y

h k→

∂ ∂
+ + − − +

∂ ∂ =
+

 

 

ตัวอยาง 14.4.1  จงใชเงื่อนไขในบทนิยามและทฤษฎีบท 14.4.2  แสดงวา  2( , )f x y xy=  มีดิฟเฟอเรนเชียลที่ 
(x,y) ใดๆ 

ตัวอยาง 14.4.2  กําหนดให  
0, 0 0

( , )
1,

x y
f x y

⎧ = =⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

    เมื่อ หรอื

ในกรณนีอกนั้น
 

จงใชเงื่อนไขในบทนิยามและทฤษฎีบท 14.4.2  แสดงวา f  ไมมีดิฟเฟอเรนเชียลที่ (0,0) 

ทฤษฎีบท 14.4.3  ถาอนุพันธยอยอันดับที่หนึ่งทั้งสองของ f   มีความตอเนื่องที่ ( , )x y   f  ยอมมีดิฟเฟอเรน
เชียลที่ ( , )x y  



18 บทที่ 14  ฟงกชันของหลายตัวแปร 

 

 

 

หมายเหตุ ตัวอยาง 14.4.1  นั้นอาจทําอีกวิธีหนึ่งโดยใชทฤษฎีบท 14.4.3 นี้   
 

เมื่อเรื่มตน เราตองการหาฟงกชันเชิงเสน L ซึ่ง 

 ( , ) ( , ) ( , )f x h y k f x y L h k+ + ≈ +  

และบัดนี้ เราก็ไดแลววา ( , )L h k  ก็คือ  

 

( , ) ( , )
( , )( , )

f x y f x y
df x y h k h k

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂  

ดังนั้น เราก็มีสูตรสําหรับประมาณคาฟงกชัน f วา 

 

( , ) ( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )
( , )

f x h y k f x y df x y h k

f x y f x y
f x y h k

x y

+ + ≈ +

∂ ∂
= + +

∂ ∂  

ตัวอยาง 14.4.3  ฟงกชัน f มีคาที่ ,x y ใดๆ ซึ่ง 0, 0x y> >  เปน 

 
2

( , )
1

xy
f x y

x y
=

+ +
 

เมื่อ 1, 3x y= =  เราไดวา (1.3) 1.8f =  จงแสดงการใชดิฟเฟอเรนเชยีลประมาณคา (1.1, 2.8)f  

วิธีทํา   ใชสูตร
  

( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
f x h y k f x y h k

x y
∂ ∂

+ + ≈ + +
∂ ∂

 

โดยให  1, 3, 0.1, 0.2x y h k= = = =−  

ดังน้ัน  (1.1, 2.8) (1 0.1, 3 ( 0.2))f f= + + −  

เน่ืองจาก 
2 2 2 3

2 2
( , ) (1 )

(1 ) (1 )
f x y y x y xy y y

x x y x y
∂ + + − +

= =
∂ + + + +

 

และ   
2

2
( , ) (2 )(1 )

(1 )
f x y xy x y xy

y x y
∂ + + −

=
∂ + +

 

จะไดวา (1, 3) 36
25

f
x

∂
=

∂
 และ  (1, 3) 21

25
f

y
∂

=
∂

 

ดังน้ัน  ( ) ( )
9 36 21

(1.1, 2.8) (1 0.1, 3 ( 0.2)) 0.1 0.2
5 25 25

f f= + + − = + + −   
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ตัวอยาง 14.4.4  ถาดานกวางของรูปสี่เหลีย่มผืนผารูปหนึ่งยืดออก 2% แตดานยาวหดลง 1%   พื้นที่จะเพิ่มขึ้น
หรือลดลงประมาณกี่เปอรเซ็นต  จงแสดงวิธีการประมาณโดยใชดิฟเฟอเรนเชียล 

วิธีทํา  ให x  และ y  แทนความกวางและความยาวของสี่เหล่ียมผืนผาตามลําดับ 

ดังนั้น ( , )f x y xy=  แทน พื้นที่ของสี่เหลีย่มผืนผา  

จะใชสูตร  ( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
f x h y k f x y h k

x y
∂ ∂

+ + ≈ + +
∂ ∂

 

เนื่องจากความกวางยืดออก  2%  และความยาวลดลง 1% 

ดังนั้น  2
100

h x= , 
1

100
k y=−  ,  

( , )f x y
y

x
∂

=
∂

 และ ( , )f x y
x

y
∂

=
∂

 

จะไดวา  ( ) ( )
2 2

, , ,
100 100 100 100 100 100

x y x xy xy xy
f x y f x y y f x y xy
⎛ ⎞⎟⎜ + − ≈ + − = + = +⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 

ดังนั้นพื้นที่ใหมเพิ่มขึ้น  
100
xy   หรือ  1

100
=1%   

ตัวอยาง 14.4.5  ทรงกระบอกตรงมีฐานเปนวงกลม  ถารศัมีของฐานยืดออก 3% และสวนสูงก็เพิ่มขึ้น 2% 
ปริมาตรจะเพิ่มขึ้นประมาณกี่เปอรเซ็นต  จงแสดงการประมาณโดยใชดิฟเฟอเรนเชียล 

วิธีทํา  ให  r  และ s  แทนรัศมีและความสูงของทรงกระบอกตามลําดับ 

ปริมาตรทรงกระบอก คือ 2( , )f r s r sπ=  

ดังนั้น    2( , ) ( , )
2

f r s f r s
rs r

r s
π π

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

เนื่องจากรัศมีเพิ่มขึ้น  3%  และความสูงเพิ่มขึ้น 2% 

ดังนั้น                   3 2
100 100

h r k s= =  

ดังนั้นปริมาตรเพิ่มขึ้น  2( , ) ( , ) 3 2
( , )( , ) 2

100 100
f r s h f r s k s

df r s h k rs r r
r s

π π
∂ ⋅ ∂ ⋅

= + = +
∂ ∂

 

                                                2 2 26 2 8
100 100 100

r s r s r sπ π π= + =  

ปริมาตรเดิมคือ  2r sπ    ฉะนั้นปรมิาตรเพิ่มขน   8%   
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แบบฝกหัด 14.4 

1 จงพิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้มีดิฟเฟอเรนเชียลที่จุด  ( , )x y  ที่กําหนดใหหรอืไม  พรอมทั้งใหเหตุผล 

 1.1 2( , ) 3 2f x y x y x y= + + ,  ที่  ( , ) (2, 3)x y =  

  1.2 

2

2 2 , ( , ) (0, 0)
( , )

0, ( , ) (0, 0)

x y
x y

x yf x y
x y

⎧⎪⎪ ≠⎪⎪ += ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

  เมื่อ

เมื่อ  
    ที่ ( , ) (0, 0)x y =  

2 กําหนดให 3( , )f x y x y=   จงประมาณคาของ (4.01, 8.9)f  

3 กําหนดให 4( , )f x y y x=   จงประมาณคาของ (16.01,1.1)f  

4 กําหนดให ( , )
y

f x y
x

=  จงประมาณคาของ (0.9,1.1)f  

5 กําหนดให 2 2( , )f x y x y= +  จงประมาณคาของ (2.1, 2.1)f −  

6 ถาสี่เหลื่ยมผืนผารูปหนึ่งมีดานกวางเพิ่มขึ้น 1% ดานยาวเพิ่มขึ้น 1% จงหาวาพื้นที่เพิ่มประมาณกี่เปอรเซนต 

7 จงใชดิฟเฟอเรนเชียลประมาณปริมาตรของกรวยกลมอันหนึ่งซึ่งมีความสูง 7.01 หนวย และมีรัศมีที่ฐานเทากับ 
5.2 หนวย  

8 ทรงกระบอกมรีัศมี 1หนวย สงู 2หนวย ถาเรายืดความสูงออกไป 1% เราตองหดรัศมีใหเหลือประมาณเทาไร
เพื่อจะไดมีปริมาตรเทาเดิม 

14.5  การประมาณรากของระบบสมการ 

ในหัวขอนี้ เราจะศึกษาวิธีการประมาณรากของระบบสมการที่ประกอบดวยสมการสองสมการ และมีตัวไม
ทราบคาสองตัว  เชน 

 

2 2

2

25 (1)

1 (2)

x y

x y

+ =

− =

……

……
 

แตเราจะเขียนสมการใหอยูในรูป 

 

2 2

2

25 0 (1 )

1 0 (2 )

x y

x y

′+ − =

′− − =

……

……
 

คือจัดพจนใหทางขวามือของสมการเปนศูนย 

โดยเราจะพิจารณาวาจะหารากของระบบสมการ 


