
 

บทที่ 15 

ระบบสมการดฟิเฟอเรนเชียล 
ในบทนี้เราจะศึกษาเกี่ยวกับปญหาที่ประกอบดวยสมการดิฟเฟอเรนเชียลหลายสมการซึ่งผูกอัตราการ 

แปรคาของฟงกชันตางๆ หลายฟงกชัน   ในหัวขอนี้เราจะศึกษาวิธีวิเคราะหระบบสมการในรูปงายๆ เพ่ือ
เปนแนวทางสําหรับศึกษาระบบสมการไมเชิงเสนที่มีบทประยุกตในวิทยาศาสตรชีวภาพ   ระบบสมการที่
จะศึกษาในหัวขอนี้ไดแกระบบสมการในรูปตอไปนี ้
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ในระบบสมการนี้ t เปนตัวแปรอิสระ  x กับ y เปนฟงกชันที่เราตองการทราบ คาของมันแปรผันไปตาม   

คาของ t  คือเปนตัวแปรตาม 

15.1  ระบบสมการเชิงเสนอันดับหนึ่ง 

ระบบสมการที่จะศึกษาในหัวขอนี้ไดแกระบบสมการในรูปตอไปนี ้
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ในระบบสมการนี้ t เปนตัวแปรอิสระ  x กับ y เปนฟงกชันที่เราตองการทราบ คาของมันแปรผันไปตาม   

คาของ t  คือเปนตัวแปรตาม  เราอาจหาผลเฉลยของระบบสมการแบบนี้ไดโดยวิธีในตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 15.1.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของระบบสมการ 

 
4 2

3

dx
x y

dt
dy

x y
dt

= −

= −
 

และจงหาผลเฉลยเฉพาะที่มีคาเริ่มตน  x(0) = 3,  y(0) = 2. 
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ดิฟเฟอเรนชิเอต (1) เทียบกับ t  
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ดังนั้น จะไดวา 
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ตอมา แกสมการดิฟเฟอเรนเชียล หา ( )x t  
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ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ 
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ตอมา หาผลเฉลยเฉพาะที่มีคาเริ่มตน  x(0) = 3,  y(0) = 2. 
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ดังนั้น ผลเฉลยเฉพาะคือ  2( ) 2 5t tx t e e= − +  

                                2( ) 3 5t ty t e e= − +   

  

ตัวอยาง 15.1.2  จงหาผลเฉลยทั่วไปของระบบสมการ 
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และจงหาผลเฉลยเฉพาะที่มีคาเริ่มตน  x(0) = 3,  y(0) = 1 แลวจงรางกราฟของ x(t) และ y(t) คูนี้ลงในกราฟ
เดียวกัน 
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ดิฟเฟอเรนชิเอต (1) เทียบกับ t  
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ดังนั้น  
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ตอมา แกสมการดิฟเฟอเรนเชียล หา ( )x t  
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เริ่มโดย 4 44 4t tdx
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t tA
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ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ 

 4 4( ) t tx t Ae Be−= +  

 4 4( )
9

t tA
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ตอมา หาผลเฉลยเฉพาะที่มีคาเริ่มตน  x(0) = 3,  y(0) = 1  

 3 (0) .....(1)x A B= = +  
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ขอแนะ  ผลเฉลยของขอนี้จะมี y(t) อยูในรูป 

 ( ) cos(4 ) sin(4 )y t a t b t= +  

โดยที่ a,b เปนจํานวนที่เราทราบคา 

ให      2 2c a b= +     จะไดวา 
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( ) (sin( )cos(4 ) cos( )sin(4 ))
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ซึ่งจะเขียนกราฟไดงายกวาสูตรเดิม 

หมายเหตุ  หาคา θ   ไดจากเครื่องคิด 

ตัวอยาง 15.1.3  จงหาผลเฉลยทั่วไปของระบบสมการ 
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และจงหาผลเฉลยเฉพาะที่มีคาเริ่มตน  (0) 1, (0) 2x y= − =  แลวจงรางกราฟของ y(t)  

วิธีทํา    4 5 .....(1)
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ดิฟเฟอเรนชิเอต (1) เทียบกับ t  
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ตอมา หา ( )y t  โดยเริ่มจาก 

 ( ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 )x t A t B t′ = −  

แทนคา  dx
x

dt
′ =  และ x  ใน (1) จะได 

 ( )1
( ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 ) 4 sin(2 ) 4 cos(2 )

5
y t A t B t A t B t= − − −  

                               ( )1
(2 4 )cos(2 ) (2 4 )sin(2 )

5
A B t B A t= − − +  

เนื่องจาก (0) 1, (0) 2x y= − =  ดังนั้น หา A  และ  B  โดย 

 1 (0) sin(2 0) cos(2 0)x A B B− = = ⋅ + ⋅ =  

 ( )1
2 (0) (2 4 )cos(0) (2 4 )sin(0)

5
y A B B A= = − − +  

 ( )1
2 2 4

5
A= +  

 3, 1A B∴ = = −  

ฉะนั้น จะได  ( ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 )y t t t= −  

ตอมา รางกราฟของ ( )y t   

ให  2 1
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2 2 2
θ = =  

ดังนั้น 1 1
, sin 0.785

4 2
π

θ θ − ⎛ ⎞⎟⎜= = =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

นั่นคือ [ ]( ) 2 2 sin cos(2 ) cos sin(2 )y t t tθ θ= −  
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2 2 sin 2 2 2 sin 0.785 2
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t t

t
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                                              ( )2 2 sin 2( 0.392)t= − −  

จะไดวา  2 ,
2 4

t t
π π
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 ระบบอิสระ 

โดยทั่วๆ ไป ระบบสมการดิฟเฟอเรนเชียลอันดับที่หนึ่งจะอยูในรูป 

 ( , , ) (1)
dx

f x y t
dt

= …  

 ( , , ) (2)
dy

g x y t
dt

= …  

โดยที่ f กับ g  เปนฟงกชันของสามตัวแปร x,y,t   แตถา  f กับ g ไมขึ้นอยูกับ t   กลาวคือระบบสมการเปน 

ดังนี ้

 ( , ) (1 )
dx

f x y A
dt

= …  

 ( , ) (2 )
dy

g x y A
dt

= …  

เรากลาววาระบบสมการเปนระบบอิสระ (Autonomous system)   ตัวอยางที่กลาวมาแลวขางตนก็เปนระบบ 

เชนนี้  การประยุกตที่จะกลาวถึงตอไปนี้ ก็จะใชระบบสมการแบบนี้ในการจําลองสถาณการณทางชีววิทยา 

ตอไปนี้เปนตัวอยางการสรางแบบจําลองดังกลาว 

เราไดเห็นการจําลองการเติบโตของประชากรหนึ่งประชากรมาแลว  โดยเราใชสมการ 

 
( )

( )( ( ))
dN t

rdt
N t M N t

=
−

 

หรืออีกนัยหนึ่ง 

 

1
( )

dN
r M N

N dt
rM rN

a bN

= −

= −

= −

 

โดยที่ a กับ b เปนคาคงตัว 

เมื่อแรกเริ่ม  เราพิจารณาสมการในรูป 

 
1 dN

a
N dt

=   (คาคงตัวของการแปรผัน) 

ซึ่งจะใหผลเฉลยในรูป 

 atN Ce=  
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แตเมื่อพิจารณาดูถึงความเปนจริง ก็จะเห็นวาเปนไปไมได เพราะจากสูตรนี้เราจะไดวาขนาดของประชากร 

จะเพิ่มขึ้นอยางไมมีขีดจํากัด   แตสิ่งจําเปนตางๆ ในการดํารงชีพเชนอาหาร ที่อยูอาศัย นั้นมีเพียงจํานวน 

จํากัด   

จากการพิจารณาดังกลาว เราจึงปรับปรุง 

  
1

(1)
dN

a
N dt

= …  

เปน 

  
1

(2)
dN

a bN
N dt

= − …  

ปริมาณซายมือของสมการทั้งสองนี้เปนปริมาณที่เราใชวัดอัตราการเจริญเติบโต (growth rate) ของประชากร  

แฟคเตอร 1
N

  ที่คูณอยูขางหนานั้นทําใหหนวยของการวัดนี้ไมขึ้นกับขนาดของประชากร  เชนถานักวิทยาศาสตร

สองคนทําการทดลองเพาะเลี้ยงจุลินทรียอยางเดียวกันเพื่อศึกษาหาอัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียชนิดนั้น แต

การทดลองทั้งสองมีขนาดตางกัน  หากเราวัด  dN
dt

 จากการทดลองทั้งสอง   คาที่ไดยอมแตกตางกันดวยเหตุที่

ขนาดประชากรเริ่มตนของคนทั้งสองนั้นตางกัน  การคูณดวยแฟคเตอร  1
N

 เปนการเทียบใหขนาดของประชากรมี

ขนาด 1 หนวยเทาๆ กัน  ดังนั้นเราจึงใช 1 dN
N dt

ในการสรางแบบจําลองเกี่ยวกับการเจริญเติบโต 

ตอไปนี้เราจะสรางแบบจําลองสําหรับสองประชากร  แบบจําลองสําหรับหลายๆ ประชากรก็อาจทําไดในทํา 

นองเดียวกัน 

ให x(t) กับ y(t) เปนขนาดของประชากรที่หนึ่งกับประชากรที่สองตามลําดับ ถาประชากรสองประชากร 

นี้ตางฝายตางอยู ไมเกี่ยวของกัน   สมการการเจริญเติบโตของประชากรทั้งสองยอมอยูในรูปของสมการ (2) ที่
กลาวมาขางตน  คือจะไดวา 

 
1 1

2 2

1
(2 )

1
(2 )

dx
a b x

x dt
dy

a b y
y dt

′= −

′′= −

…

…
 

แตถาประชากรทั้งสองมีการเกี่ยวของกัน เชนใชปจจัยรวมกัน  หรือสมาชิกของประชากรหนึ่งลาสมาชิกของอีก
ประชากรหนึ่งเปนอาหาร(หรืออี่นๆ) เราก็ตองปรับปรุงสมการ (2 )′  กับ (2 )′′  ตามความเหมาะสม เราจะแยก
พิจารณาสองกรณีที่กลาวมานี้   

(ก) ใชปจจัยรวมกัน  ในกรณีนี้ ขนาดของแตละประชากรยอมสงผลใหอัตราการเจริญเติบโตของอีก
ประชากรหนึ่งลดลง  สมการจึงควรเปนดังนี ้
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1 1 1

2 2 2

1
(2 )

1
(2 )

dx
a b x c y

x dt
dy

a b y c x
y dt

′= − −

′′= − −

…

…
 

โดยที่ในที่นี้ คาคงตัว  1 1 1 2 2 2, , , , , 0a b c a b c >  

  (ข) เหยื่อกับผูลา  ในกรณีนี้ ขนาดประชากรของเหยื่อ ยิ่งมากจะสงผลใหอัตราการเจริญเติบโตของ
ประชากรผูลามากตาม กลับกันถาขนาดประชากรของเหยื่อลดนอยลง  อัตราการเจริญเติบโตของประชากรผูลาก ็

ยอมลดลงดวย 

ยิ่งกวานั้น  ถาเหยื่อถูกลาจนหมด (คือขนาดประชากรเหยื่อเปนศูนย) อัตราการเจริญเติบโตของประชากรผู
ลาควรมีคาเปนลบ  เพราะเมื่อผูลาไมมีอาหารก็มีแตจะลมตายไป (สมมติวาไมกินอยางอื่น) 

สวนอัตราการเจริญเติบโตของประชากรเหยื่อนั้นคงไดรับผลกระทบเชนเดียวกับกรณีที่พิจารณามาแลว  
ดังนั้น ถาให x เปนขนาดประชากรเหยื่อ y  เปนขนาดประชากรผูลา  เราควรไดสมการดังนี ้

 
1 1 1

2 2 2

1

1

dx
a b x c y

x dt
dy

a b y c x
y dt

= − −

= − − +
 

โดยที่ในที่นี้ คาคงตัว 1 1 1 2 2 2, , , , , 0a b c a b c >  

                             

ระบบสมการทั้งสองแบบที่กลาวมานั้นแมจะดูวาเปนสมการงายๆ  แตยังไมมีวิธีหาผลเฉลยออกมาในรูปของสูตรเชน
ที่เราทํากับระบบสมการเชิงเสน  เราตองใชวิธีการประมาณ 

 การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวิธีการประมาณ 

การหาผลเฉลยที่ไดออกมาเปนสูตรดังในตัวอยางที่กลาวมาในหัวขอกอนนั้นบางทีก็ทําไมได  ในกรณ ี 

เชนนั้นเราตองหาผลเฉลยโดยวิธีการประมาณ  ซึ่งมีมากมายหลายวิธี  ในหัวขอนี้เราจะศึกษาวิธีงายๆ วิธีหนึ่งซึ่ง 
เราคุนเคยดีอยูแลว  คือการประมาณคาของฟงกชันดวยดิฟเฟอเรนเชียล 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

f x h f x df x h

f x f x h

+ ≈ +

′= +
 

จากสมการ     
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 4 2
dx

x y
dt

= −  

กับ 3
dy

x y
dt

= −  

เราจึงไดวา 

 
( ) ( ) (4 ( ) 2 ( ))

( ) ( ) (3 ( ) ( ))

x t h x t x t y t h

y t h y t x t y t h

+ ≈ + −

+ ≈ + −
 

ซึ่งเห็นไดวา จากคาเริ่มตน  

                      x(0) = 3,   y(0) = 2 

เราสามารถคํานวณ x(t), y(t) สําหรับ t = h, 2h, 3h, . . . 

วิธีการประมาณผลเฉลยดวยวิธีการที่กลาวมานั้นเปนวิธีการของออยเลอร เราจะใชวิธีนี้กับสมการเดียวก็
ได 

ตัวอยาง 15.1.4 กําหนดให 

 4 2
dx

x y
dt

= −  

 3
dy

x y
dt

= −  

และ   (0) 3, (0) 2x y= =  จงแสดงการใชวิธีประมาณของออยเลอรประมาณคา  (0.1)x  กับ (0.1)y  โดยใชคา  

0.05h =  

วิธีทํา 

จากสูตร   ( ) ( )
dx

x t h x t h
dt

+ ≈ + ⋅  

                        ( ) ( )
dy

y t h y t h
dt

+ ≈ + ⋅  

จะไดวา 

 
( )( )

( ) ( )( )( )

(0 0.05) (0) 4 (0) 2 (0) 0.05

3 4 3 2 2 0.05

x x x y+ ≈ + −

= + −
 

ได  (0.05) 3.4x =  
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( )( )

( )( )( )

(0 0.05) (0) 3 (0) (0) 0.05

2 3 3 2 0.05

y y x y+ ≈ + −

= + −
 

ได  (0.05) 2.35y =  

  
( )( )

( ) ( )( )( )

(0.05 0.05) (0.05) 4 (0.05) 2 (0.05) 0.05

3.4 4 3.4 2 2.35 0.05

x x x y+ ≈ + −

= + −
 

ได  (0.1) 3.845x =  

 
( )( )

( )( )( )

(0.05 0.05) (0.05) 3 (0.05) (0.05) 0.05

3.35 3 3.4 2.35 0.05

y y x y+ ≈ + −

= + −
 

ได  (0.1) 2.7425y =  

 

จึงไดคําตอบเปน (0.1) 3.845x = , (0.1) 2.7425y =    

แบบฝกหัด 15.1 

กําหนดให 

  5 9
dx

x y
dt

= +  

   5
dy

x y
dt

= −  

โดยที่    (0) 3, (0) 1x y= =  จงแสดงการใชวิธีประมาณของออยเลอรประมาณคา  (0.03)x  กับ (0.03)y  

โดยใชคา 0.01h =  


