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ได  (0.1) 2.7425y =  

จึงไดคําตอบเปน (0.1) 3.845x = , (0.1) 2.7425y =    

แบบฝกหัด 15.1 

1. จงหาผลเฉลยทั่วไปของระบบสมการดิฟเฟอเรนเชียล และจงหาผลเฉลยเฉพาะสําหรับคาเริ่มตนทีก่ําหนดให   

1.1 2 3 , 3
dx dy

x y x
dt dt

= − + = −   

1.2 3 , 2 , (0) 2, (0) 4
dx dy

x y x y x y
dt dt

= − = − + = =  

1.3 
4 9 6 11

, , (0) 4, (0) 1
7 7 7 7

dx dy
x y x y x y

dt dt
= − + = + = =  

1.4 6 15 , 3 6 , (0) 1, (0) 1
dx dy

x y x y x y
dt dt

= + = − − = − =  

2. สําหรับระบบสมการดิฟเฟอเรนเชียล และคาเริ่มตนในแตละขอตอไปนี้  จงแสดงการใชวิธีประมาณของออยเลอร
ประมาณคา  (0.03)x  กับ (0.03)y  โดยใชคา 0.01h =  

2.1 5 9 , 5 , (0) 3, (0) 1
dx dy

x y x y x y
dt dt

= + = − = =
 

2.2 3 , 2 , (0) 2, (0) 4
dx dy

x y x y x y
dt dt

= − = − + = =  

2.3 

4 9 6 11
, , (0) 4, (0) 1

7 7 7 7
dx dy

x y x y x y
dt dt

= − + = + = =
 

2.4 6 15 , 3 6 , (0) 1, (0) 1
dx dy

x y x y x y
dt dt

= + = − − = − =
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15.2  Phase plane และ Trajectory 

ให ( ), ( )x t y t  เปนผลเฉลยของระบบสมการในรูป 

 ( , , )
dx

f x y t
dt

=  

 ( , , )
dy

g x y t
dt

=  

หากเราสนใจวา x  กับ y  มีความสัมพันธกันอยางไร ก็อาจทําไดโดยการนําคูอันดับ ( ( ), ( ))x t y t  ลงจุดในระนาบ
xy  เราเรียกกราฟที่ไดวา phase plane และเรียกเสนโคงที่แสดงความสัมพันธของ x  กับ y  วา trajectory 

ในบางกรณีเราสามารถหาไดวา trajectory มีสมการอยางไร  เชน ในกรณีของตัวอยาง 15.1.1 ซึ่งเราทราบ
สูตรของผลเฉลยเฉพาะวาเปน 

 
2

2

2 5 (1)

3 5 (2)

t t

t t

x e e

y e e

= − +

= − +

…

…
 

เราขจัดตัวแปร t ไดดังนี้ 

 (1) (2)−   ได           

 (3)tx y e− = …  

3 (1) 2 (2)⋅ − ⋅   ได   

 23 2 5 (4)tx y e− = …  

           

 จาก (3)  ไดวา 

 2 2( ) (5)tx y e− = …  

 จาก (4) กับ (5)  ไดวา 

 25( ) 3 2 (6)x y x y− = − …  

ซึ่งก็คือสมการของ trajectory 
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ตัวอยาง 15.2.1 จงหาสมการของ trajectory ของสองฟงกชันตอไปนี ้

 
2 3

2 3

3 5

2

t t

t t

x e e

y e e

=− +

= −
 

วิธีทํา 

   2 33 5 .....(1)t tx e e=− +  

 2 32 .....(2)t ty e e= −  

 2 3(1) 2; 2 6 10 .....(3)t tx e e× =− +  

 2 3(2) 3; 3 6 3 .....(4)t ty e e× = −  

 3(3) (4); 2 3 7 .....(5)tx y e+ + =  

หา  2te  ในรูปของ  ,x y  

 จาก ( )
2
3

2
3 3 22 3

(5); .....(*)
7

t tx y
e e

⎛ ⎞+ ⎟⎜ = =⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

 แทน  (*) ใน  
2
32 3 2 3

(2); 2
7 7

x y x y
y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜= −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

trajectory จะบอกใหเราทราบวาประชากรทั้งสองจะแปรเปลี่ยนไปในทิศทางใด จะไปสูจุดสมดุลที่ใดบาง
หรือไม  เราอาจราง trajectory คราวๆไดโดยใชการประมาณโดยวิธีของออยเลอรเปนแนวทาง  กลาวคือ 

1.  จากจุดเริ่มตน  เราคํานวณหา dx  กับ dy  

2.  ลากเวกเตอร ( , )dx dy  จากจุดนั้น  เราจะไดปลายเวกเตอรเปนจุดใหมบน trajectory  

3.  แลวคํานวณหา dx  กับ dy  ที่จุดใหม 

4.  แลว ลากเวกเตอร ( , )dx dy  จากจุดนั้น  เราจะไดจุดใหมบน trajectory อีกจุดหนึ่ง  

และทําซ้ําตอไปเรื่อยๆ   จะได trajectory คราวๆ 

แบบฝกหัด 15.2 

จงหาสมการของ trajectory ของสองฟงกชันในแตละขอตอไปนี้ 

1.   2( ) 2 5t tx t e e= − +  

 2( ) 3 5t ty t e e= − +  
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2.  4 49 3
( )

4 4
t tx t e e−= +  

 4 41 3
( )

4 4
t ty t e e−= +  

 

3.  2( ) 3t tx t e e−= +  

 
2( ) 2 t ty t e e−= −  

15.3  Michaelis – Menton Equation 

เราไดเคยใช Michaelis-Menton Equation มาแลวในการสรางแบบจําลองของการขจัด drug ออกจาก  

รางกาย  สมการดังกลาวคือ 

 
dx Kx
dt A x

−
=

+
 

 

ในหัวขอนี้เราจะไดเห็นถึงที่มาของสมการนี้   

เราจะสรางแบบจําลองของการเจริญเติบโตของ bacteria วาขึ้นอยูกับความเขมขนของ nutrient อยางไร  

การเจริญเติบโตของ bacteria ยอมขึ้นอยูกับปริมาณ nutrient ที่ bacteria ขจัดไป  ดังนั้นในที่นี้เราจะสราง
สมการดิฟเฟอเรนเชียลที่บอกอัตราการแปรคาของปริมาณ nutrient  แบบจําลองเกี่ยวกับการขจัด drug ออกจาก
รางกายก็ทําไดอยางเดียวกัน  โดยให cell ของตับทําหนาที่ของ bacteria  และถือวา drug เปน nutrient   

สมการดิฟเฟอเรนเชียลที่บอกอัตราการแปรคาของปริมาณ nutrient กับที่บอกอัตราการแปรคาของ 
ปริมาณของ drug ก็เปนสมการเดียวกัน 

การที่โมเลกุลของ nutrient จะผานเขาไปใน cell ของ 
bacteria นั้น ตองอาศัย receptor ซึ่งอยูนอก cell wall 

receptor ที่มี nutrient เกาะอยูอาจทําใหเกิด product  ผาน
เขาไปใน cell หรืออาจหลุดแยกออกไปก็ได เราจะให  

          N   แทนโมเลกุลของ nutrient 

         0X   แทน receptor ที่ยังวางอยู  

         1X   แทน receptor ที่มี nutrient 

          P   แทน product 
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เราเขียนสมการปฏิกิริยาระหวางสิ่งเหลานี้ไดดังนี้ 

 

0 1

1 0

N X X

X P X

+

→ +
 

ให  0 1, ,n x x  และ p   แทนความเขมขนของ  N,  0 1,X X  และ P  ตามลําดับ 

เราจะเขียนความสัมพันธระหวางอัตราการแปรคาของปริมาณตางๆ เหลานี้ไดโดยใช Law of mass action 

Law of mass action กลาววา  อัตราเร็วของปฏิกิริยาเปนปฏิภาคกับผลคูณของความเขมขนของสารที่ทํา
ปฏิกิริยากัน 

ในสมการปฏิกิริยาขางตน ให 1 1 2, ,k k k−  แทนคาคงที่ของการเกิดปฏิกิริยาดังแสดงขางลาง 

 

1

1

2

0 1

1 0

.....(*)

.....(**)

k

k

k

N X X

X P X

−

⎯⎯⎯→+ ←⎯⎯⎯

⎯⎯⎯→ +
 

ในกรณีที่มีสารอยางเดียว อัตราเร็วของปฎิกิริยาก็เปนปฏิภาคกับความเขมขนของสารนั้น เชน  จากสมการ 

 2
1 0

kX P X⎯⎯⎯→ +  

เราไดวาอัตราการเกิด P  จากปฏิกิริยานี้เปนปฏิภาคกับ 1X  นั่นคือ 1
dp

x
dt

∝  จึงไดวา   

 2 1

dp
k x

dt
=  

อัตราสูญเสีย 1X   ในปฏิกิริยานี้ก็เทากับ  2 1k x  เชนกัน  แตเรามีทั้งการเกิดและการสูญเสีย 1X  ไปโดยปฏิกิริยา 

 1

1
0 1

k

k
N X X

−

⎯⎯⎯→+ ←⎯⎯⎯   

ซึ่งมีอัตราเกิดเทากับ  1 0k nx  และ อัตราสูญเสียเทากับ 1 1k x−  

จึงไดวา  

 1
1 0 1 1 2 1

dx
k nx k x k x

dt −= − −  

โดยการพิจารณาในทํานองเดียวกัน เราจะไดอีกสองสมการ รวมเปน Michaelis-Menton Equation  สี่สมการ 
คือ 
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1 0 1 1

0
1 0 1 1 2 1

1
2 1 1 0 1 1

2 1

.....(1)

.....(2)

.....(3)

.....(4)

dn
k nx k x

dt
dx

k nx k x k x
dt
dx

k x k nx k x
dt
dp

k x
dt

−

−

−

= − +

= − + +

= − + −

=

 

จากสมการทั้งสี่นี้ประกอบกับ assumption เพิ่มเติมวา มี nutrient มากจน receptor ตองทํางานเต็มที่ (ซึ่ง   
ยังผลใหอัตราเพิ่ม 1X   เปนศูนย)  เราจะแสดงไดวา 

 
dn Kn
dt A n

= −
+

  โดยที่ K  กับ A  เปนคาคงตัว 

ตัวอยาง 15.3.1   จากระบบสมการ Michaelis-Menton Equation  ตอไปนี้ 

   

1 0 1 1

0
1 0 1 1 2 1

1
2 1 1 0 1 1

2 1

.....(1)

.....(2)

.....(3)

.....(4)

dn
k nx k x

dt
dx

k nx k x k x
dt
dx

k x k nx k x
dt
dp

k x
dt

−

−

−

= − +

= − + +

= − + −

=

 

จงแสดงวา dn Kn
dt A n

= −
+

  โดยที่ K  กับ A  เปนคาคงตัว 

วิธีทํา 

จาก (2)  และ (3) จะไดวา 

  0 1 0
dx dx
dt dt

+ =  นั่นคือ  0 1( )
0

d x x
dt
+

=  

ดังนั้น 0 1x x r+ =    เมือ่ r  เปนคาคงที่ 

 0 1x r x∴ = −    

แทน 0x  ใน (1)  จะได 
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( )

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

( )

.....(5)

dn
k n r x k x

dt
k nr k nx k x

k nr k n k x

−

−

−

= − − +

=− + +

=− + +

 

        

แทน 0x  ใน (3)  จะได 

 
1

1 1 1 1 2 1

1 1 1 2 1

( )

( ) .....(6)

dx
k n r x k x k x

dt
k nr k n k k x

−

−

= − − −

= − − +
 

จาก assymption มีจํานวน  nutrient  มากจนทําให  receptor ตองทํางานเต็มที่จนทําใหเพิ่มไมได  

นั่นคือ    1 0
dx
dt

=  

ดังนั้น สมการ (6) 0;= จึงไดวา 

 1 2 1 1 1( ) 0 .....(7)k nr k k n k x−− + + =  

ตอมา หา 1x  จาก (7); ไดวา 

 1
1

2 1 1

k nr
x

k k n k−
=

+ +
 

แทน  1x  ใน (5);  

               1
1 1 1

2 1 1

( )
dn k nr

k nr k n k
dt k k n k−

−
= − + +

+ +
 

                                      1 2

2 1 1

k nrk
k k n k−

−
=

+ +
 

                                      1 2

2 1 1

( )
( )

k rk n
k k k n−

−
=

+ +
 

                                      2

2 1

1

( )
( )

rk n
k k

n
k

−

−
=

+
+

 

ฉะนั้น จึงไดวา 

  dn Kn
dt A n

−
=

+
      โดยที่  2 1

2
1

,
k k

K rk A
k

−+
= =  
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15.4  สมการผลตาง 

ในการสรางแบบจําลองบางเรื่อง  ปริมาณที่เราสนใจจะศึกษานั้นไมไดแปรคาตลอดเวลา แตแปรคาเปนคาบ  

เชนหากเราสนใจจะศึกษาขนาดของประชากรพืชลมลุกเมืองหนาวชนิดหนึ่ง เริ่มงอกในฤดูใบไมผลิออกดอกในฤดู
รอน ออกเมล็ดและรวงหลนลงบนพื้นดินในฤดูใบไมรวง และลมตายไปในฤดูหนาว ซึ่งก็จะถูกหิมะตกลงมาทับถมใน
ฤดูหนาว  เมื่อเริ่มเขาฤดูใบไมผลิ หิมะละลายเมล็ดที่รวงหลนอยูก็เริ่มงอก  แลวออกดอก  ออกเมล็ด  และ 

รวงหลน วนเวียนไปในปตอๆ ไป 

เชนที่กลาวมานี้ การสรางแบบจําลองการเจริญเติบโตของประชากรพืชชนิดนี้ดวยสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ยอมไมเหมาะสมทั้งนี้เพราะเวลาที่มีการเปลี่ยนขนาดของประชากรนั้นเราอาจถือไดวาเปลี่ยนที่เวลาเดียวกัน และ
เปนขนาดของประชากรของแตละคาบการวัดขนาดของประชากร เราอาจวัดโดยการนับหรือการชั่งน้ําหนัก หรือวิธี
อื่นใดที่เหมาะสม   

ถาเราให  ( )x t  เปนขนาดของประขากรในป(คาบ) ที่ t  เราก็จะมีคา  (0), (1), (2),x x x …  เปนอันดับ
ของจํานวนจริง 

การสรางแบบจําลองสําหรับปญหาที่กลาวมาจึงทําโดยการใช อันดับของจํานวนจริง  เราจะกําหนดคา 
parameters ตางๆ  และกําหนด  assumptions เกี่ยวกับการออกเมล็ด และการงอกดังตอไปนี้ 

  ให  ( )x t  เปนจํานวนตนของพชืในปที่ t  

                s    เปนคาเฉล่ียของจํานวนเมล็ดตอตน 

               f     เปน fraction ของเมล็ดพืชที่มีชีวิตรอดผานฤดูหนาว 
               g    เปน fraction ของเมล็ดใหมที่งอก 

               g ′   เปน fraction ของเมล็ดเกาที่งอก 

เรา assume วา เมล็ดเกาที่ตกคางสองปขึ้นไปจะไมงอก 

สังเกตเห็นไดวาคาของ ( )x t  ขึ้นอยูกับ คาของ ( 1)x t −  กับ ( 2)x t −  ดังนี้ 

 ( )x t  = จํานวนตนในปที่ t    

ไดจากการงอกของเมล็ดสองพวกคือ พวกที่หนึ่งจากปที่ 1t −  กับพวกที่สองจากปที่ 2t −  

พวกที่หนึ่งมาจากเมล็ดของ ( 1)x t − ตน ซึ่งมีเล็ดรวม  ( 1)s x t −  เมล็ด  ในบรรดาเมล็ดเหลานี้ อยูรอด

ฤดูหนาวเพียง ( 1)fs x t −  เมล็ด  และในจํานวนนี้มีที่งอกเพียง ( 1)gfs x t −  เมล็ด 

พวกที่สองมาจากเมล็ดของ ( 2)x t −  ตน ซึ่งมีเล็ดรวม ( 2)s x t −  เมล็ด  ในบรรดาเมล็ดเหลานี้ อยูรอด

ฤดูหนาวแรกเพียง ( 2)fs x t −  เมล็ด  และในจํานวนนี้มีที่ไมงอกในปถัดมา (1 ) ( 2)g fs x t− −  เมล็ด  เมล็ด

เหลานี้ตองฝาฤดูหนาวอีกฤดูหนึ่ง จํานวนที่ฝารอดไปไดมี (1 ) ( 2)f g fs x t− −  เมล็ด  และในจํานวนนี้มีที่งอก 

(1 ) ( 2)g f g fs x t′ − −   เมล็ด เราจึงไดวา 
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 ( ) ( 1) (1 ) ( 2)x t gfs x t g f g fs x t′= − + − −  

เห็นไดวาสมการที่ไดเปนสมการในรูป 

 ( ) ( 1) ( 2)x t a x t b x t= − + −  

หรือเขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน 

 ( ) ( 1) ( 2) 0x t a x t b x t− − − − =  

ซึ่งเปนกรณีเฉพาะของสมการรูปทั่วๆ ไป                  

 1 2( ) ( 1) ( 2) ( ) 0nx t a x t a x t a x t n+ − + − + + − =  

ซึ่งเปนสมการผลตางอันดับที่ n  

วิธีหาผลเฉลยของสมการนี้ทําไดดวยวิธีการในทํานองเดียวกันกับการหาผลเฉลยของสมการดิฟเฟอเรนเชียล 

 

ตัวอยาง 15.4.1  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   

 ( ) 2 ( 1) 0x t x t− − =  

และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง (0) 150x =  

วิธีทํา 

สมมติ   ( ) tx t Cr=   ดังนั้น  1( 1) tx t Cr −− =  

แทนในสมการที่กําหนดให  จะได  12 0t tCr Cr −− =    นั่นคือ 1( 2) 0tCr r− − =    

ดังนั้น 2r =   ผลเฉลยทั่วไปคือ 

 ( ) 2tx t C=  

จาก  (0) 150x =  จะไดวา 

 0150 2C=  

ได   150C =  

จึงไดผลเฉลยเฉพาะเปน 

 ( ) (150 )2tx t =    

หมายเหตุ  หากเราสมมติ ( ) rtx t e=  แลวแทนในสมการ  เราจะได 

 2re =  

ซึ่งจะทําใหไดผลเฉลยเปน 
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 ( ) ( ) 2r t tx t e= =  

เชนกัน re  ในที่นี้ก็คือ r  ในวิธีทําขางตนนั่นเอง 
 

ตัวอยาง 15.4.2  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   

 ( ) 3 ( 1) 0x t x t− − =  

และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 1x =  

วิธีทํา  

สมมติ  ( ) tx t Cr=   จะไดวา 3 0r − =  

 3r =   

ดังนั้น ( ) 3tx t C=  

เนื่องจาก 01 (0) 3x C= =   

ดังนั้น  1C =  

 ( ) 3tx t∴ =   

ตัวอยาง 15.4.3  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ 

 ( ) 4 ( 1) 4 ( 2) 0x t x t x t− − + − =  

แลวหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 100x =  และ  (1) 210x =  

วิธีทํา 

สมมติ  ( ) tx t Cr=   จะไดวา  1( 1) tx t Cr −− =  

ดังนั้น 1 24 4 0t t tCr Cr Cr− −− + =  

     ( )2 2 4 4 0tCr r r− − + =  

 2 4 4 0r r− + =  

 2( 2) 0r − =  

 2, 2r =  (รากซ้ํา) 

จะไดผลเฉลยทั่วไปเปน 
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 ( ) ( )2tx t A Bt= +  

หาผลเฉลยเฉพาะโดยใชเงื่อนไขที่กําหนดให  (0) 100x =  และ  (1) 210x =  

 100 (0) (0)x A B A= = + =  

 210 (1) ( )2x A B= = +  

 105 A B= +  

 105 100 B= +  

 100, 5A B∴ = =  

ฉะนั้นไดวา ( ) (100 5 )2tx t t= +   

 

ตัวอยาง 15.4.4      จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   

 ( ) ( 1) ( 2) 0x t x t x t− − − − =    

และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 1x =  และ (1) 1x =   

วิธีทํา   

เนื่องจาก 2 1 0r r− − =  

 
1 1 4 1 5 1 5

,
2 2 2

r
± + + −

= =  

ดังนั้น 
1 5 1 5

( )
2 2

t t

x t A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

เนื่องจาก (0) 1x =  และ (1) 1x =  จึงได 

 1 (0)x A B= = +  

 

1 5 1 5
1 (1)

2 2

1 5 1 5
(1 )

2 2

1 5
5

2 2

x A B

A A

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜= = +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + −

 

นั่นคือ 1 5
5

2 2
A+ =  
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1 1 1 1

,
2 5 2 2 2 5

A B∴ = + = −  

ดังนั้น 1 1 1 5 1 1 1 5
( )

2 5 2 2 2 2 5 2

t t

x t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= + + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

แบบฝกหัด 15.4 

 1.  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ  2 ( ) 3 ( 1) 0x t x t− − = และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 2x =  

 2.  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ  ( ) 2 ( 1) 5 ( 2) 0x t x t x t− − − − =   
     และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 1x =  และ (1) 1x =   

     3.  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   ( ) 10 ( 1) 25 ( 2) 0x t x t x t+ − + − =   
     และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 20x =  และ (1) 12x =  

 4.  จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   ( ) 4 ( 1) 4 ( 2) 0x t x t x t+ − + − =   
     และหาผลเฉลยเฉพาะซึ่ง  (0) 100x =  และ (1) 64x =  

 


