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บทที่ 6
สมการเชิงอนุพันธเบื้องตน
และสมการเชิงผลตาง

สมการเชิงอนุพันธเปนสมการที่เกี่ยวของกบัอนุพันธของฟงกชันที่ไมทราบคา
Example
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สมการเชิงอนุพันธอันดับ 1 ดีกรี 1

อันดับ (order) ของสมการเชิงอนุพันธคืออันดับสูงสุดของอนุพันธท่ีปรากฏในสมการ
ดีกรี (degree) ของสมการเชิงอนุพันธคือกําลังสูงสุดของอนุพันธอันดับสงูสุดเม่ือทํา

ใหอนุพนัธอันดบัตางๆ ในสมการมีกําลังเปนจํานวนเต็มบวก

สมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 ดีกรี 3

พิจารณาสมการเชิงอนพัุนธ 2
dy
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=

ถาแทน 
2xy e=

2 2
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2xy e= เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 2
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=
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2 , 3x xy e y e= = − ตางก็เปนผลเฉลยของ 2
dy

xy
dx

=

สามารถเขยีนผลเฉลยในรูป
2xy ce=

โดยที ่c เปนคาคงตัว
“ผลเฉลยทั่วไป”

“ผลเฉลยเฉพาะ”

จะได

กลาววา

พิจารณาสมการเชิงอนพัุนธ 2
dy

xy
dx

=
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= แยก x และ y
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=∫ ∫ อินทิเกรตท้ังสองขาง
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1 1x c c xy e e e+= =

“ผลเฉลยทั่วไป”2xy ce= โดยที ่c เปนคาคงตัว
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ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 2
dy

xy
dx

= คือ
2xy ce=

โดยที ่c เปนคาคงตัวใดๆ

ถากําหนดใหวา y = e เมื่อ x = 1 ก็จะได
2(1) 1e ce c= ⇒ =

ดังนั้น ผลเฉลยเฉพาะคือ 2xy e=

จงหาผลเฉลยเฉพาะถากําหนดให
y = e2 เมื่อ x = 3?

1. x2y dx – lny dy = 0 ถา  y(2) = 1

2. 
2

2 2
dy xy x
dx x y y

+
=

+
ถา y(1)=2

3. 2( ) 2y x y dy x dx+ = ถา y(0)=4

4. 2 1yy x x′ + = ถา y(1)=1

จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้

( ) ( )
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สมการอนุพันธจะเปนสมการเชิงเสนเมื่อสามารถเขียนใหอยูในรูป

เมื่อ P(x) และ Q(x) เปนฟงกชันของ x

ตัวอยาง
3dy y

x
dx x

− =

(2 ) xdy
x x y e
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−+ + =

31
( ) , ( )P x Q x x

x
= − =

( ) ?, ( ) ?P x Q x= =

ถามีสมการเชิงเสน ( ) ( )
dy

P x y Q x
dx

+ =

นิยามตัวประกอบอินทเิกรตสําหรับสมการเชงิเสนขางตนเปน
( )P x dx

eµ ∫=

จะไดผลเฉลยของสมการเชิงเสนเปน
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( ) ( )y x Q x dx cµ

µ
= +∫
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∫ ∫

จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี
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สมการเชิงอนุพันธที่เขยีนไดในรูป

เมื่อ n เปนคาคงตัวซึ่ง n ≠ 0 และ n ≠ 1 เรียกวาสมการแบรนูลี

( ) ( ) ndy
P x y Q x y

dx
+ =

ตัวอยาง
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สมการแบรนูลทีี่ม ีn = 2

สมการแบรนูลทีี่ม ีn = -3
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สมการแบรนูลีสามารถจัดรูปเปน
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− −+ =

เมื่อแทนคา

ซึ่งสามารถแกไดดวยวิธีของสมการเชิงเสน

จะได
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จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้

ให M(t) เปนราคาเฉลี่ยของบานเมื่อเวลาผานไป t ป นับจากป 2540 ซึ่ง
สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ

และ M(0) = 1.2 ลานบาท  จงหาราคาเฉลี่ยของบานในป 2550
( ) 0.04 ( )M t M t′ =

( ) 0.04 ( )M t M t′ =จาก จะได 0.04( ) tM t c e= ⋅

จาก (0) 1.2M = จะได 1.2c =

ดังนั้น 0.04( ) 1.2 tM t e= ⋅

0.4(10) 1.2 1.79M e= ⋅ ≈ในป 2550 นั่นคือ t = 10   จะได

ดังนั้น ราคาเฉลี่ยของบานในป 2550 คือ 1.79 ลานบาท

ความสัมพันธระหวางราคาตอหนวย (p) และยอดขายในหนึ่ง
สัปดาห(y) ของสินคาหน่ึงมีสมการดังตอไปน้ี

1
2 3

dy y
dp p

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

จงหาจํานวนสินคาที่ขายไดในหนึ่งสัปดาห เมื่อตั้งราคาหนวยละ 
13 บาท โดยทีเ่มื่อสินคาราคาหนวยละ 1 บาทนั้น บริษัทมี
ยอดขายตอสัปดาหคือ 5000 หนวย

ปริมาณธาตุไอโดดนี 131 ในน้ํานมวัวของฟารมแหงหนึ่งมีปริมาณมาก
เกินไป เจาของฟารมจึงตองเก็บน้ํานมวัวไวกอนเพื่อใหธาตุไอโดดนี 
131 สลายใหเหลือเพียง 1/10 เทาของประมาณในปจจุบัน เจาของ
ฟารมทราบวาอัตราการสลายตัวของธาตุไอโอดีน 131 มีสมการเปน 

( ) ( )
d

P t kP t
dt

=

เมื่อ P(t) คือปริมาณไอโอดีน 131 ที่เหลืออยู ณ เวลา t วันนับจาก
ปจจุบัน และครึ่งชีวิตของธาตุไอโอดีน 131 คือ 8 วัน จงหาวา 
เจาของฟารมตองเก็บน้ํานมวัวไวนานเทาไรถึงสามารถนาํน้ํานมวัว
ออกมาจําหนายได
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กําหนดให p(t) คือ ราคาตอหนวยของสินคา ณ เวลา t
d(t) = 30 – 2p(t) คือ ฟงกชันอุปสงค ณ เวลา t
s(t) = 20 + 3p(t) คือ ฟงกชันอุปทาน ณ เวลา t

โดยท่ีฟงกชัน p(t), d(t) และ s(t) สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธดังตอไปนี ้

( )3 ( ) ( )
dp

d t s t
dt

= −

จงหาวาในระยะยาวราคาสินคาตอหนวยควรมีราคาหนวยละเทาไร

พิจารณาปญหาตอไปนี้
นําเงินฝากธนาคารเดอืนละ 100 บาท ทกุเดือน โดยไดดอกเบีย้ 1% 

ตอเดือน เมื่อผานไป n เดือนจะมีเงินในธนาคารเทาไร
ให yn เปนเงินในธนาคารเมื่อผานไป n เดือน จะเห็นวา

1 100y =

2 11.01 100 201y y= × + =

3 21.01 100 303.01y y= × + =

?ny =

1 1.01 100n ny y+ = +

สมการเชิงผลตาง

เง่ือนไขเริ่มตน y1=100

ขั้นท่ี 1: หาผลเฉลยทัว่ไปของสมการ yn+1 = ayn จะได

ขั้นท่ี 2: หาผลเฉลยเฉพาะของสมการ yn+1 = ayn + g(n)

โดยสมมุติผลเฉลยเฉพาะเปน     ตามรูปแบบของ g(n)
ขั้นท่ี 3: ผลเฉลยทั่วไปของสมการ yn+1 = ayn + g(n) คือ

และแทนคาเง่ือนไขเริ่มตน(ถาม)ี เพ่ือหาคาคงตัว C

1 ( )n ny ay g n+ = + เมื่อ a เปนคาคงตัว

H n
ny C a= ⋅

P
ny

H P
n n ny y y= +

จงหาผลเฉลยของสมการ  yn+1 = 1.01yn + 100

เมื่อกําหนด y1 = 100

ขั้นท่ี 1: หาผลเฉลยทัว่ไปของสมการ yn+1 = 1.01yn จะได

ขั้นท่ี 2: หาผลเฉลยเฉพาะของสมการ yn+1 = 1.01yn + 100

โดยสมมุติผลเฉลยเฉพาะเปน            
เมื่อแทนในสมการเชิงผลตาง จะได

ดังนั้น

1.01H n
ny C= ⋅

0
P
ny c=

0 0 01.01 100 10000c c c= + ⇒ = −

10000P
ny = −
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ขั้นท่ี 3: ผลเฉลยทั่วไปของสมการ yn+1 = 1.01yn + 100 คือ

เมื่อแทนเงื่อนไขเริ่มตน y1 = 100 จะได

ดังนั้น

1.01 10000H P n
n n ny y y C= + = ⋅ −

1 10100
1.01 10000 100 10000

1.01
C C⋅ − = ⇒ = =

( )10000 1.01 1n
ny = −

1. เมื่อ g(n) เปนพหุนามและ a ≠ 1
ใหสมมตุิ    เปนพหนุามดีกรีเดยีวกับ g(n)

2. เมื่อ g(n) = bn

2.1 ถา a ≠ b ใหสมมตุิ
2.2 ถา a = b ใหสมมตุิ

3. เมื่อ g(n) เปนผลคูณของพหุนามกับฟงกชันเลขชี้กาํลัง

4. เมื่อ g(n) = g1(n) + g2(n) 
สมมตุิ 

P
ny

2
1

2
0 1 2

2 5n n

P
n

y y n

y c c n c n

+ = +

= + +

P n
ny k b= ⋅
P n
ny k nb= ⋅

1 3 7 2

2

n
n n

P n
n

y y

y k

+ = + ⋅

= ⋅

2
1

2
0 1 2

3 ( )2

( ) 2

n
n n

P n
n

y y n n

y c c n c n

+ = + +

= + + ⋅

1 2P P P
n n ny y y= +

2
1

2
0 1 2

3 ( )3

( ) 2

n
n n

P n
n

y y n n

y n c c n c n

+ = + +

= + + ⋅

1

1 2

3 2 3

2 3

n n
n n

P n n
n

y y

y k k n

+ = + +

= ⋅ + ⋅ ⋅

จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  yn+1 = 2yn + n2

ขั้นท่ี 1: หาผลเฉลยทัว่ไปของสมการ yn+1 = 2yn ได
ขั้นท่ี 2: หาผลเฉลยเฉพาะของสมการ yn+1 = 2yn + n2

โดยสมมุติผลเฉลยเฉพาะเปน            
เมื่อแทนในสมการเชิงผลตาง จะได

เทียบสัมประสทิธิ์

2H n
ny C= ⋅

2
0 1 2

P
ny c c n c n= + +

2 2 2
0 1 2 0 1 2( 1) ( 1) 2c c n c n c c n c n n⎡ ⎤+ + + + = + + +⎣ ⎦

23 2P
ny n n= − − −2

2 2

1 2 1

0 1 2 0

: 2 1

: 2 2

1 : 2

n c c

n c c c

c c c c

⎧⎪ = +⎪⎪⎪⎪ + =⎨⎪⎪⎪ + + =⎪⎪⎩

22 3 2n
ny C n n= ⋅ − − −

กําหนดให St ,Yt, และ It คือเงินออม,รายได, และการลงทุนในปท่ี t นบัจาก
ปจจบุัน โดยมีความสัมพนัธดังสมการเชิงผลตางตอไปนี้

( )1 1

1 1

0

2 5

1
2
3

5
4

t t

t t t

t t

S Y

I Y Y

S I

Y

+ +

+ +

= +

= −

=

=

จงหา St,Yt และอัตราสวนระหวางรายไดกับเงินออมในระยะยาว
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จาก ( )1 1

1
2t t tI Y Y+ += − 1 13t tS I+ +=และ จะได ( )1 1

3
2t t tS Y Y+ += −

2 5t tS Y= +จาก จะได 1 12 5t tS Y+ += +

ดังนั้น ( )1 1

3
2 5

2t t tY Y Y+ ++ = − นั่นคือ 1 3 10t tY Y+ = − −

1 0( 3)ttY C c+ = − +

จะได2 5t tS Y= +จาก 145
( 3)

2
t

tS −= − −

อัตราสวนระหวางรายไดกับเงินออมในระยะยาวคือ 1

1 1 1
lim lim

2 9( 3) 2
t

tt t
t

Y
S −→∞ →∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠

โดยที่ 0 03 10c c= − − นั่นคือ 0

5
2

c = − 1 5
( 3)

2
t

tY C −= − −จึงได

จาก 0

5
4

Y = 45
4

C = − 145 5
( 3)

4 2
t

tY −= − − −ดังนั้นจะได

กําหนดใหสมการเชิงผลตางของอุปสงคและอุปทานในสินคา
ชนิดหนึ่ง มีดังตอไปน้ี

อุปทาน : qt +1 =  20 + pt

อุปสงค : pt +1 =  40 – 0.5qt +1

โดยที่  qt  คือ ปริมาณสินคาในปที ่t นับจากปจจุบัน
pt คือ ราคาสนิคาตอหนวยในปที ่t นับจากปจจุบัน

จงหาดุลยภาพของผูบริโภคในระยะยาว  ( )t → ∞

กําหนดให St ,Ct, และ Yt คือเงินออม, การบริโภค และรายไดของประเทศ
ในปท่ี t นับจากปจจบุัน โดยมีความสัมพันธดังสมการเชิงผลตางตอไปนี้

1

0

1
2
1
2
,

t t t

t t

t t

C S Y

Y S

C Y

Y β β

+

+ =

=

=

= > 0

จงหา St,Ct และ Yt พรอมท้ังสรุปผลแนวโนมภาวะเงินออม การบริโภค และ
รายไดของประเทศในระยะยาว


